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0 NIEJEDNOZNACZNOSCI ROZWI4ZAN ROWNANIA

&) = max  [g(y] + h(y2) + f(ay”by”x-y*yg)]
Y.+ Y2/ X

Wstep

W pracy niniejszej rozwaza sie rownanie funkcyjne programowanie
dynamicznego

f&x) = max J¥.-,) + h(y2) + f(ayltby2+x-yl-y2)], chH
y1+y2/ X

w ktorym g(x) i h(xX) sg danymi funkcjami, zas a i b danymi
liczbami, natomiast T(x) jest funkcjg poszukiwang» opisuje ono

szerszg klLase zagadnien ekstremalnych niz réwnanie

fix) = max -fyy) + h(x-y) + flay+b(x-y )]l (&)
Ory $ x 1
1 dlatego stanowi jego uogolnienie.

Rownanie (1) podane zostato w monografii £1J bez jakiejkolwiek
analizy jego rozwigzania. Zagadnienie istnienia i jednoznacznosci
rozwigzania rownania () oraz struktura tego rozwigzania, zostaly
zbadane dos¢ wyczerpujaco we wspomnianej juz monografii [1]-
Poniewaz dla rownania (i) problem istnienia jednoznacznego rozwig-
zania jest skomplikowany i dotychczas nie zostat wyjasniony oraz
ze wzgledu na praktyczng przydatnos¢ tego réwnania, autorzy niniej-

szej pracy poddali rownanie (1) szczegétowej analizie w przypadku
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liniowych funkcji g(*) 1 h(xX) 1 udowodnili, ze juz w tym przy-
padku posiada ono nieskonczenie wiele rozwigzan liniowych, wsrod
ktérych znajduje sie rozwigzanie uzyskane metodg kolejnych przy-
blizen. W pracy niniejszej podaje sie nowg metode rozwigzywania
rownan (O 1 (), dzieki ktérej w przypadku liniowych funkcji g(x)
i h(X) uzyskuje sie wszystkie liniowe rozwigzania rownania ().
W oparciu o te metode w przypadku liniowych funkcji g(xX) 1 h®X)
podano pedng analize rozwigzalnosci réwnania (2), otrzymujac waru-
nek konieczny i wystarczajacy na istnienie jednoznacznego rozwig-
zania. Zauwazmy (patrz [V]), ze w metodzie kolejnych przyblizen u-
zyskuje sie tylko warunki wystarczajace.

1. Zagadnienia optymalizacyjne prowadzgce do réwnan (@) i (@

Zak6zmy, ze mamy do dyspozycji X jednostek pewnego zasobu gos-
podarczego. Rozwazamy dwa rodzaje dziatalnosci, z ktorymi zwigzane
sg funkcje uzytecznosci g(x) i1 h(x), wyrazajagce przychdod odpo-
wiednio z pierwszej i drugiej dziakalnosci w zaleznosci od zuzyte-
go zasobu Xx. Zas6b x dzielimy na dwie czesci y* 1 x-y", kto-
re przeznaczymy odpowiednio na prowadzenie pierwszej i drugiej
dziatalnosci. Zaktadamy dalej, ze po pierwszym etapie, na skutek
zuzycia, czes¢ y™ oraz czes¢ x-yl zasobu Xx wyniesie odpowied-
nio ayl i bfa-y.j), gdzie 0< a.< 1, 0™ b < 1. W zwiazku z tym
na prowadzenie obu dziatalnosci w drugim etapie pozostaje zasob
ayl+b(x-yl) = ktéry podobnie jak poprzednio dzielimy na czesci
y2 i Xx2~y2* PrzeznaczaO$c de odpowiednio na pierwszg i drugg
dziatalnos¢. RozwazaC bedziemy proces n-etapowy, przy czym opisana
wyzej operacja podziatu powtarza sie n-krotnie. Proces n-etapowy
daje przychod

SIXMY 1*y2 ,** %3/ " +h(xi-yi)],
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gdzie®
O<yi~xi (©)

oraz

Xj m X

*2

ayl + b (x-yl)

xn = ayn-1 + b(V r yn-1h

tSaksymalny przychod z procesu n-etapowego wynosi
FQ= mx S &Yy ,¥2,---,Y }
Dn ) £ n

gdzie bq(x) jest obszarem n-wymiarowym zmiennych yi ,72»
kreslonym nieroVnosclami (3). W monografii [Yjdowodzi sie, ze fun-
kcje Q) spekniaja rownania rekurencyjne

t ¢ = max dgQy) +hGy) + F . [Jaytb G}
Osgysgx*-
gdzie

1 o max @) + h(x-y)J

o<y<x

i stanowig cigg kolejnych przyblizen rozvd.gzania f(xX) réwnania @).
Jezeli na kazdym etapie podziat zasobu, ktdérym dysponujemy bedzie
niepelny, tzn, na czesci, ktdérych sum nie przekracza go, to taki

proces n-etapowy daje przychod
n

NYy1,y2 ... ynZhz2,...,m) ="~ € iloiy)+Hh(zi_},
i1
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gdzie
0 yx+ z+£ x+ ®

oraz

Xr a X

X2 ayl + bzl + X1 ” y1 " 21

*n T Y-r * bZn—1 X1 T ¥oer T Fner

Woéwczas przychdod maksymalny wyniesie

mQ = max S X,y vV Z1,72 >
D2nW

gdzie D~IX) jest obszarem 2 n-wymiarowym zmiennych y1l,y2, .
yn»z1»72» eee» zn okreslonym nieréwnosciami (@).
Analogicznie funkcje T (X) spelniajg rownania rekurencyjne

mey = max  @iy-.} + h(y2) + fn-1 @~ +by2+x-yl-y2)],

Y-, B2€ X
gdzie
) > max  [g(yd+h(y]] -
Y-, H2< X
Przy pewnych zatozeniach o funkcjach g(x) 1 h(x) ciag | fn)I-

jest jednostajnie zbiezny do rozwigzania rownania (i).
2. Analiza rozwiazalnosci rovw/nania (2) w przypadku liniowych fun-
kcji p. 1 h(X) V oparciu o nowg metode

Poniewaz ciag ,|P"X)|- przy pewnych zatozeniach o funkcjach
g 1 h(x) Jest jednostajnie zbiezny do funkcji f(xX) bedacej jed-
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noznacznym rozwigzaniem réwnania (2), to rozwigzanie roéwnania Q)
uzyskane jakimkolwiek sposobem jest granica ciagu kolejnych przy-
blizen, a wiec rozwigzaniem problemu optymalizacyjnego nieskoncze-
nie wielostopniowego, ktéry aproksymuje proces skoriczony. Na przy-
k#adzie réwnania Q) w przypadku liniowych funkcji gix) i h®
przedstawimy nowy sposob wyznaczenia rozwigzania réownania ) eli-

minujacy z rozwazan metode kolejnych przyblizen.

Twierdzenie

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby funkcja fix) by-

4a rozwigzaniem réwnania
fix) = max -[AMB(x-y) + Flay+b (x-y)J}
Oscygx

jest aby
fix) = xmax (£-, J-).

Dowod:

W przypadku gdy a > b, réwnanie () za pomocg podstawienia
ay+bix-y) = z mozna zastgpi¢ réwnaniem

fix) = mx M- z+ X + t(Z)\ -
bx"z’\axLa_b a-b J

Przypusémy, ze istniejg funkcje bx~zix)”ax i Ffix) takie, ze
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Z optymalnosci funkcji z(X) wynika, ze dla kazdej funkcji

bx ~ z(x) ™ ax
N, 200 + . $+ T [OJ* Q)

Iterujac @) i () mamy odpowiednio

2(1), sfca., . fn , ®
n=1

() + znf ©
St"*D &"D
nsl

gdzie Zzn 1 z1 oznacza odpowiednio n-tg iteracje funkcji  $(X)
i zX). Z ® 1 (9 otrzymujemy

o0 00
z" zn 0)
s z
n»l n=1
gdy
A - B
1-e > 1-b*

Poniewaz nierownos¢ (10) zachodzi dla kazdej funkcji bx<z(x)”"ax,
wiec w szczegolnosci dla funkcji z(X) = ax. Z nierownosci z(x)”"ax

wynika, dla n-tej iteracji funkcji z(X), nierdéwnosc¢

— — >
2"~ Q" 1 a(/x).
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Wobec tego
Qo PO po
2« « S at oo
1 1 n=1

Wynika stad, ze z(xX) > ax. Poniewaz z(X) » ax, wiec z(X) = ax.
Zatem, na mocy (&)

fx = 1-a %

tatwo sprawdzié¢, ze jesli

to funkcja
tx) = 1.a X
spednia réwnanie (G). W przypadku gdy

1 “>I>

postepujac podobnie stwierdzamy, ze warunkiem koniecznym i wystar-

czajacym na to, aby funkcja fix) byda rozwigzaniem réwnania G)

jest, aby miata postac

tx) - X.

Identyczne wyniki otrzymujemy w przypadku gdy a< b. Jezeli
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to warunek konieczny wynika z (8) a dostateczny z  bezposredniego

sprawdzenia.
Wydaje sie, ze stosujgc te metode mozna bedzie wyznaczy¢ rozwig-
zanie rownania () w tych przypadkach, gdy nie mozna go uzyska¢ me-

toda kolejnych przyblizen. Prace w tym kierunku bedg kontynuowane.

3. Analiza rozwiazalnosci réwnania fi) w przypadku liniowych funk-

cii, &(*)..\ .P.te)

Twierdzenie

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to aby funkcja f(x) «ocx

byta rozwigzaniem réwnania

fO) = max {Ay..+By2 + f(ayltby2+x-y.)-y2)] @
Y. W2< r

jest aby
<*F>«m*Fe«& *

Dowdd ;
Jezeli funkcja ocx jest rozwigzaniem rownania (11), to
ocxX = max [Ay1+By2+<{ayl+by2+x-y1-y2)] .
yry2 "™ x
Poniewaz prawa strona powyzszej roéwnosci oznacza "max’ funkcji

liniowej w wieloscianie wypukdym, ktore w tym przypadku moze byc¢
zrealizowane w punkcie (O, 0) lub (©, ¥ lub (X, 0), wiec

ocx - max {ccx, (A+taodx, (@BHoco)xj= x . max (oc,Atacf, B+ooc).
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Stad

OC= max (@, Atatx; B+ooc).
Zatem

ccM+aoc 1 oC>Btbex;
Wiec

¢ -

Dowdd warunku wystarczajacego jest widoczny. Wykazalismy, ze w klar
sie liniowych funkcji g(xX) i1 h(XX) rdéwnanie (1) posiada nieskon-
czenie wiele rozwigzan liniowych.

Pokazemy, ze jedno z rozwigzan rownania (11) mozna otrzyma¢ metodg
kolejnych przyblizen» jest ono rozwigzaniem odpowiedniego procesu
optymalizacyjnego nieskonczenie wielostopniowego.

Udowodnimy, ze rozwigzanie uzyskane metodg kolejnych przyblizen na
postac:

) O, gdy A0 i B~ O

() = x.max (lpﬁt TIT ) £<& @.b)> 0.

Dla réwnania (11) elementy ciggu kolejnych przyblizen < Q- spet-
niajg nastepujace zwigzki rekurencyjne:

me) = max [Ay"Byg+T" (ay”byg+x-y*yg)].-
yl+y2 ~ x

gdzie

1) * max (Ay™+ByQ) .
y—"’w £ X
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Zauwazny, ze jesli A~ O i B”™ 0, to cigg sktada sie z
samych zer 1 jego granica f(xX) * 0 jest rozwigzaniem rownania

(11). Wobec tego zatdzny, ze
B = max(A,B) > O.

Poniewaz funkcja liniowa w wieloscianie wypukbym osigga wartosc¢
najwiekszg w pewnym wierzchotku tego wieloscianu, wiec 'max" z

Y2 < X
funkcji liniowej zmiennych y* 1 y» moze by¢ zrealizowane w pun-
kcie (©,0) lub (O,x) Iub (Xx,0). Stad

1) = max(0,AX,Bx) = M*x,

gdzie
&, = max(A,B)|
f2(x) = max{k,x, (A+alij )x, (B+biLjIxJ = MgX
gdzie
lig = maxilLj ,Axalf, _B+bit,).
Ogoélnie
M = maxfM*x, (A+aM™Ix, (B+bKMIx] - ik,

gdzie

* ii + +
Mn m»('h—i’ A a%_¥” B b%pd)'



O m e jednoznacznosci rozwigzahn roéwnania..»

Udowodnimy najpierw, ze Ciag = MnxV jes7 zbiezny,
W tym celu wystarczy udowodni¢, ze ciag \ jest zbiezny,
Poniewaz
Araltyj > A i1 B#Hk, > B,
wiec
raax(Ataii,, Btbllj)> max(A,B) =
Stad

Mg = maxiA+aM”™, B+bUj) > M1.
tatwo sprawdzic¢, ze dla kazdego n
“Pi = max(A+aM o, B+bM D> M.
Zatem ciag jest rosngcy. Poniewaz
Mg = max (A+tai”, BHKL}) N (Q+icjtl,,
gdzie c = max (a,b),

Mj = max(A+aMg, B+bMg) < (1+C+C2)nl,

S7 (4+c+c2+...+cn DU T

157

azy
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bo kazda siam czesciowa szeregu M. f_, A1 ne przeliracza jego
n=1
sumy. Stad i z monotonicznosci wynika, ze ciag -1 ma granice» o-

znaczamy ja przez M.
Z (12) wynika, ze dla kazdego n

\ > Ata\-1 1 \ > ~bMn-1°
Po przejsciu w powyzszych nieréwnosciach do granicy, otrzymamy

M>A+aM i M>B+bM, a3
CcO Ooznacza, ze

MA_max (A+aM, B+bM). (7))
Z drugiej strony

Mn = max(A+aMn_ri, B+an_1)< max (A+taM, B+bl),
wiec
M g ma“x(A+aM, BHitl) = (¢19))

Zatem na podstawie (14) i (15

M * max(A+aM, B+bu) 6

tatwo sprawdzi¢, ze funkcja Mx spednia rownanie (11).

Z nierownosci (@3) i z rownosci (16) wynika, ze
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Nasuwajgce sie pytania, czy istnieja rozwigzania nieliniowe réwna-
nia (i) w przypadku liniowych funkcji g(x) i h(xX) oraz jaki zwig-
zek z odpowiednim problemem optymalizacyjnym majg rozwigzania row-
nania (1) nie bedace granica ciagu kolejnych przyblizen, pozosta-
wiamy tymczasowo bez odpowiedzi .
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C HECfIHO3HA4HOCTh FEKEHfcB yPA3UEHKH
f(x) = max [g(yl) + ti(y2) + iiayl+by2+x-7i~y2"
y1l+y2=ex
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ypaBHeHHH \,2) - Heo6xo,nnMoe¢ u jociaToyHoe ycjOBite sma cymecTBO-

BSHHH 0*HO03Ha«HOr0 pemeHHnN.
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ABOUT THE AMBIGUITY OP THE SOLUTIONS OP THE equation

OO « max  [s(l)y+h(y2)+f(ay-,+y2+x-y.,-y2)]
y-iy2 N X

Summary

This paper presents a new method of solving equations (1) and
(@), so that in the case of linear functions g(x" and h(x) all
the linear solutions of equation (1) are to be obtained, whereas
for equation (2) the condition is given that is necessary and suf-

ficient fof the existence of an explicit solution.



