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ZASTOSOWANIE METOD STATYSTYCZNYCH PRZY OPRAĆOTYWANIU 
EKONOMETRYCZNEGO MODELU JEDNOSTKOWYCH KOSZTĆW WŁASNYCH 
WYDOBYCIA WIj)GLA KAMIENNEGO

W a r t y k u l e  n in ie jsz y m  opracowano metodę budowy ekonometrycz- 
nego modelu kosztów własnych wydobycia oraz omawia s i ę  sposób 
r e a l i z a c j i  poszczególnych etapów d z i a ł a n i a .  Omawiana w pracy 
metoda z n a la z ła  uznan ie  w BSiT przemysłu węglowego i  na j e j  
b a z ie  buduje  s i ę  w w/w BSiT o raz  w Katedrze Matematyki S toso­
wanej P o l i t e c h n i k i  Ś l ą s k i e j  ekonometryczny model jednostkowych 
kosztów własnych wydobycia. Konieczność budowy modelu wyrosła 
z jednej s t r o n y  z p o trz e b  przemysłu węglowego zaś z d rug ie j  
stron y  z powodu braku  jak ic h k o lw ie k  opracowań na te n  tem at. W 
P olsce  podobne z a g ad n ie n ia  rozwiązywane b y ły  jed y n ie  dla po­
trzeb  innych g a ł ę z i  p rzem ysłu .

W prowadzonych badaniach oparto s i ę  na m etodzie analizy czyn­
ników mających wpływ na k szta łtow an ie  s i ę  kosztów własnych ko­
palń . Podstawowym zadaniem t e j  metody j e s t  o k reś len ie  i lo ś c io ­
wego wpływu każdego czynnika na poziom kosztów w łasnych.M ożli­
we są  tu dwie drogi postępowania,

1 ) o k r eś len ie  izolow anego wpływu każdego czynnika,
2 ) o k reś len ie  wpływu danego czynnika, z uwzględnieniem  łączne­

go wpływu ca łeg o  zesp ołu  czynników.
Nasze postępowanie b ęd zie  dotyczyć 2 , ponieważ różne czyn­

n ik i d z ia ła ją  na wskaźnik kosztów własnych,w sposób n ie iz o lo -  
wany. Są one wzajemnie ze sobą zw iązane, ich  wpływ j e s t  kom­
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pleksowy, k tó ry  n ie  można rozpa tryw ać  jak o  sumę wpływów i z o l o ­
wanych. Wśród czynników d z ia ła j ą c y c h  na wskaźnik kosztów w łas­
nych można wyróżnić:

1) c z y n n ik i  główne,
2) c z y n n ik i  uboczne.

Obie t e  grupy czynników są  ś c i ś l e  ze sobą s p la ta n e  i  d z i a ­

ł a j ą  w różnych k ie runkach .
C zynnik i  główne c h a ra k te r y z u ją  f a k ty c z n y  poziom kosztów w łas ­
nych, typowy d la  w szys tk ich  kopalń , jego  perspektywy zm niejsze­
n ia  lub w zros tu .
C zynniki drugorzędne są  n ie  związane z i s t o t ą  kosztów własnych, 
mają c h a r a k te r  losowych, w ytw arzają  wpływ indywidualny dla każ­
de j  k o p a ln i  o d d z ie ln ie .  W wyniku w s p ó łd z ia ła n ia  czynników głów­
nych i  ubocznych tłum aczyć można wahanie wskaźnika kosztów włas­
nych w poszczególnych k o p a ln ia ch .  To wzajemne w s p ó łd z ia ła n ie  
pozwala nam d la  czynników, k tó re  wg naszego mniemania o k r e ś la ­
j ą  k o sz ty  własne wyróżnić ich  wpływ pods taw ow y ,ok reś la jący  nam 
pewną prawidłowość w k sz ta ł to w a n iu  s i ę  kosztów własnych i  lo so ­
wy c h a ra k te ry z u ją c y  nam odchylen ia  od t e j  p raw id łow ośc i.
Różne w skaźn ik i  techniczno-ekonom iczne na każdej k o p a ln i  moż­
na rozpa tryw ać  jako  zmienne losowe n ie  w s e n s ie  dowolnym, le c z  
w s tosunku do p r z e c ię tn e j  c a łe g o  przemysłu węglowego. Przy  t a ­
kim p o d e jś c iu  do zagadn ien ia  kosztów własnych n a j l e p s z y  e fe k t  
może dać stosow anie  metod s ta ty s ty c z n y c h  w s z c z e g ó ln o ś c i  k o re ­
lacy jnych  i  w ie los topn iow ej a n a l i z y  r e g r e s j i .
Badanie p r z y j ę to  re a l iz o w a ć  w n a s tę p u ją c e j  k o l e jn o ś c i :

I .  Przeprow adzić  a n a l i z ę  a p r i o r i  kosztów własnych 
I I .  Zebranie  danych oraz  ich  wstępne opracowanie s t a t y s t y c z ­

n e .
I I I .  Wybór modelu -  k s z t a ł t u  f u n k c j i
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IV. Przeprow adzić  a n a l i z ę  k o r e l a c j i  i  r e g r e s j i  dla p a r .
V. Przeprow adzić  a n a l i z ę  wielowymiarową k o r e l a c j i  i  r e g r e s j i .  

VI. Prognozowanie kosztów w łasnych .

I .  A na liza  a p r i o r i

S ta ty s ty c z n e  modelowanie kosztów własnych powinno być p op rze ­
dzone tzw . a n a l i z ą  a p r i o r i .  P o ję c ie  a n a l i z y  a p r i o r i  d o tychczas  
b y ł e  rzadko  używane lub wręcz n ie  stosowane w badaniach ekono- 
metrycznych kosztów. Należy zauważyć, że ogólna ana liza  a p r i o ­
r i  kosztów własnych do tychczas  n i e  j e s t  je s z c z e  opracowana w 
sposób doskonały  i  w yczerpujący .
P rz ez  a n a l i z ę  a p r i o r i  kosztów rozumiemy, w szys tk ie  e tapy  bada­
n i a  do c h w i l i  z e b ra n ia  danych s t a ty s ty c z n y c h .  Analizę a p r i o r i  
kosztów własnych p r z y j ę to  re a l iz o w a ć  w następu jących  e ta p a c h :

1) po s ta w ić  w możliwie ogó lne j  p o s t a c i  sam problem i  c e l  do 
k tó reg o  ma on s łu ż y ć ,

2) u o g ó ln ić  i  p o g łęb ić  wiadomości zawodowe o k sz ta ł tow an iu  s i ę  
wskaźnika kosztów własnych w o pa rc iu  o l i t e r a t u r ę  i  k o n su l­
t a c j e  ze s p e c j a l i s t a m i ,

3) s form alizow ać zdobyte in fo rm ac je  a p r i o r i ,
4) s t a ty s ty c z n e  p rzean a lizo w an ie  sformalizowanych in fo r m a c j i  

(wybór n a jb a r d z i e j  i s t o tn y c h  czynników),
5) o k r e ś l i ć  ro d z a j  związku,
6) o k r e ś l i ć  metody badan ia  ( k o re la c y jn a ,  r e g r e s y jn a ,a n a l i z a  wa­

r i a n c j i ) .
Przed p rz y s tą p ie n ie m  do s fo rm alizow ania  in fo rm a c ji  a p r i o r i  

za lecono  wytypowanie O kreślonej l ic z b y  czynników oraz sposób 
ic h  p rz e d s ta w ie n ia ,  ponieważ ich  wstępny dobór i  opis w znacz­
nym s to p n iu  mogą p rzyczyn ić  s i ę  do sukcesu prowadzenia dalszych 
badań.
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Zwrócono uwagę, aby p rzy  wstępnym doborze czynników uwzględnio­

no:

a)  wykaz ob ję tych  badaniem czynników m iał u z a sa d n ien ie  t e o r e ­
ty c z n e ,

b) wykaz powinien zaw ierać  t e  c z y n n ik i ,  k tó re  według naszego  
mniemania wpływają w sposób n a jb a r d z i e j  i s t o t n y  na kosz ty  
w łasne ,

c ) wykaz n ie  powinien być za obszerny ,
d) związek: między czynnikami n ie  powinien być l in iow y . 

Formalizowanie in fo r m a c j i  a p r i o r i  uznano przeprow adzić  p rzy  po­
mocy k o r e l a c j i  s to p n i  (rzędów ).

O pinie  s p e c ja l i s tó w  można uzyskać drogą wypytywania. Każde­
mu spośród s p e c ja l i s tó w  n a le ż y  dać do w ypełn ien ia  a n k ie t ę ,  w 
k tó r e j  wymienione są  t e  c z y n n ik i  oraz  ic h  wymiary, k tó re  mogą 
okazywać pewien wpływ na wskaźnik kosztów.

Do a n k ie ty  powinna być dołączona n a s tę p u ją c a  i n s t r u k c j a  o 
sposob ie  j e j  w ype łn ian ia .

Czynnikowi, k tó ry  wg mniemania danego s p e c j a l i s t y  wywiera 
na jw iększy  wpływ na k o sz ty  własne n a le ż y  przyporządkować nu­
mer 1 , następnemu z k o l e i  wg s to p n ia  wpływu numer 2 i t d . J e ż e l i  
wypełniającemu a n k ie t ę  n ie  uda s i ę  r o z d z i e l i ć  s to p n ia  wpływu 
k i lk u  czynników, w tak im  wypadku n a le ż y  przyporządkować tym 
czynnikom t e n  sam numer.

Na podstaw ie danych z a n k ie t  budujemy tzw. m acierz s topn i*  k tó ­
r a  ma p o s tać ;

s p e c j a ł .
Nr
c zynnika

1 2 • • • i . . . m 2 Ż ! i f
j -1  i =1

1 2 3 4 5 6 7

1 X11 *21 • • • Xi1 m1
m

2  xi i  i -1  11
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1 2 3 4 5 6 7

2 X12 X22 • • • Xi 2 Xm2
m

2  Xi 2
i - i

•
••

•
•
•

*
•
•

e
•

•
•
•

•
•

•  • • • 
•  •

3 X1 j ' X2 j • e •
Xi3 1 * mj

m
2  x i j  i= i  J

•••
•••

•••
•••

•••
e
e•

• • • • • •

n X1n X2n • • • Xmn

m n
2  Z
i =1 j = 1 t *1»

i - 1
B j
3-1

•  •  • t u
3*1

n
Y x  . 
Z j “o 
3=1

g d z ie :
X  ̂ -  oznacza rzą d  ( s to p i e ń )  j - te g o ,c z y n n ik a  u i - t e g o  s p e -  

c j a l i s t y ,  
m -  i l o ś ć  s p e c ja l is tó w ,,  
n -  i l o ś ć  czynników.

J e ż e l i  w k t ó r e j ś  a n k ie c ie  k i lk a  czynników będz ie  z a o p a t r z o ­
nych w t e n  sam numer rzędowy, wówczas na le ż y  d la  n ic h  wprowa­
d z ić  do m acierzy  s to p n i  wspólny numer rzędowy.
Np.: trzem  czynnikom w a n k ie c ie  i - t e g o  s p e c j a l i s t y  z o s t a ł  p rzy ­
porządkowany numer 3»
Ich  numer rzędowy w m acierzy  b ę d z ie  (3+4+5):3.
Gdy dwa n as tęp n e  c z y n n ik i  w t e j  a n k ie c ie  miały numer 4 i  5 ,  t o  
w m acierzy  rzędów ic h  numery będą 6 i  7 (zachodzi przesuw anie  
rzędów ).
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Po zbudowaniu m acierzy rzędów, trzeba ją  skontrolow ać czy  pra­
widłowo z o s ta ła  skonstruowana. W tym c e lu  sprawdzamy:

J-1

2 . Suma każdej kolumny musi być równa sumie k o n tro ln ej. 
N astępnie przystępujemy do w yjaśn ien ia  i s t o t n o ś c i  stop n ia  wpły­
wu dobranych czynników na k oszty  w łasne z punktu w idzenia spe­
c ja l is tó w . W tym c e lu  obliczam y sumy w szystk ich  w ierszy  macie­
rzy  rzędów. Czynnik który z punktu w idzenia sp e c ja lis tó w  (w sen­
s ie  średnim) ma najw iększy wpływ na wskaźnik kosztów , posiada  
najm niejszą sumę zaś czynnik który słab o  wpływa na koszty  ma 
najw iększą sumę.
Na podstawie otrzymanych sum wg w ierszy  można zbudować h is t o ­
gram i  wykres stop n ia  wpływu wybranych czynników.
Do oceny stop n ia  zgodności w szystk ich  sp e c ja lis tó w  stosujem y  
tzw . współczynnik konkordacji Kendella -  Bebingtona.
O blicza  s i ę  go według wzoru:

n
1.

g d z ie

n

Współczynnik ten  sp e łn ia  warunek

0 < W < 1 ,
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gdy W 3  1 mówimy, że zachodzi ca łk ow ita  zgodność sp e c ja lis tó w ,  
gdy W * 0 mówimy, że .zachodzi rozb ieżn o ść .

J e ż e l i  w m acierzy rzędów i s t n i e j ą  wspólne rzęd y , to  współczyn­
n ik  konkordacji obliczam y w/g wzoru:

£  - 2  (n3 -n ) -  .  T± '
1 i «1

gd zie:

* i  •  i ł  2  ( t j  -  V

t . -  i l o ś ć  wspólnych rzędów w odpowiedniej kolumnie m acierzy.
J

Do zbadania i s t o t n o ś c i  współczynników konkordacji stosujem y  
o 2

t e s t  X dla n-1  s to p n i swobody. X  obliczam y według wzoru:

X2 ,  —  ------- §------------  « m (n-1 )W
—  m . n (n+1 )

lub

T j m . n  ( « 1 ) ’

gdy w m acierzy występują wspólne rzędy.
I s t o t n o ś ć  współczynnika konkordacji można te ż  zbadać testem  z 
F iszera  d la  s ta ty s ty k i
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p rzy  s to p n ia c h  swobody:

2
n.j =• n -1 -  - ,  n2 -  ( m - l ) ^ .

I I .  Zebranie danych oraz ich  wstępne opracowania

Rozwiązanie postawionego z agadn ien ia  z a le ż y  w dużym s to p n iu  od 
ja k o ś c i  danych wyjściowych.
Dane wyjściowe powinny być;
■ :  A .
1. Wiarygodne
2 . I lo śc io w e  -  każdy czynnik powinien wyrażać s i ę  l ic z b ą .
3 . Liczba pomiarów powinna być d o sta te c z n ie  duża -  próby d la  

każdego roku powinny być dość l ic z n e  w naszym przypadku wa­
runek ten  j e s t  sp e łn ion y , ponieważ gromadzony m ateria ł s ta ­
ty sty czn y  obejmuje dość l ic z n ą  grupę kopalń około 80.

4 . Dane wyjściowe powinny być jednorodne.
Dwie lub k ilk a  prób nazywamy jednorodnymi j e ż e l i  z o s ta ły  po­
brane z jednej p op u lacji o tym samym ro zk ła d zie .N a leży  więc 
przeprowadzić badanie jednorodności branych pod uwagę ko­
palń .
Można to  przeprowadzić na podstawie pewnych przesłanek  te o ­
retyczn ych , d z ie lą c  w szystk ie  kopaln ie na grupy które róż­
n ią  s i ę  i s t o t n ie  pod jakimś względem (np. kopaln ie o węglu 
energetycznym, koksującym i t p . )  a następ n ie  porównać o trzy ­
mane grupy.
Ograniczając s i ę  ty lk o  do wskaźnika kosztów własnych r o b i­
my to  w następujący sposób:
Przypuśćmy, że danych j e s t  k grup n iez a le ż n y c h  obserw a-

2 2c j i  pobranych z p o p u la c j i  normalnych o w a r ia n o ja c h ,  6 \ ,  <T_,
«•2 • * * f O

2 2 aBadamy h ip o tezę  zerową ■ Cg •  . . .  -  (T  ̂ * <f.



Z astosow anie metod s ta ty s ty c z n y c h . . 169

2
Dla zbadan ia  t e j  h ip o te z y  s tosu jem y t e s t  X d la  s t a t y s t y k i .

Q = [(N-k) log  S2 -  ¿ ( n ±-1 )S |]  ,

g d z ie :

n., ■ l i c z b a  kopalń  w i - t e j  g ru p ie
K

N a 'Sy '  -  l i c z b a  kopa lń ,

2
S ta ty s ty k a  Q ma ro z k ła d  b l i s k i  rozk ładow i X o k-1 stopniach 

swobody.
J e ż e l i  ob l iczone  w a r to ść  Q b ę d z ie  większa od w ar to śc i  t a b l i c o ­
wej na danym poziomie i s t o t n o ś c i  t o  h ip o te z ę  odrzucamy,co
oznacza , że z b ió r  o b se rw ac j i  n ie  j e s t  jednorodny.
N as tępn ie  badamy czy w poszczególnych  grupach n ie  ma obserwa­
c j i  anomalnych t j .  s i l n i e  odb iega jących  od po zo s ta ły ch .
Można t o  z ro b ić  dw ukro tn ie :

a )  r a z  w c z a s i e  badań wstępnych t j .  przed wyznaczaniem f u n k c j i  
kosztów.
Korzystamy tu  z ro z k ła d u  Mekay A.T. d la  s t a t y s ty k
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gd zie:
Kmaz, Kmin są  odpowiednio największym i i  najm niejszym i war­
to śc iam i wskaźnika kosztów d la  danej grupy kopalń .
K -  w artość śred n ia ,
S,£-  d ysp ersja .

J e ż e l i  jedna z obliczonych w a rto śc i ^m ai, T<?min okaże s i ę  
w iększa od w a rto śc i ta b lic o w e j , św iadczyć to  będzie  o tym, 
że Kmaz lub Kmin n a leży  odrzuoić.

b ) po wyznaczeniu fu n k c ji kosztów K(X.j, X2 , . . . , X Q) .

Przypuśćmy, że K z a le ż y  lin iow o  od (X j, X2 , . . .  XQ) ,
(gdyby tak n ie  b y ło , to  w niektóryoh przypadkach s to su ją c  
pewne p rzek szta łcen ia  możemy tak  u c z y n ić ) .
D a le j, n iech  wśród w szystk ich  pomiarów X ^ , X 2̂ , ..........
XJn i s t n i e j e  punkt (k j ,  l j 1# x j 2 , . . . x j n ) .

k tóry  w dalszych  badaniach można wykluczyć jako anomalny. 
N astępnie na podstawie pomiarów budujemy odpowiednie równanie 
r e g r e s j i ,  przy czym w spółczynnik i r e g r e s j i  AQ, , A2 , . . . , A n,j
wyznaczamy przy uw zględnieniu punktów anomalnych.
Dla w szystk ich  punktów obliozamy w ie lk ość:

<*: -  
Yj -  -------11------- Ł

(N -n-1) (S2 r e s z t .  - S k )

(k *  w artość z wyprowadzonego równania r e g r e s j i ) ,  która ma roz­
kład b e ta .
Przy poziomie i s t o t n o ś c i  cC z t a b l i c  ro zk ła d u  b e ta  znajdujem y 
w ie lk o ść :

T-1 ^  A  . H-n-2.
_  cC » (•=■ } — =— ) .
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J L n J
t o  dane obserw acje  uważamy za anomalne i  n a le ż y  j e  z da lszych  
badań wykluczyć.

I I I .  Wybór k la s y  f u n k c j i  -  modelu

N ied o s ta tec z n y  rozwój t e o r i i  kosztów własnych n ie  pozwala j e d ­
noznacznie  dobrać  k la s ę  f u n k c j i  op isu jący ch  z jaw isko  k s z t a ł t o ­
wania s i ę  kosztów własnych wydobycia. W związku z tym p o s ta ć  
fu n k c y jn ą  n a le ż y  wyznaczyć e m p iryczn ie .  Dobieramy k i lk a  fu n k ­
c j i ,  a n a s tę p n ie  porównujemy zbudowane modele i  wybieramy spo­
ś ród  n ic h  n a jb a r d z i e j  aóekwantny. Ograniczamy s i ę  ty lk o  do na­
s tę p u ją c y c h  k la s  f u n k c j i :

IV. A na liza  k o r e l a c j i  i  r e g r e s j i  par

Koszty własne z a le ż ą  od wpływu duże j l i c z b y  w sp ó łd z ia ła ją cy c h  
czynników, zatem a n a l i z a  p a r  p rzy  badan iu  kosztów ma dość ogra­
n iczone  za s to so w a n ie ,  można j ą  z a l i c z y ć  do badań wstępnych.

1. A naliza  k o r e l a c j i  p a r .
Do zbadania  h ip o te z y  o i s t n i e n i u  związku między wskaźnikiem  
kosztów własnych K i  jakim kolwiek wpływającym nań czyn n i-

( 1 )

K = Ao + A1 X1 +
/\

+

-4* + • • •  + A • • • (2)

K = f(Q ) + A1 X1 (3)
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kiem x oraz oceny stopnia  zgodności tego  związku, wykorzy- 
stajem y w spółczynnik k o r e la c j i

r w  -  gdy związek, lin iow y  

i  stosunek korelacyjny

-  gdy związek j e s t  n ie lin io w y  

Współczynnik k o r e la c j i  obliczam y wg wzoru:

Z k
kx 2 Sx •

N
N

2  V i  -  Z  k3 • Z

1
J s L

N
r w ---------------- w.—

Z * 5 - * Z vj . i  , j - i

i s L .1-1
N

”  Z 4 - < Z v ‘
j - i  j - i

W spółczynnik k o r e la c j i  z próby może być wykorzystany jako  
estym ator d la  współczynnika w c a łe j  p o p u la c ji,k tó r y  charak­
tery zu je  nam sto p ie ń  z a le ż n o śc i między badanymi w ie lk o śc ia ­
mi. Chcąc podać ocenę współczynnika k o r e la c j i  w p o p u la cji  
n a j le p ie j  podać tzw . p rz e d z ia ł u fn o ś c i, w którym z ok reślo ­
nym prawdopodobieństwem ten  współczynnik s i ę  znajduje.N iech  
ę  ^  będ zie  rzeczyw istym  współczynnikiem  k o r e la c j i .  Prze­
d z ia ł  u fn o śc i d la  ę  j e s t  równy

» te  -  t ,  <  rkI .  t ,  Sr ,

gd zie:
1 - r
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t T (T w ar to ść  tab l ic o w a)  ma ro zk ła d  t -S tu d e n ta

d la  N-2 s to p n i  swobody. Dla zbadania  i s t o t n o ś c i  odchyleń

r  od p. , ( r ,  < p k x ,  r ,  > p ,  ) kx v»kx* '  kx ^ kx s kx '

obliczam y w a r to ś ć :

r kx "§ kx
Sr

J e ż e l i  ob liczona  w artość  t  b ę d z ie  większa od w a r to ś c i  t a ­
b l icow ej  t o  uważamy, że r ^ x r ó ż n i  s i ę  i s t o t n i e  od ę  
Przy n ie d u ż e j  l i c z b i e  o b se rw ac ji  w p rób ie  i  wysokim w spół­
czynnikiem  k o r e l a c j i  r kx d la  zbadania  i s t o t n o ś c i  odchy le ­
n ia  od ę kx j a k  również do wyznaczenia p rz e d z ia łu  u f n o ś c i  
s tosu jem y p r z e k s z ta ł c e n i e  z - F i s z e r a .  W tym c e lu  obliczamy 

w ie lk o ść :

1 , 1 + . 1 , 1 *
- 1  ^  j  ^  •

Wiadomo, że d la  n iedużych N ró ż n ic a  -  z2 ma ro zk ła d  
prawie normalny o ś r e d n ie j  zero  i  d y s p e r s j i .

( Z1 Z2^ "^N-3

2 . A naliza  r e g r e s j i  par:

Z a leżność  l in io w ą  ś re d n ic h  w a r to ś c i  k od zmiany w a r to ś c i  
x  można w yrazić  równaniem r e g r e s j i

i  -  a o + 8 l x
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w spółczynnik kątowy tj.w sp ó łczyn n ik  r e g r e s j i  k w zglę­
dem x wskazuje o i l e  jednostek  średnio zmienia s i ę  k , gdy 
x zm ieni s i ę  o jed n ostk ę . Współczynnik aQ wskazuje na 
w artość k przy X = 0 .

Należy zauważyć, że w artość współczynnika a za le ż y  od przy­
ję ty ch  jed nostek  miary w ie lk o śc i  k i  x . J e ż e l i  jed n o s tk a  miary 
x j e s t  duża, to  zw iększeniu x o jed n o s tk ę  odpowiada duże zmia­
na w a rto śc i śred n ie j k. Oznacza t o ,  że â  j e s t  małe.
J e ż e l i  jednostka miary "k" j e s t  duża, to  odpowiednia zmiana 
w ie lk o śc i k wyraża s i ę  dużą i l o ś c i ą  jed n o s te k  czynnika  x i  
wówczas â  j e s t  duże.
W związku z tym, do i n t e r p r e t a c j i  współczynnika a^ j e s t  wy­
godnie  stosow ać tzw. w spó łczynn ik i  e l a s ty c z n o ś c i ,  k tó re  o b l i ­
czamy według wzoru:

W spółczynnik e la s ty c z n o ś c i  wskazuje nam, o j a k i  p ro cen t  ś r e d ­
n io  zm ienia  s i ę  wskaźnik k p rzy  zmianie czynnika X o 1%. 
Zadaniem a n a l i z y  r e g r e s y jn e j  j e s t  wyznaczenie n ieznanych  p a ra ­
metrów a i  a ,  o raz  odpowiednich d la  n ich  s ta ty s ty k .W  przypad- o i
ku i s t n i e n i a  z a le ż n o ś c i  r e g r e s y jn e j  między w ie lk o śc iam i k i  x 
parametry a Q i  a 1 wyznaczamy metodą na jm nie jszych  kwadra­
tów otrzymując wzory:

N

} aQ = k -  a.) X .

i  - i
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Do zbadania  i s t o t n o ś c i  współczynnika a^ względem rze c z y w is te ­
go w spółczynnika r e g r e s j i  s to su jem y  t e s t  t -S tu d e n ta  d la
N-2 s to p n i  swobody. W artość t  obliczam y według wzoru:

a 1

a l “a l

gd z i e : K

y (k j  -  k3 )‘

J - l
N .

\ j -1  3

A na liza  k o r e l a c j i  p a r  j e s t  związana z a n a l i z ą  r e g r e s j i  p a r .D le r  
tego  a n a l i z ę  z a le ż n o ś c i  k o r e la c y jn e j  pa r  można u zupe łn ić  bada­
niem współczynników r e g r e s j i .  W spółczynniki r e g r e s j i  są  zw ią­
zane ze współczynnikami k o r e l a c j i  w n a s tę p u ją c y  sposób:

a 1 .k x  = r kx * Sx ’

g d z ie!

•1 ( V E)2

H-1

a .  . = r  1.xk  kx

N —,2
Z  (X -X )  

i - i  3
N-1

Przy z a le ż n o ś c i  k o re la c y jn e j  w spó łczynn ik i  r e g r e s j i  par s ą  i -  
s t o t n e  wtedy, gdy i s to tn y m i  są  w spó łczynn ik i  k o r e la c j i  ty ch  par. 
Oprócz te g o  wyrażone p rzez  r  w spó łczynn ik i  r e g r e s j i  par mi- 
n im iz u ją  w ariancje resztow ą
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t  j .  tg  c z ęść  w a r ia n cji wskaźnika kosztów k, która n ie  j e s t  wy­
jaśn ion a  wpływem rozpatrywanego czynnika. W przypadku n i e l i ­
niowej z a le ż n o śc i między wskaźnikami kosztów i  rozpatrywanym  
czynnikiem  w spółczynnik k o r e la c j i  t r a c i  se n s . Dla zm ierzenia  
krzyw oliniow ej z a le ż n o śc i k orelacyjn ej używamy tzw . stosunku  
k orelacyjnego .
Stosunek korelacyjny obliczam y według wzoru:

oznacza on to  samo co współczynnik k o r e la c j i  d la  z a le ż n o śc i  l i ­
n iow ej. I s to tn o ść  z a le ż n o śc i krzyw oliniow ej między wskaźnikiem  
k i  czynnikiem  Z można zbadać za pomocą wzoru:

j e s t  krzywoliniowa.
P rzed zia ł u fn o śc i d la rzec z y w iste j  w artości stosunku korelacyj

N

A " 0 ,67449 * 2 F k z  " r kx *

J e ż e l i  ob liczona w artość A j e s t  w iększa od 2 ,5  to  za leżn ość

nego (5> ma postać:

t^ obliczam y z ta b lic  rozkładu t-S tu d en ta  dla  zadanego p ozio ­
mu is t o t n o ś c i  przy N-2 stopniach  swobody.



Z astosow anie  metod s ta ty s ty c z n y c h . . 177

V. Wielowymiarowa an a liza  k o r e la c j i  i  r e g r e s j i

Zgromadzone dane s ta ty s ty c z n e  przedstawiamy w p o sta c i macierzy.

*1 1
x 12 * ' •  x 1n k1

*2 1 x22 * * •  ^ n k2

XN1 XR2 XKh kN

gd z ie t
n -  l ic z b a  wybranych czynników
N -  lic z b a  kopalń (danej grupy)

-  w artość j - te g o  czynnika d la  i - t e j  kopalni
-  wskaźnik dla  i - t e j  kopalni*

Przy s to so sa n iu  wieloczynnikow ej a n a liz y  k o r e la c j i  zachodzi po­
trzeba ok reślen ia  różnego rodzaju miar z a le ż n o śc i między ro z­
patrywanymi w ie lk o śc ia m i. Do m ierzenia z a le ż n o śc i między dwo­
ma zmiennymi stosujem y współczynnik k o r e la c j i  par (zu p ełn ej) i  
różnego rzędu współczynnik k o r e la o j l  częśo io w ej.
W spółczynnik k o r e la c j i  częśc iow ej dowolnego rzędu można o b l i ­
czyć  w sposób następ u jący .
Obliczamy najpierw w szystk ie  w spółczynnik i k o r e la c j i  par (zu ­
p e łn e j)  i  budujemy macierz

'1 , ' k ^  — Tkxn
m

V
1 r _ . . .  

X1 *2 V *

r v , r v z  — 1

j e s t  ona m acierzą sym etryczną: _
12Z n ie j  otrzymujemy: r. z ,  . . .  -  -  r — s —  »

“ 1* n 11 22
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gdz ie  D ^  podwyznaoznik wyznacznika B m acierzy r  odpowia­
d a ją c y  elementowi ( i , k ) .  Przy badan iu  i s t o t n o ś c i  oraz  wyzna­
c zen iu  p r z e d z ia łu  u fn o śc i  współczynnika k o r e l a c j i  częśc iow ej 
postępujemy podobnie ja k  d la  współczynnika k o r e l a c j i  p a r .  Róż­
n ic a  i s t n i e j e  ty lk o  w i l o ś c i  s to p n i  swobody.
Dla współczynnika k o r e l a c j i  częśc iow ej  l i c z b a  s to p n i  swobody 
wynosi

gd z ie  k -  rząd  częściowego w spółczynnika k o r e l a c j i .
Do o k re ś le n ia  s to p n ia  z a le ż n o śc i  między wskaźnikiem kosztów i  
określonym zespołem czynników stosu jem y  współczynnik  k o r e l a c j i  
w i e lo r a k ie j

j e ż e l i  RfO t o  n ie  ma z a le ż n o ś c i  między fu n k c ją  kosztów i  czyn­
n ikam i. Do zbadania  i s t o t n o ś c i  współczynnika k o r e l a c j i  w ie lo ­
r a k i e j  s to su jem y  t e s t  t -S tu d e n ta  d la  s t a t y s t y k i .

N -  k -  2 ,

Rkx1* x2 •  •  e  X 1*1 i+1 •  •  •  X

W spółczynnik te n  s p e łn ia  warunki

0 < R  <  1

R

lub t e s t  F -F iszera  d la
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Obliczoną wartość F porównujemy z wartością tablicową przy 
zadanym poziomie is to tn o śc i i  l ic z b ie  stopni swobody

■ N—n—1 .

Wleloczynnikową a n a lizę  k o re la c ji uzupełniany an a lizą  r e g r e s ji,  
która słu ży  nam do badania związków regresyjnyeh. Postępujemy 
podobnie jak w a n a liz ie  r e g r e s j i  par. Dane wyjściowe zapisuje­
my w postaci macierzy y .  W przypadku za leżn ośc i liniow ej okre­
ślamy parametry AQ,A^, . . . Aq równania

k •  A + A .r, + A,x- + . . .  + A x o i i  c n n

metodą najmniajszyob kwadratów.
W tym calu  należy zminimizować wyrażenie 

H N

2  ■ 2  K ' (A. * ai *11 * —  *
i i i  i . i

gd zie  obliczona wartość zmiennej zależnej

k  ̂ faktyczna wartość zmiennej za leżn ej.

1 otrzymujemy układ równań (tzw . układ równań normalnych)

V Ao + A . j Z z ^  + A2S x i2  ♦ . . .  An Z x l n  -Zki1

AoS x 11 + *1S x 11 + A1S x 11x 12 + **• + Anxi1xinr2 ki1xi1

Ao ^ xin + A1 "̂*xi1 xin + A2 ^ xi2xin+'*‘ Aj?xin " ^ ki1xin

lub w zapisie macierzowym
(X*. X) AaX* .  X ( I I ) ,
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g d z ie  A n a c ie rz  kolumnowa szukanych współczynników, K macierz 
kolumnowa fak tycznych  w a r to ś c i  wskaźnika kosztów, x '  m acierz  
transponowana do m acierzy X.
Mnożąc lew o s tro n n ie  równanie ( I I )  p rz e z  (X*. X)” 1 otrzymamy

n N
A -  (X.X)_1 ( X \  K) s tą d  ^  c ^  ^  ki  xi j  i 111) >

j«1 i -1

g d z ie  c . e lem ent m acierzy odw ro tnej .
Po wyznaczeniu współczynników równania r e g r e s j i  badamy jego  i -  
s to tn o ś ć .
W przypadku a n a l i z y  k o re la cy jn y c h  związków równanie r e g r e s j i  
j e s t  i s t o t n e ,  gdy i s t o t n y  j e s t  w spółczynnik  k o r e l a c j i  w ie lo r a ­
k i e j .  W przypadku a n a l i z y  związków re g re s y jn y c h  jedyną  metodą 
badan ia  i s t o t n o ś c i  j e s t  metoda o p a r ta  na a n a l i z i e  w a r i a n c j i .  
Badanie i s t o t n o ś c i  równania r e g r e s j i  prowadzimy przy  pomocy t e ­
s tu  F - F is z e ra  d la  s t a t y s t y k i .

,2
F = Sk

2S r e s z t .

z l i c z b ą  s to p n i  swobody n^ = N-1, n2 ■ N-n-1 , 

g d z ie 5 -s -̂i _

Z ( v ^ 2 2  ( w
s 2  =  i “ -! s 2  . _____i i i ______________________

k H—1 » r e s z t .  N-n-1

Weryfikujemy h ip o te z ę  zerową o tym, że es tym acja  p rzy  pomocy 
skonstruowanego równania r e g r e s j i  j e s t  lep sz a  a n i ż e l i  estyma­
c ja  według ś r e d n i e j  K.
J e ż e l i  o b l iczona  w ar to ść  F okaże s i ę  większa od w a r to ś c i  t a b l j r  
cowej t o  h ip o te z a  HQ j e s t  prawdziwa t z n .  że wyrównywanie wg 
równania r e g r e s j i  j e s t  lep sze  n iż  wyrównywanie wg równania K=*K.



I s t o t n o ś ć  odchyłek oddzie lnych  współczynników r e g r e s j i  A od
OJ

rze c z y w is ty c h  Ai  badamy p rzy  pomocy t e s t u  t -3 tu a e n ta  d la
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Ai_Ai
t Ai * 177 gdZle SAiA l i £ . , t .  c t l

c ^ e lem ent przekątn iow y m acierzy odwrotnej do macierzy u k ł a ­
du równań normalnych. W ielkość t ^  ma ro zk ład  t -S tu d e n ta  d la  
N-n-1 s to p n i  swobody. P r z e d z i a ł  u f n o ś c i  d la  rzeczyw is tego  współ­
czynnika  r e g r e s j i  A. ma p o s ta ć :

A± -  *1 SAi <  Ai  <  A± ♦ t T SAi

t ^  w ar to ść  tab l ic o w a  d la  danego poziomu i s t o t n o ś c i .

J e ż e l i  chcemy pozostaw ić  w równaniu f u n k c j i  kosztów ty lk o  czyn 
n i k i  mające i s t o t n y  wpływ na w skaźnik  kosztów postępujemy w na­
s t ę p u ją c y  sposób:
J e ż e l i  w sz y s tk ie  w spó łczynn ik i  r e g r e s j i  s ą  i s t o t n e  to  rów nanie  
f u n k c j i  kosztów uważamy za w y s ta rc z a ją c e  i  wykorzystujemy je  
do d a lsz y c h  badań. J e ż e l i  wśród współczynników r e g r e s j i  s ą  n ie ­
i s t o t n e  to  odpowiadające im c z y n n ik i  możemy z równania wyklu­
czy ć .  Należy jednak  przedtem  porównać n i e i s t o t n e  w spółczynni­
k i  r e g r e s j i  w/g w ie lk o ś c i  t ^ .  W p ie rw sz e j  k o le jn o ś c i  wyklu­
czamy t e n  czynnik  Xf d la  k tó rego  n i e i s t o t n y  współczynnik r e ­
g r e s j i  ma n a jm n ie jsz ą  w ar to ść  t . . .•Al
N astępn ie  model budujemy od nowa n ie  uw zg lędn ia jąc  ods ianego 
czynnika  i  ponownie badamy i s t o t n o ś ć  współczynników r e g r e s j i .  
Postępujemy t a k  długo dopóki w sz y s tk ie  w spó łczynn ik i  r e g r e s j i  
w modelu okażą s i ę  i s to tn y m i .  P r z e d z ia ł  u fn o ś c i  d la  K ma po­
s t a ć

^1 -  V S£ i  «  ♦ ł T Sk i >
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g d z ie  __________________________________
N 1

3Ki “ ° r e s z t . " ^  ¥  + ¿ ^ ' ' 'k m ' 'S c i - ^  ^Xmi”^m^

C. element m acierzy odw ro tnej ,  s t o j ą c y  na p r z e c ię c iu  s i ę  k - t e -KIR
go w ie rsz a  i  m -tej kolumny.
W spółczynniki e l a s ty c z n o ś c i  obliczamy wg wzoru:

Ai  *
Ei  -  — r -  1

K

k tó re  wskazują  o j a k i  p ro cen t  ś re d n io  zmienia s i ę  fu n k c ja  kosz­
tów ze zmianą danego argumentu o 1% gdy p o z o s ta łe  argumenty są  
u s t a l o n e .  Do i n t e r p r e t a c j i  równania r e g r e s j i  dobrze j e s t  wy­
k o rz y s ta ć  tzw. w spó łczynn ik i  ¡3> k tó re  o b l ic z a  s i ę  wg wzoru

A, S . i  x i(i -  s
k

w skazują  one o j a k ą  c z ęść  odchy len ia  s tandartow ego  zm ienia  s i ę  
wskaźnik kosztów, ze zmienną odpowiedniego czynnika  o w ar to ść  
swojego odchy len ia  s tandar tow ego .

V. Wieloczynnikowa n ie l in io w a  a n a l i z a  k o r e l a c j i  i  r e g r e s j i

J e ż e l i  z góry  n ie  znamy k la s ę  f u n k c j i  o p isu jących  badamy wskaź­
n ik  kosztów w łasnych , możemy nasz  związek p rze d s taw ić  za pomo­
cą wielomianu

a  2 2K ■ A + A x.  + A0x_ + . . .  + A x + A , ,x ,  + A ,0X0+ . • .+A, x  + o i i  c c  n n i i i  \ć c in  n

+ A21x1x2 + A22x1xn * ***
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Proces  wyznaczenia  ok reś lonego  odcinka tego  równania p rze b ie ­
ga w sposób n a s tę p u ją c y :
Najpierw dołączamy w sz y s tk ie  wyrazy w pierwszych potęgach 

k = A0 + A1x 1 + A2Xg + . . .  + A xfl .

J e ż e l i  t c  w yrażenie  po zbadaniu  i s t o t n o ś c i  tes tem  P -F isze ra  oka­
że s i ę  n i e i s t o t n e  t o  przedłużamy je  dodając  w a r to ś c i  niewiado­
mych p rzy  d ru g ic h  potęgach i  i lo c z y n ac h  p a r  poszczególnych 
czynników, więc

a  2 2k = A A.,x. + . . .  + A x + A , ,x ,  + . . .  + A. x + A„.x.x0 +o n i  n n  i i i  i n n  c \ \ c

+ A22x1x3 + *•* + A2nXn -1 Xn*

Proces  przedłużam y t a k  długo dopóki dany odcinek  równania s t a ­
n ie  s i ę  is to tn y m .
Rozpoczynając od d rug iego  kroku p rzeksz ta łcam y  zmienne w d ru ­
g ic h  po tęgach  i  i lo czy n ach  par  w sposób n a s tę p u jąc y :

X1 “ xn+1 * x2 * xn+2* X1*X2 = xn+3* V x3 = *b+4 i t d *

W p ra k ty c e  p ro ce s  p rz e d łu ż a n ia  wielomianu można zakończyć na 
drugim kroku, lub co na jm n ie j  na t r z e c im .  Należy zwrócić uwagę 
że p rzy  zw iększan iu  s to p n ia  wielomianu r o ś n i e  szybko i l o ś ć  wy­
razów rów nan ia , Do o k re ś le n ia  s to p n ia  z a le ż n o śc i  znajdujemy wie­
l o r a k i  s to su n ek  k o re la c y jn y  wg wzoru

Ń 7

^ k»x1*2 **• xi+ i***xn = 1 -
i=1
N2 ( ki - v  

i -1  1 1
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o raz  badamy jego  i s t o t n o ś ć  te s te m  T -3 tuden ta  p rzy  N-n-1 s to p ­
n i  swobody d la

V i -  v zt  = — g d z ie  ° -----------i— '
\N-n-1

VI. Prognozowanie kosztów własnych

Problem prognozowania kosztów własnych kopalń  w związku z i n ­
t e n s y f i k a c j ą  c a ł e j  g o spoda rk i  narodowej ma szczegó lne  znacze­
n i e .  Prognozowanie w ogóle j e s t  zadaniem bardzo  złożonym i  wy­
maga ro zw ią z a n ia  szeregu  z a g ad n ie ń  metodycznych i  t e o r e ty c z n y c h . 
Stosowane p rzez  nas  modele kosztów własnych są  mało p rzyda tne  
do celów prognozowania, ponieważ są  zbudowane na podstaw ie  i n ­
f o rm a c j i  o związkach między kosztam i własnymi i  wpływającymi 
na n ie  czynnikami w określonym momencie czasu  ' t  . Ha p o d s ta ­
wie ty ch  modeli t ru d n o  mówić o wzajemnych związkach w p r z e s z ło ­
ś c i  i  o tych  k tó re  po jaw ią  s i ę  w p r z y s z ł o ś c i .  D la tego  aby u s ta ­
l i ć  prognozę kosztów własnych na moment czasu  t ^  + p musimy 
znać  n ie  ty lk o  w a r to ś c i  czynników le c z  tak ż e  s to p i e ń  i c h
wpływu na t e n  moment c z a s u .
Poza tym w p rz y ję ty c h  modelach w spó łczynn ik i  r e g r e s j i  s ą  w i e l ­
kościam i s ta ły m i .  Wobec te g o  do prognozowania kosztów własnych 
kopalń  za fu n k c ję  prognozowania kosztów własnych p r z y j ę to  po­
s t a ć

K(t) -  f  ( ^ ( t ) ,  Ł j i t ) , . . .  y t ) #  A±( t ) , A2( t ) t . . .  AQ( t ) ) ,

która d la  naszych m odeli przyjm ie postać:

*fc “ Aot + A1t Xi t  + A2t *2t + ’ ** + An t Xnt (1)
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h  = Aot + Ai t  Xi t  + *** Ant Xnt + A1 1 ,tX1t + A1 2 ,t  X2t + +

+ A1nt *tat + A22t X1t *2t + *•* (2)

Kt  -  f(Q t ) + An  Xn  + . . .  + Ant Xn t . (3)

Praktyczne wyznaczanie tych  m odeli można przeprowadzić w spo­
sób następujący:
Przypuśćmy, że dane są w artości kosztów Kj oraz w artość czyn­
ników X ^ , . . . ,  d la N kopalń ( j  a 1 , 2 , . . . , N )  za o -
kres t  la t  ( t  = 1 ,2  . . . q ) .
Budujemy odpowiednie równanie r e g r e s j i  dla momentu t*1.N astęp­
n ie  budujemy ta k ie  same równania d la  t= 2 , t a 3 , . . . ,  t*q.O trzy­
mujemy w ten  sposób układ "q" równań.

Kt  = f ( Xn , . . „  X t̂ ; An , A2 t , . . . ,  An t ) .  ( t =1 , 2 , . . . q ) .

Dla każdego czynnika Xi otrzymamy q współczynników regre­
s j i  Ai t , które można przedstaw ić przy pomocy pewnej funkcji
czasu  A ^  ■ q ( t ) ,  Do ok reślen ia  stop n ia  wpływu czynników na
k oszty  w łasne w momencie czasu  tq +p n a leży  przeprowadzić e -  
k stra p o la c ję  współczynników r e g r e s j i  według wzoru A a  g ( t ) .  
Wówczas np .: model (1 ) d la prognozy kosztów własnych na moment
czasu  t  b ęd zie  miał postać  q+p
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P rzy  tak  uproszczone j k o n s t r u k c j i  modelu prognozy powinny być 
sp e łn ion e  n a s tę p u ją c e  warunki:

1 . M a te r ia ł  s t a ty s ty c z n y  powinien obejmować okres  c zasu  co na j­
mniej 10 l a t .

2 . Powinny być prawidłowo dobrane aproksym ujące fu n k c je  q ( t ) .
3 . V prognozowanym o k re s ie  czasu  n ie  powinny n a s tą p i ć  ba rdzo  

i s to tn e  zmiany i  r e k o n s t ru k c je  w całym przemyśle węglowym.
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THE APPLICATION OP STATISTICAL METHODS TO THE ELABORATION 
OF AN ECONOMETRIC MODEL OP THE PRIME COSTS PER PIECE 
IN THE EXPLOITATION OP COAL

S u m m a r y

The paper  a t te m p ts  to  e l a b o r a t e  a g e n e ra l  method of construc­
t i n g  an econom etric  model of prime c o s t s  in  th e  e x p lo i t a t io n  
of c o a l ,  making use of a m u l t i f a c t o r a l  a n a ly s i s  of c o r r e l a t i o n  
and r e g r e s s i o n .  There a r e  a l s o  p re se n ted  some ways of so lv ing  
problems of f o r e c a s t i n g  th e  prime c o s t s  i n  c o a l  mines.


