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UWAGI O CAŁKOWITEJ UNIMODULARNOŚCI MACIERZY

W pierwszym p aragrafie  pracy dowodzę, że w łasność -  "być ma­
c ie r z ą  ca łk o w ic ie  unimodularną" -  j e s t  niezm iennikiem  prze­
k sz ta łc e ń  zwanych w l it e r a tu r z e  wykluczeniami Jordana. Ta c e ­
cha wykluczeń Jordana pozwala sformułować warunek konieczny i  
w ystarczający  na t o ,  aby A była  macierzą ca łk o w ic ie  unimodu- 
larn ą .

W p aragrafie  drugim określone z o s ta ły  operacje S i  s', rów­
n ie ż  zachowujące w łasność ca łk o w ite j unim odularności. Operacje 
t e  wykorzystano tak w tw ierdzeniu  podającym warunek w ystarcza­
ją cy  na t o ,  aby w szystk ie  m acierze pewnego zbioru b y ły  macie­
rzami ca łk o w ic ie  unimodularnymi jak i  w tw ierdzeniu mówiącym o 
sprow adzalności m acierzy ca łk o w ic ie  unimodularnej do m acierzy 
jednostkowej*

§ 1

D e fin ic ja  1 .1

Macierz A nazywać będziemy k-modularną, j e ś l i  w szy stk ie  
w yznaczniki stopnia  s ,  1 ^ s ^ k ,  w yjęte  z t e j  m acierzy równe 
są  O,1 , - 1 .  J e ś l i  w szystk ie  w yznaczniki wyjęte z t e j  m acierzy  
równe są  0,1 lub - 1 ,  to  m acierz nazywamy ca łk ow icie  unimodulai^ 
ną.
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D e fin ic ja  1 .2 .x "

Wykluczeniem Jordana dokonanym nad macierzą A, z elementem  
rozwiązującym a^ + 0 , nazywamy p rzek szta łcen ie  t e j  m acierzy w 
m acierz B, k tórej elem enty wyznacza s i ę  na podstawie prawjdeł:

a) elem ent a£ zastąp iony  z o s ta je  jedynką»,
b) p ozosta łe  elementy 1 - te j  kolumny n ie  u leg a ją  zmianie»
c) elem enty r -te g o  w iersza zm ieniają  znaki»

\ i  i  I*d) m iejsce dowolnego innego elementu a^ zajmuje lic z b a  a j -
-  a. V

e) w szystk ie  uzyskane w ten  sposób w ie lk o śc i d z ie lim y  przez a .̂

Np. macierz
/ ■ :

v

2
2

i 2

,3

p rzek szta łca  s i ę  przez wykluczenie Jordana z elementem rozw ią- 
żującym a*j w macierz
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W zb iorze m acierzy jedno-modularnyeh wykluczenia Jordana można 
o k r e ś lić  w równoważny le c z  w ygodniejszy sposób*

X )-  W  lał» [2 ]
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D e fin ic ja  1 .3

Operacje i Jr l  1 nazywać będziemy dopuszczalnymi w macie­
rzy  A .  - |a j4 , j e ś l i  A j e s t  m acierzą jedno-modularną a^ * 0 .

{ ‘I }
1 ■ 1 f2 f• • •

ile M 1 • |QIJ ^ (A )  -  A’

i  r —i  ij e ś l i  8^ a j= 0 ,to  a «a

« a f t . ! , «  ai . ( a X . . . a f t f t . 1 , a f t , a f t - a ^ f . a f t - )

i  ♦ r

A:
i  r 
1 1

= i / . i  _r- 1 ,"  5x. ( a ^ . . • ° l - 1 +ai - 1 ,a l a l* al+1+Bl+1 * * V m. a K a r )m m'

m l

Ał:

_r . t  r r r r  a a^a^*««a^ ^a^,a^ ,_a, ,8 ,

j e ś l i  a j ^ .O . t o  a’k«ak

1 _1 _r-1 r-1 r r r+1 r+1 n „n~Ta T 1 .  o’ t o* o' r - 1_ r - i  r r  r+i „r+i n «i
k l  * ak“  ̂ k 1** k 1 ' k 1 k 1 k 1̂

1 „r-1 „r-1 r  r  _r+1.„r+1 n „n.

e f  . . .  a j )

Symbolami* aT, a^ oznaczone z o s ta ły  r - t y  wektor -  w iersz  i  
1 -ta  wektor -  kolumna.
Wprowadzoną d e f in ic j ę  wyjaśnimy na p rzyk ład zie , nieoh:

A .

r 1 1 1
*1 *2 3

2 2 2
a1 a2 *3
 ̂ 1 1 -1

\■1

■5
o /
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¿ ,( A >

modularną, wówczas

/ 1  1 1 1 1 1
/ £1 * 2 ^ 1 a3+a1 a4

2 2 2 2 1 2
“ 81 a2"a l 3+a1 a4

\ 1  -1 1 0 /

Niech a* ■ 1 . Z d e f in i c j i  1 .2  i  1 .3  wynika natychm iast, że 

j e ś l i  a£ » O, to  a £ ■ a* ■ a^1 -

a* .  0 , to  a* « a* = a

« a ,1» v

. r  . .1 ,a k- 1 ,

i
ak -  8

*k  ■ ' t  ■ 0

» i ■i

■i

' i  i or  r  i  
lk * ak 1 k 1 '

r  i i  
‘k '  ak+al - ś 1

r i  i
k * v * i ■ »k1

i  ■
. ia a
k

i  -  ‘ I A « a ' 1
k

ak*'

• i - 1

■ i* 1 -  b

.  b

k

i

i
k

i

- r  , r  oraz a -  b - a

a l  " bl ‘l *

Ponieważ d e f in ic je  1 .2  i  1 .3  uzasadn iają  również podobne związ­
k i w przypadku gdy a* * - 1 ,  w ięc:

Wniosek 1.1

a )  Jr l (A) .  J ^ (A ) (1 .1  a )
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b) J e ż e l i  A j e s t  macierzą jednomodularną, to  macierz uzyska­
na z n ie j  przez w ykluczenie Jordana z elementem rozw iązują-

Tcym j e s t  identyczna z macierzami

Jr l (A) 1 Jp i(^ ) • (1 -1b )

W m acierzy B » {bk }’ Pows'ta j^oei  z A przez wykluczenie Jor­
dana z elementem a^, dokonajmy wykluczenia Jordana z elem en- 
tern b^. Łatwo zauważyć, że rezu lta tem  tych dwóch operacji bę­
d z ie  m acierz A. Pakt ten  oraz wniosek (1 .1 )  uzasadniają

Wniosek 1.2

• )  i r l  -  *

») f c i < A>] ■ A

°> Jr l  f c l W ]  ‘  [ Jr l< A>] '  A •

Tw ierdzenie 1.1

Macierz A j e s t  m acierzą ca łk o w ic ie  unimodularną wtedy i
ty lk o  wtedy, gdy J n(A) lub j ’ (A) są takim i macierzami,r x r i

Biorąc pod 'uwagę rów ności (1 .1 a )  i  (1 .2 a )  zauważymy, że dla  
dowodu tez y  w ystarczy pokazać iż  z ca łk ow itej unimodularności 
m acierzy A wynika ca łkow ita  unim odularności macierzy J ,(A ) .r  n I* X.

Niech a^ -  a -j (z a ło ż e n ie  to  n ie  zm niejsza ogó ln ości rozwa­
żań gdyż transpozycja  w ierszy  czy kolumn n ie  wpływa na c a łk o ­
w itą  unimodularność m acierzy).

/ i  1 ig  • • •
Symbolem BI ] oznaczmy m acierz utworzoną z w ierszy

i
s 3 i i lb , . . . b  i  kolumn b ^ , . . . , b ^  macierzy B ■ |bj |*  Każde3

( 1 . 2 a )  

(1 .2 b )  

( 1 . 2 0 ),
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macierzy kwadratowej, w yjętej z macierzy A, przyporządkowuje­
my m acierz, kwadratową w yjętą z J .^[A ] według schematu:

a) j e ś l i  j k * 1, to  Al

b) j e ś l i ' i^ - .+  .n , to  A

i ,  •««i  \  /n  i -  • • • i  i 1 s \  /  1 s

j ¿2* * * Jg y i 1 ¿2’ *

J  v * * J 8

( T. 1.1 a )

i  . i  • 1  .\ [ X X i— • • • i  4 i1 2 s+1\ / 1 ć s+1
(T .1 . 1b)

1 dr - - - 3 s

c )

d) j e ś l i  j k * 1 , i k*n, to  A ( T .1 .1d)

Dowód;

a) Bezpośrednio z d e f in i c j i  1 .3  wynika, że 

Det A
 ̂n i . . . . .  i  1 s

• — Det A
n i - . . .  i  1 s

1̂ j 2 * " j s+iy

b) Podobnie jak w przypadku a) stwierdzamy: 

Det A | l -  -  Det A’
Ł1 i 2***i s+1

1 j^ . . . j^ 1 ir « « 3 .8
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ponieważ jednak, na mocy rów ności ( 1 .1 a ) ,  A’ * A, w ięc

i 2**, i s+ \ A l
Det A’ | 1- Det A | U -  Det A

1̂ d1**‘ d8 I  \1 Ji * *Js/

c )  Macierz Al 1 1 sprowadźmy do p o s ta c i , gdzie

= 0 d la  k -  i ^ , . . . i  • Rozwijając wówczas 
/n i . , . . . i g '

Det A I j według p ierw szej kolumny i  uw zględnia­

l i  3 , . . . 3 ,
jąc  d e f in ic j ę  1 .3 ,  otrzymamy

/n  i , . . . !  \  / i 1
Det A = -  Det A

V  V # , i ą /  \ d1

d) Nad m acierzą A wykona jnjy ponownie operację Uwzględ­
n ia ją c  przypadek c ) ,  otrzymujemy

Det A

J r * * d s /

jednak ponieważ [ Jni ( A ]̂ “ A* * ię c
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Powyższe rachunki dowodzą te z y  tw ierdzenia  1 .1 .  Wprost ze zna­
nych w t e o r i i  m acierzy tw ierdzeń wynika:

Wniosek 1 .3

J e ś l i  A j e s t  macierzą kwadratową, ca łk ow icie  unimodularną 
i  n ieosob liw ą , to  A "* j e s t  tego  samego typu.

Twierdzenie 1 .2

J e ż e l i  A j e s t  macierzą k-1 -  modularną i  n ie  j e s t  k-mo- 
dularną, to

a) z ło ż e n ie  dowolnych k-2 o p era cji J lub j '  daje w e fe k c ie  ma­
c ie r z  przynajmniej jedno-modularnąj

b) i s t n i e j e  ta k i k-1 elementowy c ią g  op eracji J, że m acierz bę­
dąca rezu ltatem  z ło żen ia  o p era cji tego  ciągu n ie  j e s t  już 
m acierzą jedno-modularną.

Lemat

J e ż e l i  macierz A będąc k-1 modularną n ie j e s t  m acierzą k- 
modularną, to  i s t n i e j e  ta k i elem ent a^t że J ^ A )  j e s t  ma­
c ie r z ą  k-2 modularną.

Dowód

Niech Det A I

(1  2 . . .  k\

2 . . .  k /
Nad macierzą A wykonajmy operację J . Ponieważ, jak to  po­
kazano w dowodzie tw ierdzenia  1.1



Uwagi o c a łk o w ite j unim odularności macierzy 197

więc otrzymana maoierz A n ie  j e s t  m acierzą k-1 modularną. J e s t  
jednak m acierzą k-2 -  modularną, gdyż każdy wyznacznik sto p n ia  
< k - 2  równy j e s t ,  co do w a rto śc i bezw zględnej, wyznacznikowi 
stop n ia  < k -1  wyjętemu z k-1 -  modularnej m acierzy A. P rzy to -  
czony lemat uzasadnia pierw szą te z ę  zawartą w tw ierdzeniu 1.2.b.

Aby u p rośc ić  dowód przytoozymy:

Tw ierdzenie S to in itz a * ^
n iJ e ż e l i  m acierz p r z e k szta łcen ia  y . » 2  ai x i » 1 ■ 1 »•••»**

1 1-1 A A
j e s t  m acierzą n ieo so b liw ą , to  w szystk ie  zmienne n ieza leżn e x^ 
można drogą kolejnych wykluczeń Jordana p r z e k sz ta łc ić  w zmien­
ne za le ż n e .
Tak jak poprzednio, załóżaęr, że

p 2 . . .  k\
Det A >2.

\1 2 . . .  kj
/1 2 . . .  k\

Z tw ierd zen ia  S to in itz a  wynika, że nad m acierzą Al
\1 2 . . .  k /

można wykonać k-wykluczeń Jordana, (żadne dwa elementy rozw ią-  
zująoe n ie  n a leżą  an i do t e j  samej kolumny an i do tego samego

h 2 . . .  k\
w iersza ) przy czym A [ ] p rzek szta łca  s i ę  w m acierz

\1 2 ... kI
odwrotną. Zauważmy, że w tym wypadku, każda operacja J zmniej­
sza o jeden  s to p ie ń  m odularności m acierzy, a w ięc macierz

V ,  { V 2 • • •  [•>rk. 1 l k_ , (*  ( ,  J . . .  „)>]}

n ie  może być m ecierzą jednomodularną. Nie j e s t  n ią  więc także  
i  m acierz

^  •
X) -  W  s t r .  13.
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§ 2

Do badania oa łk ow itej unim odularności m acierzy można także s to ­
sować n iek tó re  operacje elem entarne.

D e f in ic ja  2.1

Niech A będ zie  macierzą jedno-m odularną, k tórej 
a* + 0 , wówcza Sr l (A) -  B, S^j/A) * gdzie

element

B :

br . ra

j e ż e l i •i 4- 1. to bł « a1 -  ar

j e ż e l i •i 4- 1, to b1 -  a1 + ar

j e ż e l i 4 4- o , to b1 i•  a

B i j e ż e l i

b '  -  
i a l

4 4 * 1, to b m a

4 4 - - 1 , to b * a

4 4 - o, to b » a

‘5 '  l  

>3 + ai

ł3

Łatwo d o s tr z e c , posługując s i ę  oznaczeniam i wprowadzonymi w do­
wodzie tw ierdzen ia  1 .1 ,  że
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lr V " 1.  Y  . !r \ ,
b e t  B jj = jce t  A | (T«2«1b)
I

[h b * * * 3s+ y ^ 1  32***3s+1/

ł 2 - , , 1 «+A lIDet B 1 = 0 , i k * r .

l 1 d i - « 3 s /

Z rów ności tych  oraz z analogicznych związków d la  macierzy B , 
wynika

Tw ierdzenie 2 .1 «

J e ż e l i  m acierz A j e s t  m acierzą ca łk ow icie  unim odularną,to
m acierz S , ( a )  = B i  s ' ( A )  « b '  również mają t ę  cechę, rl Tl
O czyw iście tw ierd zen ie  odwrotne do tw ierdzen ia  2 .1  nie j e s t  
prawdziwe, można jednak łatw o udowodnió

Wniosek 2.1H II I ' ■mi %

J e ż e l i  A j e s t  m acierzą k-1 -  modularną i  n ie  j e s t  k-mo­
dularną, to

a) z ło ż e n ie  dowolnych k-2 o p e r a c ji S lub s'  daje macierz przy-  
najtm iej j edno-modularną;

b) i s t n i e j e  ta k i  k-1 elementowy c ią g  o p era c ji S lub s ',  t e  ma­
c ie r z  będąca rezu lta tem  z ło ż e n ia  o p era c ji teg o  ciągu n ie  
j e s t  już m acierzą jedno-m odulam ą;

c )  j e ż e l i  A j e s t  m acierzą kwadratową stop n ia  k , to  ¡Det ( A ) |-
w 2«

Ponieważ te z y  a) i  b ) są  ra cze j oczyw iste  podamy krótkie  
sad n ien ie  t r z e c ie j  te z y  wniosku 2 .1«
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Skoro macierz A stop n ia  k, j e s t  n ieosob liw a , możemy założyć, 
że wykonalne j e s t  z ło ż e n ie  j s 2 2 | \ . .  (A)]j
O czyw iście

£ .

jüet A| -¡D et b |

O .. . 
1 . . . 0

bl  *1k-1 k

O O

• • • • • • • • •

1 bk~2k-1

iM 
M&

0 bk‘ 1k-1

0 bk"1k-1 bJ

l"  1

k-1 bk"1k-1 bk

k bkk-1 k

J e ż e l i  jednak B j e s t  m acierzą jednomodularną, to  musi byćt

2<|D et A| .  b <  2 c z y l i  b .  2 .

Wniosek 2 .1  może być i s to tn ą  pomocą przy dowodzeniu ca łk ow i­
t e j  unim odularności m acierzy pewnych k la s . Niech P(X) będ zie1 
pewną funkcją zdaniową; oznaczmy Q ■ iA | A -  j e s t  m acierzą jed- 
nomodularną i  P (A ) |.

Wniosek 2 .2

J e ż e l i  operacje S lub S* są  wewnętrzne w z b io r z e Q , to  każ­
dy element teg o  zbioru j e s t  m acierzą ca łk ow icie  unimodularną. 
Pewną i lu s t r a c j ę  wniosku 2 .2  daje k lasa  m acierzy opisanych w 
znanym tw ierdzen iu  H ellera .
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Twierdzenie H ellera*^

Niech A » będzie m acierzą o elem entach O,1 ,-1 »  o dwóch

w ierszach  a i  aJ będziemy p is a ć , że a* >  a1 , gdy każdy
różny od zera element a£ w iersza  a  ̂ równy j e s t  elementowi

i  i8^ w iersza a ,  sto jącen u  w te j  samej kolumnie, m acierz A je s t  
ca łk o w ic ie  unimodularna, gdy:

(2 )

(1 )
- a - a l u b  a*̂  >  -a* .

a^>a^ lub a  ̂ >  a^

Kończąc podamy je sz c z e  jedno tw ierd zen ie  wynikające z poprzed­
n ich  rozważań, a charakteryzujące w pewien sposób, strukturę  
budowy m acierzy ca łk o w ite j unimodularnych:

Wniosek 2 .3

J e ż e l i  A j e s t  m acierzą ca łk o w ic ie  unimodularną i  n ieo so -  
b liw ą , to  przez operacje S lub s ' ,  tran sp ozycje  w ierszy  lub 
kolumn i  mnożenie w ierszy  lub kolumn przez - 1 ,  można ją  sprowa­
d z ić  do maoierzy jednostkow ej.
Niech C będzie  m acierzą ca łk o w ic ie  unimodularną o wymiarach

b liw ą  w yjętą  z C. Przyjmijmy ponadto, że macierz A można d z ię -

m z  n , a m acierzą n ieo so -

k i operacjom Sł przeprowadzić w macierz jednostkową. Oznacza
t o ,  że S. ..

111
n ie  nad m acierzą C dowolnej o p era c ji s '  równoważne j e s t  po­
m nożeniu j e j  przez pewną macierz.Przypuśćmy, że operacja 1

-  [3 ]  s t r .  1 3 8 .



202 Jerzy Kaczmarski.

wymaga dodania p ierw szej kolumny do kolumn C g»***»^ , o d jęc ia  
od c k+1f * » c l  i  pozostaw ienia  bez zmiany pozostałych.wów ozas

S’ 1 (C )- d* 
ł 1

h, 1*..»» 1» V

• * V
0

•1 •
0 I

0 •
»

.......................:
1. 0

0-1 I
Uwagi te  pozwalają n a p isa i

Si 11 | Si 22  [ Si nn (C)] | *  C * A 1 *

Ponieważ operacje 3 '  p rze k szta łca ją  macierz c a łk o w ic ie  u n i-  
modularną w macierz ca łk ow icie  unim odulam ą, więc

Twierdzenie 2 .2

J e ż e l i  C j e s t  m acierzą c a łk o w ic ie  unimodularną,!to m acierz 
C . A“1 , gd zie  A j e s t  m acierzą w yjętą  z C, również ma t ę  c e ­
chę*
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c t b o  n o 3 B a n a e T  c c p o p M y j m p o B a T b  H e o 6 x o ; n n M o e  h  s o c T a T o m î o e  y c a o -  

BHe a a  t o ,  «î t o ô u  A Oujia MaTpaueÎi Bceyeao yHHMoayaapHoft. Bo b t &- 

p o M  n a p a r p a $ e  o n p e s e J i e H H  o n e p a p a H  S a  S ’ ,  T o x e  o c T a B J i a c m H e  

c b o S c t b o  B c e a e a o i i  y H H M o x y n a p H O C T H .

3 t h  o n e p a i i a a  n p M M e a e a o  b  T e o p e M e  r o B o p a m e f t  06  j o c T a T o w H O M  

y c a o B H M  a a  t o ,  « i t o ô h  s c e  M a T p a a H  a e K O T o p o r o  M H O x e c T B a  O b ia a  M a -  

T p a u a M K  B c e u e a o  yHHMOAyJiHpHUMK.

LES REMARQUES DE LA MATRICE TOTALEMENT UNIMQDULAIRE 

R é s u m é

Dans l e  premier paragraphe de l ’a r t i c l e  on démontré que la  
p ro p r iété  d* ê tr e  m atrice tota lm ent unim odulaire e s t  un in v a -  
r ie n t  des transform ation  ap p elées dans la  lite r a tu r e  é lim in a ­
t io n s  Jordan.

C ette  p r o p r ié té  des é lim in a tio n  Jordan permet de fo r n u lé j la  
co n d itio n e  n é c e ssa ir e  et s u f f is a n te  pour que A s o i t  m atrice  
tota lem ent unim odulaire.

Dans le  deuxième paragraphe on a d é f in i  le s  opérations S e t
qui conservent également la  t o t a l  unim odularité. On a appli* 

que c e s  opérations dans le  théorème présentant la c o n d itio n  sui-, 
f is a n t e  pour que to u te s  le s  m atrices d’un ensemble quelconque
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so ie n t  totalem ent u n im ofu la ires. On le s  a appliquées également
/ % p

dans le  theoreme qui démontré la  transform ation  de la  m atrice  
totalem ent unim odulaire en m atrice u n ité .


