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UWAGI O CAEKOWITEJ UNIMODULARNOSCI MACIERZY

W pierwszym paragrafie pracy dowodze, ze wtasnosé - "byé me
cierzg catkowicie unimodularng™ - jest niezmiennikiem prze-
ksztatcen zwanych w literaturze wykluczeniami Jordana. Ta ce-
cha wykluczen Jordana pozwala sformutowac¢ warunek konieczny i
wystarczajgcy na to, aby A byta macierzg catkowicie unimodu-
larng.

W paragrafie drugim okreélone zostaty operacje S i S', réw-
niez zachowujace wtasnosé¢ catkowitej unimodularnosci. Operacje
te wykorzystano tak w twierdzeniu podajgcym warunek wystarcza-
jacy na to, aby wszystkie macierze pewnego zbioru byly macie-
rzami catkowicie unimodularnymi jak i w twierdzeniu mdwiacym o
sprowadzalnosci macierzy catkowicie unimodularnej do macierzy
jednostkowej*

§1
Definicja 1.1

Macierz A nazywa bedziemy k-modularng, jes$li  wszystkie
wyznaczniki stopnia s, 1”~s”~k, wyjete z tej macierzy réwne
sg O,1,-1. JeSli wszystkie wyznaczniki wyjete z tej macierzy
réowne sa 0,1 lub -1, to macierz nazywamy catkowicie unimodulai®
na.
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Definicja 1.2.x"

Wykluczeniem Jordana dokonanym nad macierzg A, z elementem
rozwigzujagcym a™ + 0, nazywamy przeksztatcenie tej macierzy w
macierz B, ktorej elementy wyznacza sie na podstawie prawjdet:

a) element af zastgpiony zostaje jedynka»,
b) pozostate elementy 1-tej kolumny nie ulegaja zmianie»
c) elementy r-tego wiersza zmieniajg znaki»

d)\ miejsce dowolnego innego elementu ah zajmuje liczba ' alj*-

- a.
\
e) wszystkie uzyskane w ten sposob wielkosci dzielimy przez a™

Np. macierz

/m: 2
2
i2
3

Y,

przeksztatca sie przez wykluczenie Jordana z elementem rozwig-
zujacym a§ w macierz

al 2 1 2 2 1 2
al ' al a2 a3 fil " 81 %9
I 2 2 '
al 81
2 2
1 - a2 - a3
T 2 2
ai al fil
2 3 2 2 3 2
«? a2 81 “ al a2 81 " 81 a7
|
\*t ai 81

W zbiorze macierzy jedno-modularnyeh wykluczenia Jordana mozna
okresli¢ w rownowazny lecz wygodniejszy sposob*

X)- W lab [2]
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Definicja 1.3
Operacje iJrl 1 nazywa¢ bedziemy dopuszczalnymi w macie-
rzy A. -|laj4, jeSli A jest macierzg jedno-modularng a®™ * 0.
1 m 1f2fees
{1}
JNA) - A e M1 |
jesti shdj=0to at«@' i e r

« aft.l,« ai.(aX ...aftft.l,aft,aft-a~f.aft-)

i r .o g A Al
A: 11-17 Bk (d AT eol-1+ai-1,alal*al+1+Bl+1 =3 M

r

a' - aRalhrwcak ~dh A a8,

m |

jesli aj~.0 .to dk«ak

~TaT 1 g tok & ar-1 rril ¥ r ol L mo LRI

k1l * ak“~k 1** k 1 ' k1K 1 k

A 1 L1 ,,r-1 rr _r+l.,.r+l n ,n.
e f aj)

Symbolami* aT, a™ oznaczone zostaty r-ty wektor - wiersz i

1-ta wektor - kolumna.
Woprowadzong definicje wyjasnimy na przyktadzie, nieoh:

ri 1 1
*1  *2 3 ll\
2 2 2

al a2 =*3 m5
~1 1 -1 o/
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modularng, wowczas

/1 1 1 1 1 1
[£1 *2~1 a3+al a4

222 21 2
¢H(A> 81 a2"al 3+al a4

141 1 0y

Niech a* m 1. Zdefinicji 1.2 i 1.3 wynika natychmiast, ze

jesli aE » O, to a £ m a* m anl -
- - o _ i ior r i
at . 0, to At «at =g w1 k1
< a i r i
1» v ak - 8k " ak+al - § 1 ak* k
r i
1.ak1, *k m't mOKk*v *i mokl ei-1 i
aa'i i
»i uj i = K mi*l - bk
. i
s io-cA <27 o

oraz 3" - b" -a

al " bl I

Poniewaz definicje 1.2 i 1.3 uzasadniajg rowniez podobne zwigz-
ki w przypadku gdy a* * -1, wiec:

Whniosek 1.1

a) Jri(A) . J~(A) (1.1a)
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b) Jezeli A jest macierzg jednomodularnag, to macierz uzyska-
na z niej przez wykluczenie Jordana z elementem rozwigzuja-

T . R R R
cym jestidentyczna z macierzami

ri(d) 1 Jpi(n) - (1-1b)

W macierzy B » {bk}’ Powstaj™oei z Aprzez wykluczenie Jor-
dana z elementem a”, dokonajmy wykluczenia Jordana z elemen-
tern b~. katwo zauwazyé, ze rezultatem tych dwdch operacji be-
dzie macierz A. Pakt ten oraz wniosek (1.1) uzasadniaja

Whniosek 1.2
o) irl - * (1.2a)
») fci<A>] m A (1.2b)
°> Jrl fclw ] ° [Irl<AS] ' Ae (1.20),

Twierdzenie 1.1

Macierz Ajest macierzg catkowicie unimodularng wtedy i
tylko wtedy, gdy Jr)Q(A) lub j’ri(A) sa takimi macierzami,

Bioragc pod 'uwage réwnosci (1.1a) i (1.2a) zauwazymy, ze dla
dowodu tezy wystarczy pokazaé¢ iz z catkowitej unimodularnosci
macierzy ,IQ\ WyrQika catkowita unimodularnosci macierzy Jl*)éA)'

Niech a™ - aj (zatozenie to nie zmniejsza ogd6lnosci rozwa-
zan gdyz transpozycja wierszy czy kolumn nie wplywa na catko-
witg unimodularno$¢ macierzy).

/il igess

Symbolem Bl ] oznaczmy macierz utworzong z wierszy

bs,...b 3 i kolumn b~,...,b~" macierzy B m le* Kazde3
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macierzy kwadratowej, wyjetej z macierzy A, przyporzadkowuje-
my macierz, kwadratowg wyjeta z J.~[A] wedlug schematu:

e § 0 T
a) jesli jk * 1, to Al (T.1.1a)
JooezrrRgy il e2n

iy sl X Xgeei G4

b) jesli'i~r-.+ .n, to A (T.1.1b)
J v**]8§ 1 dr---3s

c)

d) jesli jk * 1,ik*n, to A (T.1.1d)

Dowod;

a) Bezposrednio z definicji 1.3 wynika, ze
Mmoo n i-l...i

1 S S
Det A e — Det A
Noj2* " js+iy
b) Podobnie jak w przypadku a) stwierdzamy:
1 i 2***js+l

Det A| | - - Det A
I R 1 ir««3.8
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poniewaz jednak, na mocy réwnosci (1.1a), A* A, wiec

12%* is+\ Al
Det A| 1- Det A| U- Det A
M dl**“d8 | \1  Ji **Js/
c) Macierz Al 1 1 sprowadzmy do postaci, gdzie
=0 dla k- in,...i » Rozwijajgc woéwczas
In i.,...ig"
Det Al j wedtug pierwszej kolumny i uwzglednia-
i 3,...3,
jac definicje 1.3, otrzymamy
n i, 000N /il
Det A = - Det A
V V #,ial \dl
d) Nad macierzg A wykonajnjy ponownie operacje Uwzgled-
niajgc przypadek c), otrzymujemy
Det A
Jr**ds/

jednak poniewaz [Ini (A “ A* *iec
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Powyzsze rachunki dowodzg tezy twierdzenia 1.1. Wprost ze zna-
nych w teorii macierzy twierdzen wynika:

Whniosek 1.3

Jesli A jest macierzg kwadratowg, catkowicie unimodularng
i nieosobliwg, to A *™ jest tego samego typu.

Twierdzenie 1.2

Jezeli A jest macierzg k-1 - modularng i nie jest k-mo-
dularng, to

a) ztozenie dowolnych k-2 operacji J lub j' daje w efekcie ma-
cierz przynajmniej jedno-modularnaj

b) istnieje taki k-1 elementowy ciag operacji J, ze macierz be-
daca rezultatem ztozenia operacji tego ciggu nie jest juz

macierzg jedno-modularng.
Lemat

Jezeli macierz A bedac k-1 modularng nie jest macierza k-
modularng, to istnieje taki element a~t ze J~A) jest ma
cierzg k-2 modularng.

Dowod
@a 2 ... R
Niech Det Al
2 ... kI
Nad macierzg A wykonajmy operacje J . Poniewaz, jak to po-

kazano w dowodzie twierdzenia 1.1
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wiec otrzymana maoierz A nie jest macierzg k-1 modularng. Jest
jednak macierzg k-2 - modularna, gdyz kazdy wyznacznik stopnia
<k-2 réwny jest, co do wartosci bezwzglednej, wyznacznikowi
stopnia <k-1 wyjetemu z k-1 - modularnej macierzy A. Przyto-

czony lemat uzasadnia pierwszg teze zawartg w twierdzeniu 1.2.b.
Aby uprosci¢ dowod przytoozymy:
Twierdzenie Stoinitza*”"

o . . P,
Jezeli macierz przeksztatcenia y. » {' al Xi» 1 m 1yeeen**
1 1-1 A A

jest macierzg nieosobliwg, to wszystkie zmienne niezalezne x»
mozna drogg kolejnych wykluczen Jordana przeksztaici¢ w zmien-
ne zalezne.

Tak jak poprzednio, zatdzaer, ze

p 2 ... k
Det A >2.
1 2 ... K
12 ... k
Z twierdzenia Stoinitza wynika, ze nad macierzg Al
12 ... k

mozna wykona¢ k-wykluczen Jordana, (zadne dwa elementy rozwig-
zujgoe nie nalezg ani do tej samej kolumny ani do tego samego

h2 ... Kk
wiersza) przy czym A [ H przeksztatca sie¢ w macierz
12 ... k

odwrotnag. Zauwazmy, ze w tym wypadku, kazda operacja J zmniej-
sza 0 jeden stopien modularnosci macierzy, a wiec macierz

V o, {V 2 eee [o>rke1 1k, (* (, J ... .)>1}

nie moze by¢é mecierza jednomodularng. Nie jest nig wiec takze
i macierz

X) - W str. 13.
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§ 2
Do badania oatkowitej unimodularnosci macierzy mozna takze sto-

sowac¢ niektére operacje elementarne.

Definicja 2.1

Niech A bedzie macierzg jedno-modularng, ktorej element
a* + 0, wowcza Srl(A) - B, S~j/A) * gdzie

br . a

jezeli oi 4_ 1. to bt « al - ar
B - jezeli oi4_ l to bl - al + ar

jezeli 4 f- 0, to blea

b' -

i al

4 4 = ‘5|
B i jezeli 4 g4 -1, to b =* a3 4 ai
to b
4 4 . © 7 93

tatwo dostrzec, postugujac sie oznaczeniami wprowadzonymi w do-
wodzie twierdzenia 1.1, ze
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Ir Vv " 1. Y . Ir \,
Pet B j=jcet A | (T«2«1b)
[h b***3s+y N1 32***3s+1/
| 12-,,1«+A| )
Det B 1=0, ik *r.
1 di-«3s /

Z réwnosci tych oraz z analogicznych zwigzkdéw dla macierzy B

wynika

Twierdzenie 2.1«

Jezeli macierz A jest macierzg catkowicie unimodularng,to
macierz Srl(a) =B i sT"A) « b' réwniez majg te ceche,
Oczywiscie twierdzenie odwrotne do twierdzenia 2.1 nie jest
prawdziwe, mozna jednak tatwo udowodnio

Whijesek 2.4 %
Jezeli A jest macierzg k-1 - modularng i nie jest k-mo-
dularng, to

a) ztozenie dowolnych k-2 operacji S lub s* daje macierz przy-
najtmiej jedno-modularnag;

b) istnieje taki k-1 elementowy ciag operacji S lub S', te mae-
cierz bedaca rezultatem zlozenia operacji tego ciggu nie
jest juz macierzg jedno-modulama;

c) jezeli A jest macierzag kwadratowa stopnia k, to jDet (A)]-
W 2«

Poniewaz tezy a) i b) sa raczej oczywiste podamy krotkie

sadnienie trzeciej tezy wniosku 2.1«
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Skoro macierz A stopnia k, jest nieosobliwa, mozemy zatozy¢,

ze wykonalne jest ztozenie js22]|\.. (Al E£.
Oczywiscie
o... bk-1 :I 1
oo 1 B
Juet AI 'iDet bl ceoe cee coe
" 1 k
1 bgp ;zé" k1 PK
0 b&-‘ll

0 0 0 bKil |y

Jezeli jednak B jest macierzg jednomodularng, to musi by¢t

2<|Det Al . b< 2 czyli b. 2.

Whniosek 2.1 moze by¢ istotng pomocg przy dowodzeniu catkowi-
tej unimodularnosci macierzy pewnych klas. Niech P(X) bedziel
pewng funkcjg zdaniowga; oznaczmy Q m iA | A - jest macierza jed-
nomodularng i P (A)].

Whniosek 2.2

Jezeli operacje S Ilub S* sg wewnetrzne w zbiorzeQ, to kaz-
dy element tego zbioru jest macierza catkowicie unimodularna.

Pewng ilustracje wniosku 2.2 daje klasa macierzy opisanych —w
znanym twierdzeniu Hellera.
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Twierdzenie Hellera*»

Niech A » bedzie macierza o elementach O,1,-1» o dwoch
wierszach a i aJ bedziemy pisa¢, ze a*> al, gdy kazdy
rézny od zera element af wiersza a“ rowny jest elementowi
8j\ wiersza ai, stojgcenu w tej samej kolumnie, macierz Ajest
catkowicie unimodularna, gdy:

Q@) ar>a” lub an > aN

(2) - a-alub &> -a*.

Konczac podamy jeszcze jedno twierdzenie wynikajace z poprzed-
nich rozwazan, a charakteryzujgce w pewien sposéb, strukture
budowy macierzy catkowitej unimodularnych:

Whniosek 2.3

Jezeli A jest macierzg catkowicie unimodularng i nieoso-
bliwa, to przez operacje S lub s', transpozycje wierszy lub
kolumn i mnozenie wierszy lub kolumn przez -1, mozna ja sprowa-
dzi¢ do maoierzy jednostkowej.

Niech C bedzie macierzg catkowicie unimodularng o wymiarach

mz n, a macierzg nieoso-

bliwg wyjeta z C. Przyjmijmy ponadto, ze macierz A mozna dzie-
ki operacjom St przeprowadzi¢ w macierz jednostkowa. Oznacza

to, ze S. .

111
nie nad macierzg C dowolnej operacji s' rownowazne jest po-
mnozeniu jej przez pewng macierz.Przypusémy, ze operacja 1

- [3] str. 138.
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wymaga dodania pierwszej kolumny do kolumn Cg»***»~  odjecia

od ck+1f*» c|l i pozostawienia bez zmiany pozostatych.wéwozas
h, 1*..»» I» vV
o* V
0
o 0 I
S’ 1 (C)- d* 0
b1 .
1. O
....................... . 0-1 I

Uwagi te pozwalajg napisai

Sill | Si22 [Sinn (C)]|* C * A 1*

Poniewaz operacje 3' przeksztatcajg macierz catkowicie uni-
modularng w macierz catkowicie unimodulamg, wiec

Twierdzenie 2.2

Jezeli C jest macierzg catkowicie unimodularng,'to macierz
C . A“l, gdzie A jest macierzg wyjeta z C, réwniez nma te ce-
che*

LITERATURA

[1] Stiefel E. - Note on Jordan elimination, linear programing
and Tchebycheff aproximation - Numerische Mathemtik 2(1960).

[2] 3yxoBHUKnfl C., AB”eeBa Jl. - Jinnefl[Hoe h BunyKjioe nporpaMH-
poBaHne 1964.

[3] c* Berge.!Theorie des graphes et ses applications (1967)



tiwagl o calkovtite;) unimodularnosci macierzy 203

IIPHME4AHMfl 0 BCEIEJIOft YyHMMOflyjIHPHOCTH MATPMU

Pe same

BnepBOM naparpa$e padoThi a flOKa3UBa»f <to cboRctbo - "Outb
MaTpnuefl Bceaeao yHHMoayjiHpHoli™ - aBaaeTCa MHBapwaHTOM cToOpa-
xeHHK Ha3UBaeMwx b jinTepaType hckjira®iechhhmh JKopaaHa. 3 to cho8 -
ctbo no3BanaeT ccpopMyjmpoBaTb Heo6xo;nnMoe h socTaTomioe ycao-
BHe aa to, «toou A Oujia MaTpaueli Bceyeao yHHMoayaapHoft. Bo bta&-
poM naparpa$e onpeselJieHH onepapaH S a S’, Toxe ocTaBJiacmHe
cboSctbo Bceaeaoii yHHMoxynapHOCTH.

3th onepaiiaa npMMeaeao b TeopeMe roBopameft 06 jocTaTowHOM
ycaoBHM aa to, «itobh sce MaTpaaH aeKOToporo MHOxecTBa Obiaa Ma-
TpauaMK Bceueao yHHMOAyJiHpHUMK.

LES REMARQUES DE LA MATRICE TOTALEIVENT UNIMOQDULAIRE

Résumé

Dans le premier paragraphe de |’article on démontré que la
propriété d* étre matrice totalment unimodulaire est un inva-
rient des transformation appelées dans la literature élimina-
tions Jordan.

Cette propriété des élimination Jordan permet de fornuléjla
conditione nécessaire et suffisante pour que A soit matrice
totalement unimodulaire.

Dans le deuxieme paragraphe on a défini les opérations S et

qui conservent également la total unimodularité. On a appli*
gue ces opérations dans le théoréeme présentant la condition sui-,
fisante pour que toutes les matrices d’un ensemble quelconque
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soient totalengent unimofulaires. On les a appliquées également

o . P . . .
dans le theoreme qui démontré la transformation de la matrice
totalement unimodulaire en matrice unité.



