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K ated ra  M atematyki A

0 CAŁKOWITEJ UNIMODULARNOŚCI MACIERZY CYKLOYATYCZNEJ 
GRAFÓW ANTYSYMETRYC ZNYCH

Praca n in ie j s z a  w ykorzystu je  o s ią g n ię te  w [ 3] r e z u l t a t y  do 
bad an ia  m acierzy  cyk lom atycznej grafów , ze specjalnym  uw zględ
n ien iem  grafów  to p o lo g ic z n y c h , p ła s k ic h .

§ 1

D e f in ic ja  1.1

Mówi s i ę ,  że dany j e s t  g r a f  G * ( X , r )  j e ś l i  okeślpny  zo
s t a ł  pewien z b ió r  X o raz  odwzorowanie F : X —*• X.
Elem enty z b io ru  X nazywane są  punktam i lub w ierzchołkam i g ra 
f u .  J e ś l i  x e  X i  y e X oraz y e  T x , to  uporządkowaną pa
r ę  ( x ,y )  nazywać będziem y łuk iem . Zauważmy, że g ra f  można w 
p e łn i  o k r e ś l ić  p rzez  podanie  zb io ru  X o raz  zb io ru  łuków U, 
co pozwala używać symbolu (X,U) na oznaczen ie  g rafu  (X,r).  
K raw ędzią g ra fu  G = (X,U) nazywać będziem y każdy z b ió r  z ło ż o 
ny z dwóch elementów x e  X i  y e  X ta k ic h ,  że ( x ,y ) e U  lub 
(y ,x )  e U. Na oznaczen ie  kraw ędzi używać będziemy sym boli u , v 
a lb o  w skazując j e j  końce [ x ,y ] ,  a na oznaczen ie  zb io ru  kraw ę
d z i  symbolu U. P arę  (X,U) nazywa s ię  grafem  bez o r i e n t a c j i .  
Łańcuchem nazywamy dowolny c ią g  kraw ędzi (u 1f u2>. . . )  przy czym 
każda krawędź u^, łą c z ą c  s i ę  jednym ze swych końców z krawę
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d z ią  uk 1 drugim  j e s t  po łączona z u ^ . Łańcuch skończony, 
k tó ry  wychodząc z dowolnego punktu x  wpada do teg o  samego 
punktu nazywamy cyklem . J e ś l i  w sz y s tk ie  kraw ędzie n a le ż ą c e  do 
danego cy k lu  są  między sobą ró ż n e , to  c y k l t e n  nazwiemy -  p ro 
stym w przeciwnym zaś r a z ie  mówić będziem y o cyk lu  złożonym .Je
ś l i  dany c y k l p rzech o d z i d o k ład n ie  r a z  p rzez  każdy punkt do 
n ieg o  n a le ż ą c y , to  nazywamy go elem entarnym .

D e f in ic ja  1 .2

N iech dany b ę d z ie  g r a f  G = (X,U) p o s ia d a ją c y  n -  w ie rz c h o ł
ków, m- kraw ędzi i  p -  składowych spójnych» l ic z b ę  v(G ) » m-n+p 
nazywamy l ic z b ą  cyklom atyczną g ra fu  G. Każdemu cyklow i p rzy 
porządkować można pewien w ektor p r z e s t r z e n i  Rm, p rzyporządko
w anie to  opiszem y w p ro c e s ie  następu jącym ; krawędziom g ra fu  G 
nadajmy dowolną o r ie n ta c ję ;  j e ż e l i  c y k l jjl p rzeb ieg a  krawędź

-  r ^  ra z y  w k ierunku  zgodnym z j e j  o r ie n ta c ją  i  ra z y  w 
k ie ru n k u  przeciwnym, wówczas oznaczmy c k » -  s^.. W ektor
(o 1 , c2 , . . . ,  c m) e Rm nazywać będziem y wektorem -  cyklem  od
powiadającym  cyklow i ^x,. Cykle jx, . . .  nazywać będziemy
n ieza leżn y m i j e ś l i  odpow iadające im w ektory  są  lin iow o  n ie ż a -  
le ż n e .

T w ierdzen ie  l . l 3̂

L iczba eyklom atyczna V (G) g ra fu  G, równa j e s t  maksymalnej 
l i c z b ie  c y k l i  n ie z a le ż n y c h .

D e f in ic ja  1 .3

G raf G m (X,U) nazywamy antysym etrycznym  gdy s p e łn io n y  je s t  

w arunek; e ^  ^  U*

 ̂ -  [1] s t r .  29 •
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D e f in ic ja  1 .4 »

M acierz S o e lem entach  s j ,  i » 1 , . . . , n  = |X |, j» 1 , . • . ,m * |u |

i
Sj

+1 gdy punkt x^  j e s t  początkiem  łuku
-1 " *’ n " końcem łuku
O " " x . n ie  j e s t  a n i  początkiem  a n i  końcem u .

nazywamy m acierzą  in c y d e n c ji  łuków g ra fu  G.

X )S i e r d z e n ie  1 .2

M acierz in c y d e n c ji  łuków dowolnego g ra fu  j e s t  m acierzą  c a ł 
kow icie  un im odu larną .

S i e r d z e n ie  1 .3 XX/ (P o in c a re  -  V eblen -  A lexander)

Warunkiem koniecznym i  w ystarczającym  na t o ,  aby w ek to r c a 
1 2 ma ( c 1 , c ^ , . . » , c  ) rep re z en to w a ł c y k l lub sumę c y k li  g ra fu  a n -  

ty sym etrycznego  G, j e s t  aby S .c  « 0» (0  su m ie ,c y k li mówimy w 
przypadku c y k l i  ro z łączn y ch  i  rozumiemy p rzez  n ią  z b ió r  w szyst
k ic h  kraw ędzi do n ic h  n a le ż ą c y c h ) .

1 2  IDM acierz , k tó r e j  kolumnami są  w ektory : c^ = ,c 1, . .  . c ^ ) , . . . c v»
■ ( c ^ , c ^ , . . . ,c™) (v = V(G) j e s t  l ic z b ą  cykloraatyczną g ra fu  G) 
tw orzące  bazę p r z e s t r z e n i  rozw iązań  układu  S c = 0 , nazywamy 
m ac ierzą  cyklom atyczną danego g ra fu .  W m onografii -  "T heo rie  
des g raphes e t  se s  a p p l ic a t io n "  (z  k tó re j  z a c z e rp n ię te  z o s ta ły  
w s z y s tk ie , wprowadzone d o tychczas  p o ję c ia ,  d e f in ic je  i  tw ie r 
d z e n ia )  -  pokazano, że bazę  p r z e s t r z e n i  rozw iązań  u k ładu  S .c »  0 
można wybrać w te n  sposób aby m acierz  cyklom atyczna b y ła  macie
r z ą  o e lem entach  0 ,1  lub  - 1 .  W następnym  p a ra g ra f ie  pokażę , że

-  [1 ] s t r .  137.
^  -  [1 ] s t r .  142.
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odpowiedni wybór bazy noże zagwarantować c a łk o w itą  un im odu lar- 
ność m acierzy  cyklom atycznej danego g ra fu  an tysym etrycznego .

§ 2
R ozw iązując układ  równań:

1 1 1 2  1 ms„ c + s 0 c + . . .  + S c » 0■ W T S* T • • • T O1 2  m
2 1 2  2 2

3 4 C 4  3 «  C +  • • • 4- S1 2  m
( 2 . 1)

n 1 n 2 n m _s.  c + s » c  + . . . + S  c » 0
1 T “ 2 ~ T T °m

'* X)metodą k o le jn y ch  w ykluczeń Jo rdana '  otrzymamy, p o m ija jąc  n ie 
i s t o t n ą  zmianę wskaźników:

1 -1 m-v+1 _1 m
ID— +1 02

2 _2 m-v+1 _2 m
c -  Ba^  c + ••• + 8m c (2 . 2 )

m-v _m-V m-v+1 _m-v m
C = s . c + ..-• + s n om—v+i m

g d z ie  m acierz  S = } i a 1 » j « m - v + 1 . * , m uzy sk u je

s i ę  z m acierzy  J - ] i |^ 2 2 * * *  [J m-v m-v^S^ j |  ¡Prz e z  s k re ś le n ie  
w sz y stk ich  ro zw iązu jących  kolumn. P rzedstaw ione  w ^ t w i e r d z e 
n ia  dowodzą, wobec c a łk o w ite j  un im o d u larn o śc i m acierzy  incyden- 
c j i  łuków S ( tw ie rd z e n ie  1 .2 )  c a łk o w ite j  un im o d u larn o śc i ma
c ie r z y  Ś.

-  [2 ] s t r .  22 .
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Każdy z wektorów»

r - 1 - 2  - m - V  . n  „ v
°1 = ' s m-v+1* Em-v+1* 8m-v+1* 1 , °* •* * ’ 0;

c 2 * ^Sm-v+2* Sm-v+2* **** seLv+2’ °* 1*0“ *» °) ( 2 *3)

,_1 _2 _m-v „ _ „-i
cv * ( ®ffi s m » •••*  s m » o , . . . ,  0 , 1;

jsp e łn ie  w arunki ( 2 .2 ) ,  a uk ład  ty c h  wektorów J e s t ,  jak  łatw o
zauważyć, bazą p r z e s t r z e n i  ro zw ią z a ń . M acierz zbudowana z ty ch  
wektorów ma p o s ta ć  C = (g)*  S ^z ie  Ś j e s t  m acierzą c a łk o w i
c ie  un im odu larną , a E m acierzą  jednostkow ą, j e s t  więc m acie
r z ą  c a łk o w ic ie  un im odularną .

•

§ 3

N iech C b ę d z ie  dowolną m acierzą  cyklom atyczną g rafu  G=(X,U), 
g d z ie  {X j * n ,  IUI * m, z a w ie ra ją c ą  m acierz  jednostkow ą o wy-

■p
m iarach v (G ) x *v(G). E la  wygody przyjm ijm y że C ■ (^ .D o w o l
ny elem ent c ^ , i  = 1 , . . . ,  v(G ) nazywać będziem y wolnym elem en
tem w ektor -  cyk lu  c ^ , a odpow iadającą mu krawędź u ^  i  -  1, 
. . . ,  V(G) wolną kraw ędzią  cy k lu  reprezentow anego przez c ^ .

T w ierdzenie 3«1

J e ż e l i  C « ( g j  j e s t  m acierzą  cyklom atyczną, g rafu  G, o e -  
lem entach  0 ,1  lub  - 1 ,  to

a ) każdy w ektor c y k l m acierzy  C re p re z e n tu je  c y k l e le m en ta r

ny;
b )  j e ż e l i  c y k le  c^ i  c^ p rzechodzą  p rzez  punkty X| i  g ra 

f u  G o raz  {t.j j e s t  tym łańcuchem łączącym  dane punkty.
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k tó ry  z a b ie ra ją c  s i ę  w c^  n ie  zaw iera  u^ , a p.g łańcuchem  za
w ierającym  s i ę  w c., i  n ie  zaw ierającym  u.^, to  ^  ■ (i-2 »

c ) m acierz  C j e s t  m acierzą  c a łk o w ic ie  un im odularną .
i

Dowód

Cykl rep rezen tow any  p rz e z  r e k to r  -  c y k l c^ zaw ierać  musi cykl 
e lem en ta rny  do k tó reg o  n a le ż y  krawędź u^ . Oznaczmy te n  c y k l 
p rzez  jjl a odpow iadający mu w ektor -  c y k l p rze z  c .  Ponieważ kt* 
lumny m acierzy  C tw o rzą  bazę  p r z e s t r z e n i  c y k l i  więc c ■ a i ° i + 
+ . . .  + avcv . Skoro jed n ak  żadna z kraw ędzi u1, . . . ,u i _1 ,u i+ 1 ,
. . . , u v n ie  n a le ż y  do więc musi być a.j = Bg = . . .  ■ a^  ̂ *
« a ^  « . . .  ■ a^  ■ 0 , c z y l i  c = a.. c ^  Równość t a  może z a jś ć  
ty lk o  w tym przypadku gdy a.  ̂ * 1 lub -  1 , a ^  j e s t  cyklem  
elem entarnym .

b) Przypuśćm y, że + (Xg. Powód można sprow adzić  do s y tu a c j i ,  
gdy i  (ig tw orzą  łą c z n ie  c y k l e lem en ta rny  Niech c o -
znacza w ektor -  c y k l r e p re z e n tu ją c y  c y k l .  Łatwo pokazać , że 
c n ie  może być kom binacją lin io w ą  kolumn m acierzy  C, co p rze 
czy  z a ło ż e n iu , że j e s t  to  m acierz  cyklom atyczna danego g ra fu .

•
c )  Niech w ektory  -  c y k le  c k i  c^ r e p r e z e n tu ją  c y k le  i  p, 
g ra fu  G. Przypuśćmy, że kraw ędzie u , u u n a le ż ą  jed -

S1 s2 s p
n o c z esn ie  do i  Z p o p rzedn ich  rozw ażań otrzym ujem y, że 
kraw ędzie te  tw orzą łańcuch  e lem en ta rn y , skąd w ynika, że

- K 1 1 O H* 
CD

4 1 - K 1 ■ «c

Zw iązki t e  dowodzą, że każdy w yznacznik d ru g ieg o  s to p n ia  w yję
t y  z m acierzy  C j e s t  równy 0,1 lub - 1 .  M acierz C j e s t  więc
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m ac ie rzą  dwumodularną. Niech c5 + 0 . Wykonajmy a  m acierzy Cy y  V
o p e ra c ję  .  Otrzymamy wówczas m acierz  S ^ iC )  ■ C’ , t a k ą  że

j e ż e l i 4
r  .Ĉ  m 1 , to c i  “ c i  “  C1

c’ « - j e ż e l i c*  -  - 1 , to c i - c i  + c l -

tt
«1 Cl  -  o, to c’i  -  Ci

Z dw u-m odularności m acierzy  C w ynika, że o p e ra c ja  p rz e 
k s z ta łc a  m acierz  C w m acierz  o e lem entach  0,1 lub  -1 . Kolum
ny m acierzy  C’ p o s ia d a ją  e lem enty  w olne, (wolnym elementem 
1 - t e j  kolumny j e s t  elem ent c^ o raz  s ta n o w ią  b azę  p r z e s t r z e n i  
c y k l i  g ra fu  G. Rozumowanie t o  pozwala s tw ie r d z ić , t e  każdy ciąg 
o p e ra c j i  s ’ p rz e k s z ta łc a  m acierz  C w C’ o elem entach 0 ,1  
lub  - 1 .  Z tw ie rd z e n ia

T w ie rd zen ie '5̂

J e ż e l i  A j e s t  m acierzą  k -1 -m odu larną  i  n ie  j e s t  k -  m odularną 
t o  i s t n i e j e  t a k i  k-1 elementowy c ią g  o p e ra c j i  s ’, że m acierz  
będąca r e z u l ta te m  o p e ra c j i  teg o  c ią g u  n ie  j e s t  ju ż  m acierzą jed- 
nom odulam ą

-  w ynika, że m acierz C musi być m acierzą  c a łk o w ic ie  lunim oduler- 
n ą .

-  [3 ]  a t r .  9 D e fin ic ja  2 .1 .  
^  -  [3 ]  s t r .  10 wniosek 2 .1 b .
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O BCEIIEJIOfl yHMMOflyj!RPHOCTU MATPMJbl RUKJ10B 
AHTMCMMETPIWECKHX TPA łO B

P e s d  m e

Ochobhum cojepacaHHeM nepBofi qacTH pafioTU aBJiaeTca neKOTopoe 
SoaaaaTeabCTBO Teopeuu o BceueJioft yHJuaoxyJispHOCTH MaTpwun u u -  
jcjiOB aBTHCHMeTpHMeckhjc rp a$ o B . BTopaa wacTb nocBamena H ccx eso -  
BaHHHM aeaoTopux cboActb CHCTeiu uhiuiob sohhoto axacicoro rpaipa 
cooTBeTCTByDimix KoxyaKau Bceiieaoft yHHMoaynapHoii mstphuh uhkjiob,

R é s u m é

Le s u je t  p r in c ip a l de la  première p a r t ie  de c e t  a r t ic le  c’ est 
la  p résen ta tio n  du théorème de la  m atrice cyclom atique dé gra
phes antisym etrique9 tota lem ent unim odulaire. La deuxième par
t i »  e s t  consacrée aux rech erches de c e r ta in e s  p r o p r ié té s  du 
systèm e de c y c le s  dud it graph r ep résen tés  par l e s  co lon nes de 
la  m atrices cyclom atique to ta lem ent unim odulaire.


