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EYSZAHD BARTŁOMIEJCZYK

PEWNA MODYFIKACJA METODY NEWTONA

Celera n i n i e j s z e j  n o t a tk i  j e s t  podan ie  pewnej m o d y fik ac ji me
to d y  Newtona p rzy b liżo n eg o  rozw iązyw ania równań, k tó ra  daje le p 
sz e  p rz y b l iż e n ia  n iż  metoda Newtona, a i l o ś c i ą  o b lic z e ń  n i e 
w ie le  r ó ż n i  s i ę  od t e j  metody. Dodatkowe z a ło żen ia  w y stęp u jące  
p rzy  t e j  m o d y fik ac ji n ie  o g ra n ic z a ją  z b y tn io  m ożliw ości je j  s to 
sow an ia . Z m o d y fik ac ji t e j  wynika ta k ż e  wzór dający  z b ie ż n o ść  
rzędu  3 (w raz z a n a l iz ą  jeg o  s to s o w a ln o ś c i) ,  k tó rego  wyprowa
d z e n ie  podano w p racach  [ i ]  i  [ 2 ] .

1° Niech f ( x )  b ę d z ie  fu n k c ją  k la s y  w p rze d z ia le < a ,b >
ta k ą ,  że

f* (x )  f ' ( x )  + 0 i [ f ’ ( x ) ] 2- f  ( x ) f " ( x ) > 0 ^  d la  x e ( a , b )  o ra z

f ( a )  f ( b ) < 0  • (1 )

P rzy  z a ło ż e n ia c h  (1 ) rów nanie

f ( x ) - 0  (2 )

po siad a  d o k ład n ie  jedno  ro z w ią z a n ie  §€ ( a ,b ) .

1 ^Ponieważ [ f * ( § ) ] 2 - f ( § )  f " ( § )  =* [f* (ł?) ] 2 > 0  więc p r z e d z ia ł
< a ,b >  można d ob rać  ta k  by z a c h o d z iły  z a ło ż e n ia  ( 1 ) .
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Przyjm ijm y za początkowe p r z y b l iż e n ie  l ic z b y  § dowolną l ic z b ę  
x*e< a,b>  s p e łn ia ją c ą  warunek

f ( x * ) f ” (x*) >  0 . (3)

N astępne p r z y b l iż e n ie  x** l ic z b y  § obliczam y ze wzoru

 f  ^  f M \

x  “  x  -  f T?x*y. k f ( x * )  »

g d z ie  X »  sg n { f* (x ) f ” ( x ) j .  m, 0 <  m <  min
a£x<b

f” (x)

2 f* (x )

Wzór (4 ) j e s t  m odyfikaoją  znanego wzoru Newtona

* T  ■ * * -  • <5)

2° Wykażemy, że p r z y b l iż e n ia  x*  i  x * t  le ż ą  po t e j  samej
s t r o n i e  p ie rw ia s tk a  § rów nania ( 2 ) ,  o raz  p r z y b l iż e n ia  x * * je s t
le p sz e  n iż  p rz y b l iż e n ie  x*t 
Wynika to  z n a s tę p u ją c y c h  n ie ró w n o śc i

<*" -  S ) (x * * -  8 ) > o ,  | i « -  S | <  | i * .  S | ,  (6 )

[.*•-« M *r-»| - « (*,**- **>2. <7)
k tó re  o becn ie  udowodnimy.

Z (1 )»  (3 ) i  o k re ś le n ia  l ic z b y  K wynika

0 < [ f ( x * ) ] 2 -  t ( x * ) f v ( ł ) < 2  [ f ’( x ) ] 2 -  t ( ł )  t ” (x*)u  

- 2  f ( ł )  |f * ( x » ) - f ( x * )
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ponieważ
sgn |f (x * )  = sgn |> f ( x * ) ] -  sg n [f’ (x*)] ,

| A f (x * ) | <  |f ( x * )  H ^ y | -  

S tąd  otrzym ujemy n ierów ność

0 < |f (x * )  -  A,f (x*)|< |f’(x * ) | .

Z (4 ) i  tw ie rd z e n ia  Langrange*a otrzymujemy

x*tŚ»̂ x*- ) "(§ ‘ f fS  )(-Vf(*) ) "

( 8 )

gdzie 0 (x * -§ ), O < 0 < 1 .
Z o s ta tn ie j  rów ności w ynikają n ierów ności (6) je ż e l i

< u
( t '(V) -  \ f ( v ) r

(9 )

Lewa s tro n a  n ie ró w n o śc i (9 ) j e s t  prawdziwa na postaw ie ( 1 ) ,  a 
prawa s tro n a  j e s t  równoważna n ie ró w n o śc i

^  [ f ( v ) ] 2 + 2* (v )
l2 t ( v )

>0. ( 10)

Ponieważ Sgn [2f ’ [x] sgn [f (x)f”(x)] •
więc sgn Jffo) f(r)) (¿Jrj--]-- -\)j * sgn[f(T?) . 1,
a zatem  prawdziwa j e s t  n ierów ność (1 0 ) .
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z k o le i  ze wzorów ( 4 ) ,  (5 ) i  n ie ró w n o śc i (8 ) otrzymujemy

lx*  -  x**l f ’ (x*} >1»
l** - *rl ' f ’(x*) -  A f  (x*)

skąd wynika

K -  *1 >K-«q.
Nierówność (11) na podstaw ie  (6) można n a p isa ć  w p o s ta c i

f ’(x*)
,f (x * )  - A f ( x * ) 1 •

D odając do o s ta tn ie j  n ie ró w n o śc i s tro n am i -1 otrzym ujemy

| x * * - * |  -  | A f(x * )

l ■ ** - f k *- *l f ’(x*) -  f (x * )  *

a więc na podstaw ie  (4 )

- 1 x" -§l .  A (x * - x**) -  n
|x*  .** X1*‘ |

1|X -  X | ,

skąd |x * * -% |-  | x * * - r |  -  m _* _ _** i i
x  X1 I '  I X*- X**\.

( 1 1 )

( 1 2 )

Z (12) i  o s t a tn ie j  rów ności wynika n ierów ność (7)»
Wzór (4 ) podobnie ja k  (5 ) można stosow ać w ie lo k ro tn ie ,  gdyż 
f (s T )  f ” ( i T ) > 0 .
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3 ° Załóżmy dodatkowo, że f ( x )  j e s t  fu n k c ją  k la s y  C ^ w  prze
d z ia le  < a ,  b >  i

[ f ” ( x ) ] 2 -  f ,( x ) f ,”( x ) > 0  d la  xe< a, b> (13)

( lu b ,  że fu n k c ja  y * ■ 2 j e s t  m ale jącą  w p rzed z ia le< a ,b > ).

Wyprowadzenie wzoru (4 ) n ie  u le g n ie  z m ian ie , gdy przyjmiemy

m m min 
5<x$x^

f " ( x )  
2 f '(x ) i gdy f ’( x ) f ” ( x ) > o

m a min 
x^x<§ 2 f ’(x )

, gdy f  ( x ) f ” ( x ) <  0 .

Ponieważ z z a ło ż e n ia  (13) w ynika, że 3e s t  fu n k c ją
l e j ą c ą ,  więc

m a 

ni m J C i £ L .
2 f ’(x ; )

f ” (x*)
2 f f p y  •

W staw iając ta k  o k re ś lo n ą  l ic z b ę  X do wzoru (4 ) otrzymujemy

x*‘ -  x* - 2 f (x*)  f (x* )
[2’ f ( x * ) ] 2 -  f ( x * ) f ”(**) *

k tó re g o  wyprowadzenie na in n e j  drodze podano w [ t ] i  [2 } . Wzór 
( 14) podobnie ja k  (4 ) można stosow ać w ie lo k r o tn ie .
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HE KOT OPAH MOflHfMKAUMH METOflA HbKJTOHA 

F e  3 d m e

B CTaTBe yna3aHa HeKOTopaa MoswJwKauiiH MeToxa HbKTOHa npH- 
ÖJiKxeHHoro pemeHHa ypaBaemdł, KOTopaa ^aeT syfonie npwóJi nxe hms
«leM Metox HbDTOHa.

Ecjim x* 6yxeT HatianbHUM npHóSHsceHHeM Kopna ypaBHeHaaf (x }=U 
j o r j a  cxexyemee npn6JiJixeHHe~

X* lis lł   ,
f V )  - k f { x * )

rxe A= sgn [ f ’ f ”]m , 0 <  m <  min npa xonoxHHTeJitHOM
a < x  < b 1 KXJ 1

npesnoaoseHHH [ f ’ ( x ) ] 2 -  f ( x )  f i x )  > 0  npH xe c a  , b>ao o r -  
Home hhjo k Mexoxy HbmTOHa.

SOME MODIFICATION OF NEWTONS METHOD 

S u m m a r y

The paper d e a ls  w ith  m o d if ic a tio n  o f Newtons method of ap 
proxim ate s o lu t io n  o f e q u a tio n s . A pproxim ations re c e iv e d  by 
t h i s  method a re  b e t t e r  th a n  ap p ro x im atio n s  of Newton’s m ethod, 
however th e  number o f c a lc u la t io n s  i s  n o t many. I f  x* i s  an 
( i n i t i a l  app ro x im atio n  of r o o t  o f e q u a tio n  f ( x )  -  O .then (u n d er 
th e  a d d i t io n a l  assum ption  [ f* (x ) J 2 -  f ( x )  f ” (x)X ) f o r  xe<a,b> 
what i s  n o t a t  Newton’ s method) th e  n e x t app ro x im atio n  i s

_** f(x*)
x "  x  '  f^X *T -  A f (x*) ’

where ogn [* * * ”]  m, ocm ssm in
a<xcb


