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RYSZARD BART ŁOMIE JCZYF

0 PEWNYCH WZORACH DLA PRZYBLIŻONEGO ROZWIĄZYWANIA 
UKŁADU RÓWNAĆ (2 x 2) DAJĄCYCH ZBIEŻNOŚĆ RZĘDU 3

Celem n in ie jsz e g o  a rty k u łu  j e s t  form alne wyprowadzenie wzo
rów bez d y sk u sji warunków zb ieżn o śc i. Z podanego wyprowadzenia 
wynika, że są  to  w pewnym sen s ie  n a jp ro s tsz e  wzory dające zbież
ność rzędu 3« W szczegó lnośc i wynika, że wzory Wychandu podane 
w [i]  n ie  d a ją  zb ieżnośc i rzędu 3 .

Rozpatrzmy układ równań n ie lin iow ych

f ( x ,y )  .  0
( 1 )

g (x ,y )  .  O,

gdzie  f ( x ,y )  i  g (x ,y ) są funkcjam i rzeczyw istym i.
Załóżmy, że funkcje  f ( x ,y )  i  g (x ,y )  są  k la sy  C ^  w pewnym ob
szarze  wypukłym i  domkniętym £2 , w którym układ (1) posiada
dokładnie jedno rozw iązanie ( I  ,7? ) zaw arte wewnątrz tego  ob
sz a ru .
Przedstawmy układ (1) w n a s tę p u ją c e j p o s ta c i i te r a c y jn e j  

x -  x + « ^ ( x .y )  f ( x ,y )  + tf>12(x ,y )  g (x ,y )

( 2 )
x .  x + ^ 21(x ,y )  f ( x ,y )  + f 22(x ,y )  g (x ,y ) ,

gdzie  ( i , k  ■ 1 ,2 ) są  różne od zera w obszarze Q i  są
k la sy  C<3) w tym obszarze oraz 9,119>22 -  * 0 * ^  *
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Ciąg i t e r a c j i  określony przez układ (2) posiada wtedy i  t y l 
ko wtedy zbieżność rzędu co najm niej 3 , j e ż e l i  rozw in ięc ia  we
d ług wzoru Taylora w o toczeniu  ( § , i f u n k c j i  s to jący ch  po p ra 
wej s t ro n ie  w uk ład z ie  (2) p o s iad a ją  pierw sze i  d rug ie  ró ż n ic z 
k i  równe 0.
Zerowanie s ię  różn iczek  1 i  2 rzędu d la  p ierw szej z fu n k c ji  
układu (2) prowadzi do następującego układu równań

jgdzie fu n k c je  <Pl l t  f ,g  oraz ich  pochodne dane są  w punk
c ie  (§ ,*!?).

¡Niech (x c ,y 0)eQ  będzie przybliżonym  rozwiązaniem układu ( 1 ) .  
Rozwiązanie układu (1) można przedstaw ić w p o s ta c i

(fc » i?) ■ (x 0 +oU y0 + (b),

g d z ie  (cC, (*> ) j e s t  błędem p rz y b liż e n ia  (x  , y ) .o o
Ha podstaw ie pierwszego z równań (2) można nap isać

$ -x o + r t+ 'P 11(xc +CC, yc + £ > ).f(x 0 + cC, yo +¡*0 + 

+ ^12(xo +<*» yo * « (xo + cC* yo + iŁ )*
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Rozw ijając f 11(xe + cC , yQ +j*>), f 12(x0 +cC* yo według
WZ< 

że
wzoru Taylora 2-go rzędu w otoczeniu  (xo,y o)o raz  uw zględniając,

d2 f 11. f ( x Q +oC, yQ +(i>) » O, d2 f l 2 .g (x Q +cC, yfl +¡1») -  O

otrzymujemy

fc -  xo + OC + ( f + — 0C+   (2>) . t ( x Q +cC, yQ +(2>) +
d x  d y

9^12 0^12
+ (<P12 + ‘a 7 “ci+ -------^  ,g ( xo +cC* yo + i^ *  ^a y

O sta tn ią  równość przekształcam y ro zw ija jąc  f ( x  +0C, y -»-(*>), 
g (x Q +oC, y^ + £ )  według wzoru Taylora rzędu 3 w o toczen iu  
(xQ, y  J ,  Grupując w t e j  równości czynn ik i według potęg' cC i  (i
otrzynujeiny

t „ d*Pn d f . ,
$ -  *0 + + ^ l 2 g +cc(«P1 l  +   f  + <P12 + —  g + 1)+

d ^ i  0^*12
+i^('p11 f ’ + —  i  + *12 g ;  + —  g) +

1 y d y  ™ y d y

2 1 ^ ̂  i i d ̂  p
♦ «  ( r  •? „  ■—  * i ) ♦ (5)a x a x

„ 0£i <1 , a ^ !  e<ft2 0^12

« * < \ i  7 7  7 1 7 7 f i  + * 12 s “ ł  7 7  ^ 1 7 7 g ; , ł

+ (2>2 f yy *■? ^ 2 gyy + eP  + *•**
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Stąd wynika, że j e ż e l i  eP11(x ,y ) ,  <t0l 2 (x fy) d la  każdego (x,y)e£2 
s p e łn ia ją  układ równań

, d<P1 1  
f L + f  +o x

<> f ’ + 11 y
^ 1 1
d y

f  +

ę/? er ’ 4* 
12

<12 4  *

d £12

d x
12

f  + 2 — ^  f ’ + 
1 1  XX a  X d x

a  y
g

A *o i

tp . f ”  + 11 xy

g«  + 2

d * n  -  ^ 1 1  v  4  „ a <*>12 , a<P12t  +  f  + + -------- g„ + --------g ’

-  - i

-  o
( 5)

-  0

d i d y 12 exy
? dx

4 * 4 ^

d y
a«p12

2 —  4d y  y

to  c ią g  i t e r a c j i  określony układem (2) da je  zbieżność rzędu 3» 
Układ (6) po podstaw ieniu w m iejsce (x ,y )[p u n k tu  (Iś»'!?) prze 
chodzi w układ (3 ) ,

Z układu (6) otrzymujemy związek między i  «P12 w n a s tę 
pujący sposób: przenosimy A kolumnę układu (6) na prawą s t ro n ę * 
obliczam y <f> ze wzorów Cramera, wyznacznik s to ją c y  w l i c z n i 
ku przedstawiam y w p o s ta c i sumy wyznaczników, obniżamy s to p ie ń  
pierw szego z tych wyznaczników a z drugiego wyłączamy « ^ . s t ą d  
otrzymujemy równość

*11

0 , g, »0 . g . O<HO

0 f  , o , g
f Y *° t  , 0 ,g g’ » 0 , g» 0, ^y y 2fx’ 0 *2gx* 0f ” ,2f’ XX* X.0 , 2gx’° - V gL ’24 * ° * Ą ° 4 *  4 -  4 4
f ” -r’ xy* y’ gy ’gx 4 ,>  4 - g^ ; f ; 0 .21’ . 0 ,2g’

*Ozfe•u 2f’ ,0 ,2g’
y 3 «Jy. “ .S ’° ’2fy

y 3

-o.
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Wyznacznik we wzorze (7) przy fu n k c ji  j e s t  równy

2 fL < * f ; - f 4 )2 ł 4  w  -  f 4 ) ( fg i  -  *'*> * 2 fw ( fe i - < )2 -

- 4 f <f ;  4  -  *t  4 )2 •

-  - * ( * £  -  4 4 )2 [r  -  2 f i ,  *  ^ 2>] •

gdzie

g f i  -  f  gl f  gl -  gfl
Az a ----- , Ay a ............  • (8)

f ’ s ’ -  f V  f ’ g ’ -  f ’ g ’x &y x &y y &x

Wyrażenia (8) są  symetryczne ze względu na i ,  g  i  stanowią roz
w iązanie układu równań

f * Ax + f* A y + f  « 0 x y
7 (9)

g ’ Ax + g* Ay + g a 0.
J

Wprowadzany oznaczenie

d2f  .  f ^  Ax2 + 2 f ^ A x A y  + Ay2 . (10)

Przy oznaczeniach (8) i  (10) wyznacznik we wzorze (7) przy funk
c j i  'P11 J e s t  równy

-t(t; e; - *• *:>2 ( f - f o 2i).

Z sy m e trii wzoru (7) wynika, że w spółczynnik przy <>l2 J e s t  ró»-
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Wyraz wolny we wzorze (7) j e s t  równy

4 ( f j  Sj. -  t ’ S j)  • 1 , .

W stawiając obliczone wyznaczniki do wzoru (7) otrzymujemy

*11* ( f  “ 2 ó2f) + ^12*(g ’  2 d2g) * Ax* <11>

A nalogiczne rozumowanie przeprowadzone d la drugiego równania 
układu (2) prowadzi do warunku

<>21 . ( f  -  \  d2f )  + «P22. ( g  -  1  d2g) = Ay. (12)

J e ż e l i  funkcje  «(^^(itk = 1 ,2 ) s p e łn ia ją  w obszarze Q tożsamo- 
ściowo równania (1 1 ), (12) to  c i ą g ! i te r a c j i  określony układem 
(2) posiada zbieżność rzędu 3»
Niech (x 0,y 0) będzie p rzybliżeniem  początkowym, następne przy
b liż e n ie  (x1,y 1) na podstawie (2) j e s t  równe

gdzie
11» 12

^ 21*  ^ 2 2 / \S  ~ i

'*11 • *t2 \  / f

^21*  ^ 2 2 / \

f  -  J  d2f  \2

1 ^2

(13)

(14)

przy oznaczeniach (8) i  (10 )j w artość fu n k c ji  f i g  oraz ich  
pochodnych obliczamy w punkcie (*o»y0)»
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Z (13) 1 (U )  wynika 

f tę f  \-1  
^11 12

'P1 21 22 t

X1 “ xo

y-i " y1 / »

(15)

/ f  -  ^  d2f \

\g  -  1  d2g /

^ 1 1  <il 2 \ “ 1

\^21 ^2Zj

' A x \

Ay i

Podstaw iając

-1
‘ i *  “11- f ’3 + ffl12 '

( 16)

V  <12

« i  ł  *21 • ł  "22,

oraz w ykorzystując (9) otrzymujemy z ( 1 5 ) i  (16)

( f i  + mn } (xi -  xo> + + mi 2 } <*1 -  y0) + * = 0

( « i  + ^ )  (* ,  -  xo) + (g* + m ^) (?1 -  yo ) + g .  0
,(17)

gdzie

i 2
Ax + m12 Ay = J  d f

i 2
m21 Ax + Ay = ,, d g

(18)

Wzory (17) ró ż n ią  s ię  od metody Newtona (wzory (9 ))  poprawkami 
“i k ( i »k * 1*2) dodanymi do odpowiednich pochodnych, przy czym 
poprawki te  s p e łn ia ją  warunki (1 8 ).
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Łatwo zanważyć, że d la

"1 1  - ł

11

m _ a \  ( f ” Ax + f ” Ay) 12 2 ' xy yy

"22 * F (e i> ,A l t* ew Ay)

(19)

yy

spełn ione są warunki (18) oraz warunki sym etryczności układu 
(17) podobnie ja k  d la  metody Newtona.
Możemy więc wychodząc od p rzy b liżen ia  (xo,y o) ob liczyć n a s tę p 
ne p rzy b liżen ie  (x ^ ,y 1) z układu równań

[f i ł  T ( f L i ” V y)] ( V I ° ,+ [ f y+ I ( f V x f f > y)] (y i ‘ y ° ) ł  r  ■ 0

(20)

[«’x+ ł ( s L Al+gi r Ay,] ( l l ' :'o , ł [e ył  I< £i r A lłS i:j-Ay,] fyl " yo, łS  ’  °>

gdzie Ax i  Ay wyznaczamy z układu (9) przy czym w arto śc i 
fu n k o ji f i g  oraz pochodnych obliczamy w punkcie (x Q,y 0)» 
Załóżmy dodatkowo, że macierze

K * » u -
-1

(* * ' f ; V

\ « i  ł  "21" *  " t y

9

t e  y

(gdzie m ^ dane są  wzorami (19 )) są  określone i  ograniczone w 
obszarze Q .
Układ (6) posiada przy tych  za łożen iach  jednoznacznie o k reś lo 
ne i  ograniczone rozw iązanie d la  każdego (x,y)e£2 .
Stąd na podstawie (4)« (5) wynika i s tn ie n ie  ta k ie j  s t a ł e j  M,że

I cC\ 3



O pewnych wzorach d la  p rz y b liż o n e g o ... 227

O sta tn ia  nierówność oznacza, że wychodząc od p rz y b liż e n ia  
(x Q,y o) d o s ta te c z n ie  b lisk ie g o  p ie rw ia stk a  (§ , tj) można zbudo
wać s to su ją c  w ie lo k ro tn ie  wzory (20) c iąg  p rzyb liżeń  zbieżny 
do p ie rw iastk a  układu (1 ) ,  przy czym rząd zb ieżności tego  c i ą 
gu j e s t  równy 3-

Wychandu w pracy  [ i ]  podał modyfikację metody Newtona, k tó 
ra  w przypadku dwu równań o dwóch niewiadomych polega na wpro
wadzeniu do układu ( 1 7 ) następu jących  poprawek

Tak wprowadzonym do układu (17) poprawkom odpowiada układ i t e -
racy jn y  (2 ) w którym

f
y

U * u

gdzie
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W stawiając do dwóch pierwszych równań układu (6) o-

trzymujemy

ô f i i  d<7i2 fx  (e7~s  f e ?  "  g^ f y"f  2 f f “ ^
faZg

f  + — 1£ » « - i  + ______ :____ __________ :_____ l1 01  g 1 + u

M £ W
* * f  ̂ f er ’ «. g —2*L-) — ff' ( f   ̂ f

ôçpH ô v i2  y y 2gv y y 2 f4—  f  + — g -   •£----------------- i
c'y d y  u

Różniczkując o s ta tn ie  tożsam ości ze względu na x i  y o raz  pod
s taw ia jąc  x = £ , y * 72 ®any

dtf* f ” g’ - f ’ g”11 j. __12 _ xx^y y&xxf  +x x d x  x 2 (i^gy  ~ f y g ^ ’

» * - i  f ’ e ” + B’ f ’ -  Ł . )J> v W  O-tr-r '?-P* P rr 1
f ’ +~ o x  -V T _x y y^x

51

a<i i 0 ^ 12  2 x yy " 2 x yy V y  2gx
d x  *y + d x  Sy f ’ g’ -  f \ g ’

9 < 1  f , . 9 < 2  , ^  ^  ^  ^
dy x d y  s x "  f i g ’ -  f ’ g ’ •x y  y x

2 Ł + £ Ź k  i ■ f X v
dy  y d y  s y "  2 (f^ g J  -  f^ g ]J  *

Wstawiamy otrzymane wyniki do układu (3 ) .  W szystkie równania 
układu (3) z wyjątkiem 4 są sp e łn io n e .
Oznacza to ,  że przy rozw in ięc iu  prawych s tro n  układu i t e r a c y j -  
nego (2) według wzoru Taylora z e ru je  s ię  pierw sza ró żn iczk a , a 
w d ru g ie j różn iczce  j e s t  różna od zera  ty lk o  pochodna mieszana.
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Ponieważ ta k  wprowadzone poprawki n ie  s p e łn ia ją  równań (3) więc 
modyfikacja ta  n ie  da je  zb ieżn o śc i rzędu 3 .
P rzyk ład . Rozwiązać układ

x2y2 -  -  5JT3 + 10 « O

4.
TC -  8y + 1 -  0.

Rozpoczynając od p rz y b liż e n ia  ( -2 ,2 )  otrzymujemy s to su ją c  wzo
r y  (8)

x * 0,0258 y = 0,0221.

N astępnie s to su ją c  wzory (17) mamy

(-40  + 0,236) (x 1 + 2) + ( - 4 4  -  0 ,7 8 1 ) ( y<| -  2) + 2 « 0

(-32 + 0,6192) (x , + 2)+ (-8 ) ( ^  -  2) + 1 ,  0 .

S tąd po rozw iązaniu

-  -1 ,9 7 3 5 3 6 4 ... y1 * 2 ,0211542 ...

(dokładne w a rto śc i: x=-1,97 3 5 2 0 5 ... y a 2 ,0 2 1 1 6 7 0 ...) .

Wychandu s to su ją c  swą metodę otrzym uje po pierwszym kroku przy  
b l iż e n ie

x1 a -1,97342 y1 a 2,02121.
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O HE KOT OHłX S>OPMyjIAX II PMEJIMKEHHOrO PEIUEHHH CMCTEMJ 
yPABHEHH0 (2 X 2 ) SAKHIMX CXOflOTBO 3~ rO  noPilflKA

P e  3 d  u  e

B cTaTbe BUBeseHu $opuynŁi npHdJiHxeHHoro penieHHa cwcTemłi y -  
paBHeHHB, janmioc c x o j c t b o  3 - r o  n o p a s ic a ,  6 e a  jHCicyccHH ycjjoBHii 
c x o f l C T B a .  E c j i h  O y f l e T  n p n 6 J i H a c e H H H M  p e m e m i e M  c u c T e M b i  ( 1 )

T o r a a  caeayem ee  npH6 .HKxeiine ( x ^ . y ^ j  aaxoflUM ¡13 chctbmłi ypaBH e- 
hm0 ( 2 0 ) ,  r a e  A x ,  A y,  ncnoJiHanT cne  Te My ( 9 ) ,  npaqeM 3 HaueHne 
iyHKuafl f  u g kek h npoH3B0»Hux e e  HaxosHM b ToqKe ( x 0 , y Q ) .

ON SOME FORMULAS'FOR APPROXIMATE SOLUTION OF SYSTEM 
OF EQUATIONS (2x2) WITH CONVERGENCE 3rd DEGREE

S u m m a r y

The paper co n ta in s  deduction of fo rn u la s  fo r  approxim ate so
lu t io n  of the system of equations w ith  convergence 3rd degree , 
w ithout the d iscu ss io n  of co n d itio n s  o f convergence. I f  (x Q,y o) 
i s  the  approxim ate so lu tio n  of th e  system  (1) then  th e  nex t ap
proxim ation (x^, y.j)iwe c a lc u la te  from th e  system (20) where 

A x, Ay s a t i s f y  the  system of equations (9 ) .  The v a lues  of 
fu n c tio n s  f ,  g and th e i r  d e r iv a tiv e s  a re  c a lc u la te d  in  th e  
p o in t (x Q, yo) .


