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RYSZARD BARTLOMIEICZYF

0 PBANYCH WZCRACH DLA PRZYBLIZONEGO ROZMAZYWANIA
UKEADU ROWNAC (2 x 2) DAJACYCH ZBIEZNOSC RZEDU 3

Celem niniejszego artykutu jest formalne wyprowadzenie wzo-
row bez dyskusji warunkéw zbieznos$ci. Z podanego wyprowadzenia
wynika, ze sg to w pewnym sensie najprostsze wzory dajace zbiez-
nos$¢ rzedu 3« Wszczegdlnosci wynika, ze wzory Wychandu podane
w [i] nie dajg zbieznoS$ci rzedu 3.

Rozpatrzmy uktad rownan nieliniowych

f(x,y) . 0

g(x,y) . O (1)

gdzie f(x,y) i g(x,y) sa funkcjami rzeczywistymi.

Zatozmy, ze funkcje f(x,y) i g(x,y) sg klasy C ~ w pewnym ob-
szarze wypuktym i domknietym £, w ktorym ukiad (1) posiada
doktadnie jednorozwigzanie (I ,7? ) zawarte wewnatrz tego ob-
szaru.

Przedstawmy uktad (1) w nastepujgcej postaci iteracyjnej

X - X +«MN(x.y) f(x,y) +#12(x,y) g(x,y)

(2)
X .o x +721(xy) f(x,y) +f22(x)y) g(xyy) ,

gdzie (i,k m1,2) sg rézne od zera w obszarze Qi sg
klasy G3 w tym obszarze oraz 911922 - *Q*AN*
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Cigg iteracji okreSlony przez ukiad (2) posiada wtedy i tyl-
ko wtedy zbiezno$¢ rzedu co najmniej 3, jezeli rozwiniecia we-
dtug wzoru Taylora w otoczeniu (8,ifunkcji stojacych po pra-
wej stronie w uktadzie (2) posiadajg pierwsze i drugie réznicz-

ki réwne 0.
Zerowanie sie rozniczek 1 i 2 rzedu dla pierwszej z  funkcji

uktadu (2) prowadzi do nastepujgcego ukiadu réwnan

jgdzie funkcje <HIt f,g oraz ich pochodne dane sg w punk-
cie (§,*!1?).

iNiech (xc,y0)eQ bedzie przyblizonym rozwigzaniem uktadu (1).
Rozwigzanie uktadu (1) mozna przedstawi¢ w postaci

(fc »i?) m (x0 +oU yO0 +(b),

gdzie (cC, (>) jest btedem przyblizenia (xo, yo).
Ha podstawie pierwszego z réwnan (2) mozna napisac

$ -xo0 +rt+'P1l(xc +CC, yc +£>).f(x0 +cC, yo +{*0 +

+ NM2(x0 +<*» yo * «(x0 +cC* yo +ib)*
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Rozwijajac fll(xe + «C, yQ +j*>), f 12(x0 +cC* yo wedtug
wzoru Taylora 2-go rzedu w otoczeniu (xo,yo)oraz uwzgledniajac,
ze

d2 f11.f(xQ +0C, yQ i » O, d2 f12.9(xQ +cC, yfl +l») - O

otrzymujemy
t- xo+@+ ( f +— 0OC+ (2 . t(xQ+cC, yQ+(2>) +
dx dy
9n12 0r12
+ (P12 + a7 “ci+ Fy" (X0 +eC* yo +in A

Ostatnig rowno$¢ przeksztatcamy rozwijajgc f(x +HCy  -»(*),
g(xQ +oC, y™ +£) wedlug wzoru Taylora rzedu 3 w otoczeniu
(xQ,y J, Grupujagc wtej rownosci czynniki wedlug poteg’ «Ci (i
otrzynujeiny

t , d*Pn df.,
$- *0+ + A2g +cc(«Pll+ f+ <12 + — " g+ Db+
in(p1l f LY oL )
+i1M(! 4+ — 1+ * Dt — +
"1 y dy i y dy )
2 1 AR i dr p
°? * g
¢« (r 2, ax .5X i)+ (5)
., O0fid |, an! e<ft2 0n12
«* <\ 77 7 17 7 fi+*12s* v+ 77 N 17 7 g;,4

+ @2 fyy *m? N2 gyy + ep  + xerx
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Stad wynika, ze jezeli @l1(x,y), B2 (xfy) dla kazdego (Xx,y)e£2
spetniajg ukilad réwnan

' d<P11 N_a’ 4g<d£12 o
fL + 0 x f + 12 d x
, Nl 12
< Ty * g f+r o4 = g - ©
y ay (5)
f +2—n f” + -
11 XX ax X g« + 2 6\I * 0
d*n - ~N1d 4 a<s a<P12
tp,, f7 + t o+ Y oyt I ’
Xy g dy 128" dx dy
a«pl2
* AN 2 — 4

to cigg iteracji okre$lony uktadem (2) daje zbiezno$¢ rzedu 3»
Ukiad (6) po podstawieniu w miejsce (x,y)[punktu (I$»"1?) prze
chodzi w uktad (3),

Z uktadu (6) otrzymujemy zwigzek miedzy i L2 w naste-
pujacy sposob: przenosimy A kolumne uktadu (6) na prawg strone*
obliczamy < ze wzorébw Cramera, wyznacznik stojgcy w liczni-
ku przedstawiamy w postaci sumy wyznacznikéw, obnizamy stopien
pierwszego z tych wyznacznikédw a z drugiego wytagczamy «”.stad
otrzymujemy réwnosc

0,9 »
g9, > 9. 04 O g
fy*o t10 7g g;/»01 g»O, N

w1 13002TX0 0 ogre Ly gL r2ar expe

0,0

2fx” 0 *2gx* 0
r o 4% 4- 4 4 -O.
XYy gy "X 4>4- 9" 1 g 217 0 20,

d('_\‘Dh O>(. 2fy10 1293 ((Jy. * ‘g o 12fy
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Wyznacznik we wzorze (7) przy funkcji jest réwny
2fL<*f;-f4 )24 4 w - f4 )(fgi - **>* 2fw (fei-< )2 -

-4 f<f; 4 - *e 4 )2 .
- -*(*E - 4. 4)2[r - 2fi, * N 235
gdzie
Az a ----- , Aya ... . (8)
Wyrazenia (8) sa symetryczne ze wzgledu na i, g i stanowig roz-
wigzanie uktadu réwnan

f)’(‘AX+f* Ay +f «0

(9)
g’Ax+g3c Ay + g a 0.

Wprowadzany oznaczenie
d2f . f~ Ax2 + 2fAA XAy + Ay2. (10)

Przy oznaczeniach (8) i (10) wyznacznik we wzorze (7) przy funk-
cji Pl Jest rowny

-t(t; e; - % *>2 (f-fo2).

Z symetrii wzoru (7) wynika, ze wspétczynnik przy <2 Jest ro»-
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Wyraz wolny we wzorze (7) jest réwny

4 (Fj Sj. -t Sj) <1,

Wstawiajac obliczone wyznaczniki do wzoru (7) otrzymujemy

*11* (f * 2 62f) + ~2*(g ° 2 d2g) * Ax* <11>

Analogiczne rozumowanie przeprowadzone dla drugiego  réwnania
uktadu (2) prowadzi do warunku

<1 .(f -\ d2f) + 22.(g - 1 d2g) =Ay. (12)

Jezeli funkcje « (" (itk = 1,2) speiniajg w obszarze Q tozsamo-
Sciowo réwnania (11), (12) to ciggliteracji okreslony uktadem
(2) posiada zbiezno$¢ rzedu 3»

Niech (x0,y0) bedzie przyblizeniem poczatkowym, nastepne przy-
blizenie (x1,yl) na podstawie (2) jest rowne

*1le *t2\ [ f
(13)

nN21* N221

gdzie f - v} d2f \
11» 12
(14)

AN

1
A21* N221 \S ~ i

przy oznaczeniach (8) i (10)j wartos¢ funkcji fig oraz ich
pochodnych obliczamy w punkcie (*0»y0)»
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Z (13) 1 (U) wynika

t f \-1
f ,911 12 XL “ xo0
(15)
121 2t yi"Y [ »
[f -~ d2f\ A1 4I2\¢1 "Ax\
(16)
\g - 1 d2g/ 21 "2Zj Ayi
Podstawiajac
-1
\Y <12 i “11- £3 + fil2'
«i b *21. 1 "22,
oraz wykorzystujac (9) otrzymujemy z (15) i (16)
(fi + m } (xi - xo> + +m2} <1 - y0) +* =0
(17)
(«ci + ) (%, - x0) + (g + m”?) (1 - yo) +g. 0
gdzie
i 2
Ax + mM2Ay =Jdf
- (18)
nl Ax + Ay = I dg

Wzory (17) rd6znig sie od metody Newtona (wzory (9)) poprawkami
“ik (i »k * 1*2) dodanymi do odpowiednich pochodnych, przy czym
poprawki te spetniajg warunki (18).
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tatwo zanwazy¢, ze dla

"1 -} ms a& (f)’(’yAx + f;’/yAy)
(19)

11 "2 * E (ei>,Alt* eyy Ay)

spetnione sg warunki (18) oraz warunki symetryczno$ci  ukiadu
(17) podobnie jak dla metody Newtona.

Mozemy wiec wychodzagc od przyblizenia (xo,yo0) obliczy¢ nastep-
ne przyblizenie (x”,yl) z ukladu réwnan

Fit T(FLi” V. y)] (V 1°,+[fy+ | (fV xff> y)] (yi‘y°)t r m0
(20)

[«X+ t (sL Al+girAy] (11'70,t[eyt I<Eir AUSij-Ay] fyl"yo S * °>

gdzie Ax i Ay wyznaczamy z uktadu (9) przy czym wartosci
funkoji fig oraz pochodnych obliczamy w punkcie (xQyO0)»
Zatozmy dodatkowo, ze macierze

-1
K * »Uu- (**' f;V

\((i l’ "21" * "ty te y

(gdzie m” dane sg wzorami (19)) sa okre$lone i ograniczone w
obszarze Q .

Uktad (6) posiada przy tych zatlozeniach jednoznacznie okreslo-
ne i ograniczone rozwigzanie dla kazdego (x,y)e£2 .
Stad na podstawie (4)« (5) wynika istnienie takiej statej M,ze

leon 3
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Ostatnia nierowno$¢ oznacza, ze wychodzac od przyblizenia
(xQyo) dostatecznie bliskiego pierwiastka (8,4) mozna zbudo-
waé stosujac wielokrotnie wzory (20) cigg przyblizen  zbiezny
do pierwiastka uktadu (1), przy czym rzad zbieznoS$ci tego cig-
gu jest rowny 3-

Wychandu w pracy [i] podal modyfikacje metody Newtona, kté-
ra w przypadku dwu réwnan o dwoch niewiadomych polega na wpro-
wadzeniu do uktadu (17) nastepujacych poprawek

Tak wprowadzonym do uktadu (17) poprawkom odpowiada uktad ite -
racyjny (2) w ktoérym

gdzie
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Wstawiajac do dwdch pierwszych réwnan uktadu (6) o-
trzymujemy

ofii E.+%TIIL% y i X (e7~s %? "gh fyf 2ffen

1+ ' v
M £W
* * frfa « g—2*L) —ff (F~ f
OcpH ¢ , Oviz .y y = 2gv ooy 2ff
c'y dy u

Ro6zniczkujagc ostatnie tozsamosci ze wzgledu na x i y oraz pod-
stawiajagc x = £, y * 2 ®any

dthl 12 _ 1:”xgy y%x
X dx x 2(i*gy ~ fyg”n’

» * - ; " _ - )
a<i il L 02 2 xyy" f X yy @ﬂ}r i %’g)%
dx *y + dx Sy 1’ng—i\X

g
9<1 f, . 9<2 N N N
dy X dy sx " f;(gy - f .
2 b +£Zk i mfXv

dy y dy sy" 2(f~rgJ - fAg]d *

Wstawiamy otrzymane wyniki do ukfadu (3). Wszystkie rdéwnania
uktadu (3) z wyjatkiem 4 sg spetnione.

Oznacza to, ze przy rozwinieciu prawych stron uktadu iteracyj-
nego (2) wedtug wzoru Taylora zeruje sie pierwsza rézniczka, a
w drugiej rdézniczce jest rozna od zera tylko pochodna mieszana.
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Poniewaz tak wprowadzone poprawki nie speiniajg rownan (3) wiec
modyfikacja ta nie daje zbieznos$ci rzedu 3.
Przyktad. Rozwigza¢ uktad

X2y2 - - 883+ 10 « O

¢ - 8y + 1- 0.

Rozpoczynajac od przyblizenia (-2,2) otrzymujemy stosujagc wzo-
ry (8)

x * 0,0258 y = 0,0221.
Nastepnie stosujagc wzory (17) mamy
(-40 + 0,236) (x1 + 2) +(-44 - 0,781)(W - 2) + 2 «0
(-32 + 0,6192) (x, + 2)+ (-8)(» -2+ 1,0.
Stad po rozwigzaniu

- -1,9735364... yl * 2,0211542...

(doktadne warto$ci: x=-1,9735205... y a 2,0211670...).

Wychandu stosujgc swag metode otrzymuje po pierwszym kroku przy
blizenie
x1 a -1,97342 yl a 2,02121.
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O HEKOTOH#X S>OPMyjIAX [l PMEJIMKEHHOrO PEIUEHHH CMCTEMJ
yPABHEHHO (2X2) SAKHIMX CXOflIOTBO 3~rO noPilfIKA

Pe 3d uece

B cTaThe BUBeseHu $opuynki npHdJiHxeHHoro penieHHa cwcTembi y-
paBHeHHB, janmioc cxojctbo 3-ro nopasica, 6ea jHCicyccHH ycjjoBHii
cxofICTBa. Ecjih OyfleT npn6JiHaceHHHM pememieM cucTeMbi (1)
Toraa caeayemee npH6.HKxeiine (x”.y”j aaxoflUM 13 chctbmti ypaBHe-
hm0 (20), rae AXx, Ay, ncnolJiHanT cneTeMy (9), npageM 3HaueHne
iyHKuafl f u g kek h npoH3BO»Hux ee HaxosHM b TogKe (x0,yQ).

ON SOME FORMULAS'FOR APPROXIMATE SOLUTION OF SYSTEM
OF EQUATIONS (2x2) WITH CONVERGENCE 3rd DEGREE

Summary

The paper contains deduction of fornulas for approximate so-
lution of the system of equations with convergence 3rd degree,
without the discussion of conditions of convergence. If (xQyo)
is the approximate solution of the system (1) then the next ap-
proximation (x*, y.j)iwe calculate from the system (20)  where

Ax, Ay satisfy the system of equations (9). The values of
functions f, g and their derivatives are calculated in the

point (xQ yo).



