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O PEWNYM SPOSOBIE WYZNACZANIA RZECZYWISTEJ 
WIELKOŚCI KĄTA DWUŚCIENNEGO ORAZ KONSTRUKCJI 
OBROTU PŁASZCZYZNY W ODWZOROWANIU MONGB*A

P rz y jm ijm y , że  d an e  s ą  dw ie  p ła s z c z y z n y  et (/**,&  ) )

w dowolnym p o ło ż e n iu .  R o zp atrzm y  dwa z a g a d n ie n ia :

1 )  k o n s t r u k c ję  r z e c z y w i s t e j  w i e lk o ś c i  k ą ta  u tw o rzo n ego  p r z e z  

t e  p ł a s z c z y z n y ,

2 )  odw zorow an ie je d n e j  z ty c h  p ł a s z c z y z n  po o b r o c ie  d o k o ła  k ra 

w ę d z i k = « P  o z a d an y  kąt<P •

Obydwa z a d a n ia  w y s tę p u ją  c z ę s t o  w g e o m e t r i i  w y k r e s ln e j , p r z y  

czym  k la s y c z n y  sp o só b  i c h  r o z w ią z a n ia  p o le g a ,  o g ó ln ie  b i o r ą c ,  

na k ł a d z i e  lu b  t r a n s f o r m a c j i  p ła s z c z y z n y  p r o s t o p a d ł e j  do k r a 

w ę d z i k .  W n in ie js z y m  a r t y k u l e  r o z p a t r z o n o  in n ą  m etodę r o z w ią 

z a n ia  pow yższych  z a d a ń , o p a r t ą  o odw zorow anie w ie r n o k ą tn e , w 

s z c z e g ó l n o ś c i  o odw zorow anie u z y sk a n e  z a  p o śred n ic tw e m  p a r a b o -  

l o i d y  o b r o to w e j.  P rzypom n ijm y d o w ie d z io n ą  ( 1 )  w ła s n o ś ć  p a r a b o -  

l o i d y  o b r o to w e j:

" o k r ę g i  s ta n o w ią c e  r z u t  p r o s to k ą tn y  na r z u t n i ę  p r o s t o p a d ł ą  do 

o s i  p a r a b o l o id y  o b ro to w e j dwu stożk o w y ch  p r z e k r o ju  t e j  p a r a b o -

l o i d y  dow olnym i p ła s z c z y z n a m i eC i  (3 p rz e c h o d z ąc y m i p rz e z  j e j

o g n isk o  p r z e c i n a j ą  s i ę  pod kątem  równym r z e c z y w i s t e j  w ie lk o ś c i  

m ia ry  k ą ta  d w u śc ie n n eg o  u tw o rzo n ego  p r z e z  t e  p ł a s z c z y z n y " .

Rozważmy ( r y s .  1 )  dow oln ą p ła s z c z y z n ę  CC (f>cc>voc) i  w prow adź

my t a k ą  d ow o ln ą p a r a b o lo id ę  ob ro to w ą  FI , k t ó r e j  o g n isk o  P z n a j

d u je  s i ę  na p ł a s z c z y ź n i e  OC .  D la  u p r o s z c z e n ia  p rz y jm ijm y  o ś  pa-
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r a b o l o i d y  p r o s t o p a d le  do r z u t n i  p o z io m e j,  a o g n isk o  F n a  ś l a 

d z ie  • P o m y ślan ą t a k  p a r a b o lo id ę  o k r e ś l ą  je d n o z n a c z n ie :  

o k rą g  p r z e k r o ju  r z u t n i ą  p o z io m ą, k t ó r y  w d a lsz y m  c i ą g u  n a

zyw ać b ęd ziem y  o k ręg iem  ogniskowym  -  ^  o r a z  d r u g i  j e s z c z e

o k rą g  Q  p r z e k r o ju  t e j  p o w ie rz c h n i p ł a s z c z y z n ą  poziom ą p r z e 

c h o d z ą c ą  na pew nej w y so k o śc i  h . Z w ła s n o ś c i  p a r a b o l i  w y n ik a , 

że  d l a  p r z y ję t e g o  d o w o ln ie  p ro m ie n ia  o k ręg u  o gn isk o w ego

w ie lk o ś ć  p ro m ie n ia  r fa o k ręg u  j e s t  ś c i ś l e  z w iązan a

z w ie lk o ś c i ą  h i  na o d w ró t. D la  u p r o s z c z e n ia  d a l s z y c h  ro zw a

ż a ń  rozp atrzo n y  t a k i  o k rą g  Q. ,  k t ó r e g o  p ro m ień  r .  s p e ł n i a  w a-n k
ru n e k  r fa = 2 r f .

K ie  tru d n o  u s t a l i ć  ( r y s .  2 ) ,  że  w ów czas:

h  = 3 / 4  r h
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P r z y  pow yższych  z a ło ż e n ia c h  można ju ż  w sp o so b  p r o s t y  wyzna

c z y ć  o k rą g  u z y sk a n y  z r z u t u  p r o s t o k ą tn e g o  na X . s to ż k o w e j

ę = £  -4c/

R y s .  2

w olne dw ie  p ła s z c z y z n y  ec ( h ^ ,  ' 

w y zn aczy ć  r z e c z y w is t ą  w ie lk o ś ć

p r z e k r o ju  p a r a b o lo id y  n  p ł a 

s z c z y z n ą  <X . W y sta rc zy  bowiem 

z au w aży ć , że  u s t a l a j ą  g o  punk

t y  1 ,2  p r z e c i ę c i a  o k ręg u  o g n i

skow ego ś la d e m  o r a z  punkty 

3» 4 p r z e c i ę c i a  o k ręg u  r z u 

tem  a '  p r o s t e j  a  =Qoc. W c e lu .  

u p r o s z c z e n ia  d a l s z y c h  sform u 

łow ań o k rą g  n azy w ać b ę d z ie 

my ś la d e m  p a r a b o l o i d s lnym p ł a 

s z c z y z n y  cC.

P rz e jd ź m y  z k o l e i  do ro z w ią 

z a n ia  z a d a n ia  1 .  Dane s ą  d o -  

/oc)  i  ( r y s .  3 ) .  N ależy

k ą ta
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Zauważmy, że  w ś w i e t l e  c y to w a n e j w ła s n o ś c i  p a r a b o lo id y  o b r o t o -  

w ej z a d a n ie  r o z w ią z u je  k o n s t r u k c ja  ś lad ó w  p a r a b o lo id a ln y c h  o -  

bydwu p ł a s z c z y z n .  P oniew aż je d n a k  szu k a n y  k ą t  -f j e s t  równy k ą

to w i,  pod którym  p r z e c i n a j ą  s i ę  o k r ę g i ^ i  _  k o n s t r u k c ję  

u p r o ś c i ć  można do w y z n ac z en ia  je d n e g o  t y lk o  o k rę g u , n p . ś l a d u  

Qa  i  ś r o d k a  d r u g ie g o  o k ręg u  - ^ p .  W c e lu  bowiem sk o n s tru o w a 

n i a  k ą ta  >P w y s ta r c z y  zn ać  ś r o d k i  Opobydwu okręgów  £2p

o r a z  je d e n  z punktów p r z e c i ę c i a  s i ę  ty c h  ok ręgów . P u n k ty  p r z e 

c i ę c i a  okr ęgów £ ^ .i  Qfd l e ż ą  je d n a k  na k ra w ęd z i k (b ę d ą c  je d n o 

c z e ś n i e  pun k tam i p r z e b i c i a  p a r a b o lo id y /7  p r o s t ą  k ) , a  w ięc  mo

g ą  b y ć  u s t a l o n e  p r z e z  n a ry so w a n ie  je d n e g o  t y lk o  ż ty c h  okręgów. 

K o n s t r u k c ję  o p a r t ą  o pow yższe  w y ja ś n ie n ia  p rz e d s ta w io n o  na 

r y s .  3 .  Ś ro d e k  Op w yznaczono z a  pomocą sy m e tra ln y c h  odcinków  

56 i  5 7 , a r z e c z y w is t ą  w ie lk o ś ć  k ą ta  ■f w yraża  k ą t  °oc Q
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R y su n ek  4 i l u s t r u j e  r o z w ią z a n ie  z a d a n ia  1 .  w p rz y p a d k u ,g d y  je d 

na z p ł a s z c z y z n  j e s t  r z u t u j ą c a .  J e s t  w id o c z n e , że s z c z e g ó ln e  

p r z y j ę c i e  j e d n e j  z p ł a s z c z y z n  u p r a s z c z a  k o n s t r u k c ję .

Zauważmy j e s z c z e ,  że  d l a  o k r e ś lo n e g o  p o ło ż e n ia  p ła s z c z y z n y  cC 

mogą n ie  i s t n i e ć  r z e c z y w is t e  p u n k ty  p r z e c i ę c i a  ś la d u  p a r a b o lo ł -  

d a ln e g o & o t z  p r o s t ą  a ' .  Z a c h o d z i t o  w ów czas, k ie d y  p ł a s z c z y z 

na oC p r z e c in a  p a r a b o lo id ę  w k r z y w e j, k t ó r e j  w s z y s tk ie  p u n k ty  

l e ż ą  po je d n e j  s t r o n i e  p ła s z c z y z n y  o k ręg u  N ależy  w ów czas

w m ie js c e  o k ręg u  £2^ r o z p a t r z y ć  in n y  o k rąg  l e ż ą c y  na p a r a b o -  

l o i d z i e  f i  o o d p o w ied n io  m n ie jszy m  p ro m ie n iu  i  w y s o k o śc i .

R y s .  5

Ja k o  d r u g ie  z k o l e i  z a d a n ie  ro z p a trz m y  o b ró t  dow oln e j p ł a 

sz c z y z n y  oc d o k o ła  k ra w ę d z i k a 0C(3o k ą t  3 0 ° . Zauważmy na w s t ę 

p i e ,  że  ś l a d y  p a r a b o l o id a l n e  p ła s z c z y z n y  o b r a c a j ą c e j  s i ę  d ok o

ł a  p r o s t e j  k b ę d ą  o k ręg am i p rz e c h o d z ąc y m i p r z e z  p u n k ty  p r z e 

c i ę c i a  okręgów  i  z z a d a n ia  p ie rw sz e g o .|P ę k  t a k ic h  okręgów  

( r y s .  5 )  p r z e d s t a w ia  r ó ż n e  p o ło ż e n ia  p ł a s z c z y z n y # ( lu b ( 3  ) cb ra-
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c a j ą c e j  s i ę  d o o k o ła  p r o s t e j  k . P on iew aż i n t e r e s u j e  n a s  p o ło 

ż e n ie  p ła s z c z y z n y  oC u z y sk a n e  w w yniku o b ro tu  d o k o ła  k s  oC(3 o 

k ą t  3 0 ° ,  p a r a b o lo id a ln y  ś l a d  t e j  p ła s z c z y z n y ,n a  z a s a d z i e  wspom

n ia n e j  w ła s n o ś c i  p a r a b o lo id y  o b ro to w e j w in ie n  tw o rzy ć  z o k r ę 

g iem  k ą t  30° .  Ś la d  t a k i  p r z e d s t a w ia  na r y s .  6 o k rą g  o p is a n y  

sym bolem  .  K o n s tr u k c ja  o k ręg u  £2^ w ynika z zach o w an ia  wa

run k u  ab y  p rom ień  p r z y n a le ż n y  do pu n ktu  Q tw o r z y ł  z p r z y n a 

leżnym  do te g o  sam ego pu n ktu  p rom ien iem  o k r ę g u ^  z ad an y  k ą t  3 0 ° .

R y s .  6

D y sp o n u jąc  ś la d e m  p a r a b o lo id a ln y m  o b ró c o n e j p ł a s z c z y z 

ny oc możemy n a ty c h m ia s t  w sk az a ć  j e j  ś l a d y :  poziom y i  p ion ow y. 

Ś la d  poziom y p r z e c h o d z ić  m usi p r z e z  p u n k ty  p r z e c i ę c i a  ś l a d u  pa- 

b o lo id a ln e g o  z o k ręg ie m  ogniskow ym  n a to m ia s t  ś l a d  p io n o -
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wy z g o d n ie  z w arunkiem  p r z y n a le ż n o ś c i  p ła s z c z y z n y  oC do p r o s t e j  

k u s t a l o n y  j e s t  pu n k tam i V k o r a z  x  -  h e c ^ ;

K o n s tr u k c ję  sp raw d za  w s p ó ł l in io w o ś ć  punktów 5 ,6  i  F .
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A METHOD USED FOR DETERMINING OF THE DIHEDRAL ANGIE 
AND FOR THE REVOLUTION OF THE PLANE IN MONGES PROJECTIONS

S u m m a r y

In  th e  p a p e r  th e  a u th o r  d i s c u s s e s  a method o f  th e  d ih e d r a l  
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