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STANISŁAW OCHOŃSKI, MARIAN PALEJ

KONSTRUKCJA KRZYWEJ STOPNIA DRUGIEGO 
OKREŚLONEJ TRZEMA PUNKTAMI I  OGNISKIEM

U w zględniając zasad niczą w łasność ogniska krzywej stopnia dru

g ieg o  ja k o  środka inw olucyjnego cy k liczn eg o  pęku prostych sp rzę

żonych względem t e j  krzywej przew idzieć można, że zagadnienie 

k o n s tr u k c ji  stożkow ej o danym ognisku , przechodzącej przez 3 da

ne punkty p o siad ać b ęd zie  4 lub O rzeczyw istych  rozw iązań.

J e s t  to  bowiem przykład o k re ś le n ia  krzywej s top n ia  drugiego 

trzem a punktami i  dwiema stycznym i ( t e  o s ta tn ie  stanowią w tym 

przypadku p ro ste  izotropow e ja k o  p ro ste  podwójne pęku c y k l ic z 

nego [ i ] .
Zasadę k o n s tr u k c ji  wygodnie j e s t  wyprowadzić z n astęp u jącego

dowodu znanego tw ierd z en ia :

Spodek w ysokości sto żk a  obrotowego ( r y s .  1) j e s t  ogniskiem

p rostok ątn eg o  rzu tu  na p łaszczyzn ę podstawy dowolnego n ie z d e -

generowanego p rzek ro ju  tego sto ż k a .

W dowodzie rozważmy cy k licz n y  pęk p ła s z c z y z n y ,^  ••• o o s i ,

w ,z jed n o czo n ej z o s ią  dowolnego stożka obrotowego T  ( r y s .  1 ) .

N ietrudno zauważyć, że pęk w ( y  , V7 . . . )  będący inwolucyjnym

pękiem p łaszczy zn  sprzężonych względem stożka T można otrzymać

przez rz u t z w ierzchołka W inw olucyjnego pęku śred nic sp rz ę -
2

żonych S ( m ,n . . . )  podstawy c stożk a  T .

Zachodzi w ięc:
Ww[ | V • t •) ^  S( m,n. • •)
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Wprowadźmy dowolną p łaszczyzn ę f  tn ą cą  s to ż e k  P w stożkow ej 5 , 
a pęk w ^ u ,- )? . . . )  w pęku p ro sty ch  S(m ,n.

J e s t  o czy w iste , że pęk S ( m ,n . . . )  b ęd zie  inwolucyjnym pękiem pro-
_2

sty ch  sprzężonych względem stożkow ej c gdyżs

_ _ _ m W
S (m ,n .. . )  w (^, V •••) ^  S (m ,n .. . )

przy jed n o czn esn ej p ersp ek tyw iczn o ści o środku W stożkowych
2 . - 2  c i  c *

t
Dokonując rzu tu  p rostokątnego  pęku S (m ,n .. . )  oraz stożkow ej

_
c na p łaszczyzn ę podstawy stożka otrzymujemy pęk S ( m iń i . . )  s
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_ , 2
=t!S (m ,n .. . )  oraz stożkową c , przy czym wobec zachowania p e r -
sp ek ty w iczn ości z środkiem rzu tu  p rostokątnego  N^układów

pęk S ( m ,n , . . . )  stanow ić b ęd zie  c y k lic z n y  pęk prostych sp rz ę ż o -
2nych względem stożkow ej c , c z y l i  punkt S b ęd zie  ogniskiem  

_ 12
krzyw ej c co b y ło  do udowodnienia.

W dalszym  c ią g u  zauważmy na r y s .  1 , ,  że krzywe c i  ć  pozo

s t a ją  w związku k o l in e a c j i  środkow ej, k tórego  o s ią  je s t  p ro s ta  

hip, a środkiem  r z u t w ierzch ołka W -  punkt P .
# 2

Związek te n  może stanow ić podstawę k o n s tr u k c ji  krzywej c
2wówczas gdy znana j e s t  krzywa o -  podstawa stożka T .

2 x)Ponieważ jednak ja k o  krzywą c możemy p rz y ją ć  dowolny okrąg

o środku P , sposób skonstruow ania stożkow ej o ognisku P , przy

n a le ż n e j do trz e ch  danych punktów i ' ,  2 ' ,  3 '  przedstawia s i ę  na

stęp u jąco ;: ( r y s .  2 )
2

1 . Wyznacza s i ę  okrąg c o środku P przechodzący przez j e 
den z danych punktów np. punkt 1 '•

2 .  T r ó jc e  punktów l ' , 2 ' ,  3 '  przyporządkowuje s i ę ,  traktując punkt 

P ja k o  środek k o l in e a c j i ,  t r ó jk ę  punktów okręgu 1 ° ,2 0 , 3 ° .  W 

k o n s tr u k c ji  t e j  z par punktów p r z e c ię c ia  okręgu prom ienia

mi k o l in e a c ji  wybiera s i ę  po jednym dow olnie. Tą drogą o trz y 

muje s i ę  jedno rozw iązanie -  d a lsz e  rozw iązania powstaną przy 

innym wyborze punktów z poszczególnych p ar.

3 . K onstruu je s i ę  oś k o l in e a c ji  t ,  przy pomocy k tó re j oraz środ

ka k o l in e a c ji  P wyznacza s i ę  dowolnie w iele  punktów k rz y -
12wej c ja k o  punktów odpowiadających poszczególnym punktom' 

okręgu c .

Y )
'Krzywą t ą  może być o g ó ln ie j dowolna stożkowa o ognisku P . Ze 

względów praktycznych wygodniej j e s t  rozważyć o jp ąg . Zgodnie, 
z r y s .  1 dowolne p r z y ję c ie  prom ienia w okręgu c d eterm in u je  
je d y n ie  p o ło żen ie  p łaszczyzny 3t, a w ślad  za tym p o łożen ie  pro
s t e j  h ^  n ie  n a ru sz a ją c  jed nak omówionych wyżej związków.
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Warto przy tym zaznaczyć, że d z ię k i własnościom  okręgu -  oś
12

t  będ zie  kierunkiem  s y m e tr ii p ro s to k ą tn e j stożkow ej c . W

r e z u lta c ie  znana j e s t  bezpośrednio  p ro s ta , na k tó r e j le ż y

drugie ognisko t e j  stożk o w ej. J e s t  n ią  p ro sta  przynależna do
x)P i  p rostopad ła do t

Rozpatrzmy z k o le i  i l o ś ć  rzeczy w isty ch  rozw iązań omawianego za

gad nienia w poszczególnych przypadkach.W tym c e lu  przeprowadź

my n a stę p u ją ce  rozumowanie:

rozważań powyższych wynika, że dla danego ogniska P krzy
wej stop n ia  drugiego i  znanego kierunku o s i  do określen ia  t e j  
krzywej w ystarczy podać dwa j e j  punkty -  wówczas bowiem moż
na natychm iast wyznaczyć oś k o l in e a c ji  w iążące j t ę  krzywą z 
dowolnym współogniskowym okręgiem .
Podobnie ja k  w rozpatrywanym ogólnym przypadku w ystąp ić tu  
mogą 4 ro zw iązan ia .
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Niech dana będ zie  n iew sp ółlin iow a ‘t r ó jk a  punktów l ' ,  2 ' ,  3*

( r y s .  3 ) i  ognisko F krzywej s to p n ia  d ru giego . Obierzmy d o -
2

wolny okrąg c o środku P , d la  u p roszczen ia  przynależny do
2

jednego z powyższych punktów np. c e 1 '• Utwórzmy obrotową po-
2w ierzeh n ię stożkową T  o k ie r u ją c e j w p o s ta c i  okręgu c i  wierz

chołku W przyjętym  na dowolnej w ysokości. Dokonajmy rz u tu  rów

n o leg łeg o  w kierunku w *  FW na pow ierzchnię stożkową T  punk

tów 1 ' ,  2 ' ,  3 ' .

Rys. 3

Spośród tak  uzyskanych par punktów 1 , 1 ,  2 , 2 ,  3,3  wybieramy punk

t y  np. 1 , 2 ,3  i  rozważamy określoną przez n ie  p łaszczyznę «p .Woż-
2 _  

na udowodnić, że krzywa c , w k tó re j płaszczyzna < f  p rzecin a

pow ierzchnię T  stanow i rz u t na tę  powierzchnię w kierunku w

krzywej wyjściowej s2 t j .  t e j ,k t ó r ą  o k reśla  ognisko P i  t r ó j -
ka punktów 1 ' ,  2 ' ,  3 ' .
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W ystarczy w tym c e lu  przeprow adzić n a stę p u ją ce  rozumowanie:
2Pow ierzchnią r z u tu ją c ą  krzywą s w kierunku w j e s t  powierz

ch n ia  walcowa Y  o tworzących rów noległych do w.
K ie ru ją c e  pow ierzchni Y  i  T  są  zgodnie z założeniem  k on stru k cji

2 2 współogniskowe (środ ek  okręgu c j e s t  ogniskiem  krzywej s ).
Rozważny pęk p łaszczyzn  o o s i  w sprzężonych względem pow ierz

ch n i stożk a  I 7 • J e s t  o czy w iste , że pęk ten  będ zie  rów nież pę

kiem p łaszczyzn  sprzężonych względem pow ierzchni walcowej Y  ,

gdyż pęk te n  i  pow ierzchnia W pow stały z rzu tu  rów noległego w
2kierunku o s i  w zarówno stożkow ej s ja k  i  sprzężonych w zglę

dem n ie j  p ro sty ch  pęku śred n ic  sprzężonych F(m ,n.

Mamy więc do cz y n ien ia  z dwiema pow ierzchniam i s to p n ia  d ru g ie

go k tó re  p o sia d a ją  wspólny, c y k lic z n y  pęk p łaszczy zn  sp rzężo 

nych. J e s t  o czy w iste , że zjednoczone p łaszczyzny teg o  pęku są  

płaszczyznam i stycznym i do obydwu pow ierzchni r  i f .

Wnosimy w ięc, że i s t n i e ją  dwie różne,w sp óln iei sty czn e do po

w ierzch n i f  i  F  p łaszczyzn y, a co za tym id z ie ,  że pow ierzch

n ie  Y  i P  p rz e n ik a ją  s i ę  w zdegenerowanej do dwóch stożkowych 
krzywej s to p n ia  czw artego .

Udowodniliśmy w ięc, że rzutem w kierunku w na pow ierzchnię P  
2

stożkow ej s mogą byc ty lk o  dwie stożkowe.

J e ż e l i  d la  je d n e j z n ich  u sta lim y  3 punkty ja k  wyżej 1 ,2 ,3 )  -  

stożkowa taka musi być id en tyczn a z stożkową p rzek ro ju  pow ierz

ch n i r  p łaszczyzn ą = 1 2 3 , gdyż w t e j  samej p ła sz cz y ź n ie  mo

że le ż e ć  ty lk o  jedna stożkowa p rzek ro ju  danej pow ierzchni s to p 
n ia  dru giego .

_2
Dowiedliśmy w te n  sposób, że krzywą c można traktow ać ja k o

rz u t w kierunku w na pow ierzchnię P  współogniskowej z o k rę -
2 2 giem c stożkow ej s .
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2
Ponieważ d la  krzywej s p rz y ję to  dowolnie t r ó jk ę  punktów, z

rozważań powyższych wynika tw ie rd z e n ie :
2D la dowolnie p r z y ję te j stożkow ej s  współogniskowej i  w sp ół-

płaszczyznow ej z podstawą sto żk a  obrotowego i s t n i e je  tak a  stofr- 
_2

kowa c le ż ą ca  na tym stożk u , k tó r e j rzutem normalnym na pła-
2

szczyznę podstawy j e s t  s .
2

Łatwo przy tym zauważyć, że j e ż e l i  s j e s t  krzywą n ie z d e g e -
2

nerowaną, i s t n i e ć  będą dwie stożkowe c sym etrycznie położo

ne względem p łaszczyzny p rzechod zącej przez w ierzchołek s to ż 

ka p rostop ad le do je g o  o s i .  Rozumowanie powyższe przeprowadzo

no d la  dowolnie wybranych 3 spośród 6 punktów p r z e b ic ia  powierz

ch n i r  prostym i rzu tu jący m i punkty 1 2 % 3 '  stożkow ej s 2 . 

J e ż e l i  uwzględnimy, że i l o ś ć  różnych t r ó je k  utworzonych z 6 

elementów wynosi 8, dochodzimy do m ożliw ości otrzymana w ogó l

nym przypadku ośmiu stożkowych leżących  na powierzchni F ,  t a 

k ich  których  rz u ty  przechodzą przez t r ó jk ę  zadanych punktów 1 

2 ' ,  3 ' i  p o s ia d a ją  wspólne ognisko P w środku podstawy s to ż 

ka r .

Ponieważ na skutek s y m e tr ii  odpowiednie pary stożkowych wyzna

c z a ją  te  same rz u ty  otrzymujemy, że różnych rzutów b ęd z ie  ogól

n ie  l i c z ą c  4 ,  to  znaczy i s t n i e ć  będą c z te r y  różne stożkowe o - 
określon e ogniskiem  i  t r ó jk ą  punktów.

Przeprowadźmy a n a liz ę  przypadków szczeg óln y ch .

a ) Dwa dane punkty są  w spółliniow e z ogniskiem -  t r z e c i  dowol

ny ( r y s .  4 ) .

2 rozw ażania ta k ie g o  przypadku wynika, że jed yn ie p ła sz cz y z 
ny 123 i  123 p rz e c in a ją  pow ierzchnię stożkową w stożkowyoh n ie -  

zdegenerowanych, a zatem je d y n ie  dwie stożkowe niezdegenerow a- 

ne można skonstruow ać tak  aby p rzech o d ziły  przez punkty 1 * ,  2 '  

3t  a punkt P b y ł d la  n ich  ogniskiem .
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P rzy jm u jąc, że d la  stożkow ej zdegenerowanej do p o s ta c i  dwóoh 
p rosty ch  każdą p ro s tą  przechodzącą przez punkt p r z e c ię c ia  uwa

żać będziemy za sty cz n ą  do 

t e j  stożkow ej podać moż

na ja k o  d a lsze  ro zw iązanie  

parę prostych  2 'p  i  1 '3 ' • 
Zgodnie z powyższym okre

ślen iem  bowiem można rozu 

m ieć, że para p ro sty ch  i -  

zotropowych j e s t  parą pro
s ty ch  stycznych do s to żk o 

wej zdegenerow anejr k tó rą  

tw orzą p ro s te  2 'p  i  i '  3*  

przynależne ido, zadanych 

trz e c h  punktów.

Wniosek powyższy wiąże s i ę  z in t e r p r e t a c ją  p rzestrzen n ą  rozwa

żanej k o n s tr u k c ji  ponieważ w przypadku gdy punkty 1 * 3 i F s ą  
w sp ółlin iow e, p łaszczyzny 1 2 3  i  1 2 3 p r z e c in a ją  powierz -  

ch n ię  stożkową TiW itw orzących.N ależy jed nak p o d k re ś lić ,ż e  prze
prowadzone wyżej rozumowanie n ie  da s i ę  t u t a j  powtórzyć w sen
s ie  dosłownym gdyż n ie  i s t n i e je  k o lin e a o ja  ¡p rz e k s z ta łc a ją c ą  

stożkową zdegenerowaną na niezdegenerow aną.

b ) Trzy dane punkty 1 2 ' ,  3 # są  w spółliniow e ( r y s .  5 ) t

Rozważana stożkowa j e s t  wówczas zdegenerowana, przy czym 

stanow i j ą  jed na ty lk o  p ro sta  1 ' ,  2 ' ,  3 '  [ 2 ] ,

Tylko w takim  przypadku można zgodnie z d e f i n i c ją  ogniska uwa

żać parę p rostych  izotropow ych o w ierzchołku F za parę pro

s ty ch  stycznych do stożkow ej zdegensrowanej p rzy n ależn e j do i '

2 3 ' »  Podobnie ja k  w przypadku a )  można te ż  w id zieć pewną a -  

n a lo g ię  w in t e r p r e t a c j i  p rz e s trz e n n e j (p rzez  zrzutow anie na po
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w ierzch n ię  P  punktów i ' ,  2 ' ,  3 '  otrzymujemy dokładnie je d n ą  

h ip e rb o lę )  z uwzględnieniem jednak poruszonych wyżej z a s tr z e 

żeń.

Wyczerpując w szy stk ie  

przypadki stożkowych 

zdegenerowanych n a le 
żałoby  je sz cz e  wspom

n ie ć  o tak obranych 

założeniach,w  k tóry ch  

t r ó jk a  danych punktów 

1 2 ' ,  3 ' j e s t  w sp ói-

lin iow a z punktem P . 

( r y s .  6 ).

Z ałożenie ta k ie  n ie  

p recy zu je  stożkow ej 

jed noznacznie gdyż jak 

wynika to  z uwag powyż

szych n ie  ty lk o  sama 
p ro sta  1 2 ' ,  3 ,  p , 

a le  i  każda inna pro
s ta  przynależna do P 

wraz z p ro stą  1 2 '  

3 ' t P przedstaw iać 

mogą tak ą  zd egenero- 

waną stożkową, k tó ra  

sp e łn ia  warunki kon

s t r u k c j i .

Na końcu zwróćmy uwa

gę na możliwość z a s to - 

sowania analogie znych 

rozważań w przypadku
Rys. 6
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gdy stożkowa określon a j e s t  t r ó jk ą  dowolnych punktów i  dowol

nym pękiem p rostych  sprzężonych.

Przykład  t a k i  przedstaw iono na r y s .  7 .

Rys. 7

Jak o  utwór pomocniczy warto rozważyć w tym przypadku stożek j 

nieobrotow y o podstaw ie w p o s ta c i koła i  spodku w ysokości z je d - 

inoczonym z środkiem pęku.
K o n stru k cję  r e a l iz u je  s ię  przez w ykorzystanie związku k o lin e a -  

c j i  środkowej łą c z ą c e j szukaną krzywą z kołem podstawy s t o ż -  

ka r  .

Środkiem t e j  k o l in e a c ji  j e s t  środek pęku p rosty ch  sprzężonych. 
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KOHCTPyKUUH KPKBCirl BTUPOro riOPjJJlKA (XIPEflEJIEHHCil 
3 - mh T04KAKH K 4-OKyCOM

F e  3 n m e

3  paOOTe n p e jC T a B s e n o  npaKTmiecKyu kohcTp y kukjo KpuBofi b t o -  

p c r o  nopaflKa 3aaaHHofl 3 - mh ToiiKamt u (pcKycoM. KoHCTpyKuwH ocho- 

BBHa Ha HeKOTopax CBOiicTBax; KOHyca B pau e hmh•

CONSTRUCTION OP A SECOND ORDER CURVE 
DEFINED BY THREE POINTS AND THE FOCUS

S u m m a r y

On th e b a s is  o f a r ig h t  c i r c u la r  cones p rop erty  i s  a p ra c

t i c a l  c o n s tru c tio n  o f a co n ic  definded by th re e  p o in ts and f o 
cus d iscu sse d .


