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KONSTRUKCIA KRZYWEJ STOPNIA DRUGIEGO
OKRESLONE] TRZEMA PUNKTAMI | OGNISKIEM

Uwzgledniajagc zasadniczg wtasnos$¢ ogniska krzywej stopnia dru-
giego jako srodka inwolucyjnego cyklicznego peku prostych sprze-
zonych wzgledem tej krzywej przewidzie¢ mozna, ze zagadnienie
konstrukcji stozkowej o danym ognisku, przechodzacej przez 3 da-
ne punkty posiada¢ bedzie 4 lub O rzeczywistych rozwigzan.

Jest to bowiem przykiad okresSlenia krzywej stopnia drugiego
trzema punktami i dwiema stycznymi (te ostatnie stanowig w tym
przypadku proste izotropowe jako proste podwojne peku cyklicz-
nego [i].

Zasade konstrukcji wygodnie jest wyprowadzi¢ z nastepujacego
dowodu znanego twierdzenia:

Spodek wysokos$ci stozka obrotowego (rys. 1) jest ogniskiem
prostokgtnego rzutu na ptaszczyzne podstawy dowolnego niezde-
generowanego przekroju tego stozka.

W dowodzie rozwazmy cykliczny pek ptaszczyzny, ee= 0 o0s5si,
w,zjednoczonej z osig dowolnego stozka obrotowego T (rys. 1).

Nietrudno zauwazy¢, ze pek w (y ,VW...) bedacy inwolucyjnym
pekiem ptaszczyzn sprzezonych wzgledem stozka T mozna otrzymac
przez rzut z wierzchotka W inwolucyjnego peku $rednic sprze-
zonych S(m ,n...) podstawy 02 stozka T.

Zachodzi wiegc:

W [Vete) ¥ s(mn. e
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Wprowadzmy dowolng ptaszczyzne f tnacg stozek P w stozkowej 5 ,
a pek w?u,-)?...) w peku prostych S(m,n.

Jest oczywiste, ze pek S(m,n...) bedzie inwolucyjnym pekiem pro-

2
stych sprzezonych wzgledem stozkowej T gdyzs

o m W
S(m,n...) w(",V eee) A~ S(m,n...)

przy jednocznesnej perspektywicznosci o Srodku W stozkowych
2 . -
c I c *

t
Dokonujac rzutu prostokgtnego peku S(m,n...) oraz stozkowej

o na ptaszczyzne podstawy stozka otrzymujemy pek S(mihi..) s
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2
=t!IS(m,n...) oraz stozkowg ¢ , przy czym wobec zachowania per-

spektywicznosci z srodkiem rzutu prostokgtnego N~ ukladow
pek S(m ,n,...) stanowié¢ bedzie cykliczny pek prostych sprzezo-
nych wzgledlezm stozkowej ¢ 2, czyli punkt S bedzie ogniskiem
krzywej T co byto do udowodnienia.
W dalszym ciggu zauwazmy na rys. 1,, ze krzywe ¢ i ¢ pozo-
stajg w zwigzku kolineacji srodkowej, ktorego osig jest prosta
hip, a $rodkiem rzut wierzchotka W- punkt P.

Zwigzek ten moze stanowi¢ podstawe konstrukcji krzywej c#2
wowczas gdy znana jest krzywa o2 - podstawa stozka T.

)

o Srodku P, sposob skonstruowania stozkowej o ognisku P, przy-

Poniewaz jednak jako krzywa 02 mozemy przyja¢ dowolny okrazgX

naleznej do trzech danych punktéow i', 2', 3' przedstawia sie na-

stepujaco;; (rys. 2)

1. Wyznacza sie okrag 02 o srodku P przechodzgcy przez je-
den z danych punktow np. punkt 1'e

2. Trdjce punktéw [|',2 "', 3' przyporzadkowuje sie, traktujgc punkt
P jako Srodek kolineacji, tréojke punktow okregu 1°,20,3°. W
konstrukcji tej z par punktéw przeciecia okregu promienia-
mi kolineacji wybiera sie po jednym dowolnie. Tg droga otrzy-
muje sie jedno rozwigzanie - dalsze rozwigzania powstang przy
innym wyborze punktow z poszczegélnych par.

3. Konstruuje sie 0$ kolineacji t, przy pomocy ktdrej oraz Srod-
ka kolineacji P wyznacza sie dowolnie wiele punktow Kkrzy-
wej 012 jako punktow odpowiadajacych poszczegélnym punktom'
okregu c

Y)

Krzywg tg moze by¢ ogdlniej dowolna stozkowa o ognisku P. Ze
wzgledow praktycznych wygodniej jest rozwazy¢ ojpag. Zgodnie,
zrys. 1 dowolne przyjecie promienia w okregu c determinuje
jedynie potozenie ptaszczyzny 3t, a w $lad za tym potozenie pro-
stej h” nie naruszajgc jednak omoéwionych wyzej zwigzkow.
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Warto przy tym zaznaczy¢, ze dzieki wiltasnosciom okregu -
t

0$
bedzie kierunkiem symetrii prostokatnej stozkowej c1 . W
rezultacie znana jest bezposSrednio prosta, na ktorej
drugie ognisko tej stozkowej.
P i prostopadta do tX)

lezy
Jest nig prosta przynalezna do

Rozpatrzmy z kolei ilo$§¢ rzeczywistych rozwigzan omawianego za-

gadnienia w poszczegélnych przypadkach.W tym celu przeprowadz-
my nastepujgce rozumowanie:

rozwazan powyzszych wynika, ze dla danego ogniska P Kkrzy-
wej stopnia drugiego i znanego kierunku osi do okreélenia tej
krzywej wystarczy poda¢ dwa jej punkty - wowczas bowiem moz-
na natychmiast wyznaczy¢ o$ kolineacji wigzacej te krzywa
dowolnym wspotogniskowym okregiem.
Podobnie jak w rozpatrywanym ogélnym przypadku wystgpic tu
moga 4 rozwigzania.

z



Konstrukcja krzywej stopnia drugiego.. 283

Niech dana bedzie niewspotliniowa ‘tréjka punktow ', 2' 3*
(rys. 3) i ognisko F Kkrzywej stopnia drugiego. Obierzmy do-
wolny okrag c2 o $rodku P, dla ugroszczenia przynalezny do
jednego z powyzszych punktéw np. c¢ e 1'e Utwoérzmy obrotowg po-
wierzehnie stozkowg T o0 kierujgcej w postaci okregu c¢ i wierz-
chotku W przyjetym na dowolnej wysokos$ci. Dokonajmy rzutu row-
nolegtego w kierunku w* PN na powierzchnie stozkowg T punk-

tow 1', 2', 3'.

Rys. 3

Sposréd tak uzyskanych par punktow 1,1, 2,2, 3,3 wybieramy punk-
ty np. 1,2,3 i rozwazamy okres$long przez nie ptaszczyzne ¢.Woz-
na udowodnié, ze krzywa ¢ , w ktdrej ptaszczyzna & przecina
powierzchnie T stanowi rzut na te powierzchnie w Kierunku w
krzywej wyjsciowej s2 tj. tej,ktérg okresla ognisko P i trdj-

ka punktow 1°', 2', 3'.
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Wystarczy w tym celu przeprowadzi¢ nastepujgce rozumowanie:
Powierzchnig rzutujaca krzywa 52 w kierunku w jest powierz-
chnia walcowa Y o tworzacych réwnolegtych do w.

Kierujagce powierzchni Y i T sa zgodnie z zatozeniem konstrukcji
wspoétogniskowe (Srodek okregu 02 jest ogniskiem krzywej 52).
Rozwazny pek ptaszczyzn o osi w sprzezonych wzgledem powierz-
chni stozka 17« Jest oczywiste, ze pek ten bedzie réwniez pe-
kiem ptaszczyzn sprzezonych wzgledem powierzchni walcowej Y
gdyz pek ten i powierzchnia W powstaty z rzutu réwnolegtego w
kierunku osi w zarowno stozkowej 52 jak i sprzezonych wzgle-
dem niej prostych peku $rednic sprzezonych F(m,n.

Mamy wiec do czynienia z dwiema powierzchniami stopnia drugie-
go ktére posiadaja wspdlny, cykliczny pek ptaszczyzn sprzezo-
nych. Jest oczywiste, ze zjednoczone ptaszczyzny tego peku sg
ptaszczyznami stycznymi do obydwu powierzchnir if .

Wnosimy wiec, ze istniejg dwie rézne,wspédlniei styczne do po-
wierzchni f i F ptaszczyzny, a co za tym idzie, ze powierzch-
nie Y iP przenikajg sie¢ w zdegenerowanej do dwdch stozkowych
krzywej stopnia czwartego.

UdowodniliSmy wiec, ze rzutem w kierunku w na powierzchnie P
stozkowej 52 moga byc tylko dwie stozkowe.

Jezeli dla jednej z nich ustalimy 3 punkty jak wyzej 1,2,3) -
stozkowa taka musi by¢ identyczna z stozkowg przekroju powierz-
chnir ptaszczyzng = 12 3, gdyz wtej samej ptaszczyznie no
ze leze¢ tylko jedna stozkowa przekroju danej powierzchni stop-
nia drugiego.

DowiedliSmy w ten sposOb, Zze krzywa 62 mozna traktowac¢ jako
rzut w kierunku w na powierzchnie P wspdétogniskowej z okre-

giem 02 stozkowej 52
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Poniewaz dla krzywej 32 przyjeto dowolnie tréjke punktow, z
rozwazan powyzszych wynika twierdzenie:

Dla dowolnie przyjetej stozkowej 52 wspoétogniskowej i wspot-
ptaszczyznowej z podstawg stozka obrotowego istnieje taka stofr-
kowa tz lezgca na tym stozku, ktdérej rzutem normalnym na pta-
szczyzne podstawy jest 32.

tatwo przy tym zauwazy¢, ze jezeli 32 jest krzywg niezdege-
nerowang, istnie¢ bedg dwie stozkowe ¢ symetrycznie potozo-
ne wzgledem ptaszczyzny przechodzacej przez wierzchotek stoz-
ka prostopadle do jego osi. Rozumowanie powyzsze przeprowadzo-
no dla dowolnie wybranych 3 spos$réod 6 punktéw przebicia powierz-
chnir prostymi rzutujgcymi punkty 1 2 % 3' stozkowej s2.
Jezeli uwzglednimy, ze ilo$¢ roznych trdjek utworzonych z 6
elementéw wynosi 8, dochodzimy do mozliwosci otrzymana w ogol-
nym przypadku o$miu stozkowych lezgcych na powierzchni F, ta-
kich ktérych rzuty przechodzg przez trdjke zadanych punktow 1
2', 3' i posiadajg wspolne ognisko P w $rodku podstawy stoz-
ka I .

Poniewaz na skutek symetrii odpowiednie pary stozkowych wyzna-
czajg te same rzuty otrzymujemy, ze réznych rzutdw bedzie ogél-
nie liczac 4, to znaczy istnie¢ bedg cztery ro6zne stozkowe o-
okre$lone ogniskiem i tréojkag punktéw.

PrzeprowadZzmy analize przypadkéw szczegolnych.

a) Dwa dane punkty sa wspoétliniowe z ogniskiem - trzeci dowol-

ny (rys. 4).

2 rozwazania takiego przypadku wynika, ze jedynie ptaszczyz-
ny 123 i 123 przecinajg powierzchnie stozkowg w stozkowyoh nie-
zdegenerowanych, a zatem jedynie dwie stozkowe niezdegenerowa-
ne mozna skonstruowaé¢ tak aby przechodzity przez punkty 1*, 2°

3t a punkt P byt dla nich ogniskiem.
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Przyjmujac, ze dla stozkowej zdegenerowanej do postaci dwdoh

prostych kazdg prostg przechodzgcg przez punkt przeciecia uwa-
zat¢ bedziemy za styczng do
tej stozkowej podaé moz-
na jako dalsze rozwigzanie
pare prostych2'p i 1'3'e
Zgodnie z powyzszym okre-
Sleniem bowiem mozna rozu-
mieé¢, ze para prostych i-
zotropowych jest para pro-
stych stycznych do stozko-
wej zdegenerowanejr Kktorg
tworzg proste 2'p i i 3*
przynalezne ido, =zadanych

trzech punktéw.

Whniosek powyzszy wigze sie z interpretacjg przestrzenng rozwa-
zanej konstrukcji poniewaz w przypadku gdy punkty 1*3i F sa
wspotliniowe, ptaszczyzny 123 i 12 3 przecinajg powierz -
chnie stozkowg TiWitworzacych.Nalezy jednak podkresli¢,ze prze-
prowadzone wyzej rozumowanie nie da sie tutaj powtdrzy¢ w sen-
sie dostownym gdyz nie istnieje kolineaoja jprzeksztatcajgca

stozkowg zdegenerowang na niezdegenerowang.
b) Trzy dane punkty 1 2", 3# sg wspotliniowe (rys. 5)t

Rozwazana stozkowa jest wOwczas zdegenerowana, przy czym
stanowi ja jedna tylko prosta 1', 2", 3' [2],
Tylko w takim przypadku mozna zgodnie z definicja ogniska uwa-
za¢ pare prostych izotropowych o wierzchotku F za pare pro-
stych stycznych do stozkowej zdegensrowanej przynaleznej do i
2 3 '» Podobnie jak w przypadku a) mozna tez widzie¢ pewng a-

nalogie winterpretacji przestrzennej (przez zrzutowanie na po-
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wierzchnie P punktow i', 2', 3' otrzymujemy doktadnie jedng

hiperbole) z uwzglednieniem jednak poruszonych wyzej zastrze-

zen.
Wyczerpujac wszystkie
przypadki stozkowych
zdegenerowanych nale-
zatoby jeszcze wspom-
nie¢ o tak obranych
zatozeniach,w Kktérych
trojka danych punktéw
1 2", 3'jest wspoi-
liniowa z punktem P.
(rys. 6).
Zalozenie takie nie
precyzuje stozkowej
jednoznacznie gdyz jak
wynika to z uwag powyz-
szych nie tylko sama
prosta 1 2°, 3, p,
ale i kazda inna pro-
sta przynalezna do P
wraz z prostg 1 2°
3't P przedstawiac
moga taka zdegenero-
wang stozkowa, ktéra
spetnia warunki kon-
strukcji.
Na koncu zwréémy uwa-
ge na mozliwosé zasto-
sowania analogie znych
rozwazan w przypadku

Rys. 6



288 St. Ochonski, M Palej

gdy stozkowa okres$lona jest trojkg dowolnych punktéw i dowol-
nym pekiem prostych sprzezonych.

Przyktad taki przedstawiono na rys. 7.

Rys. 7

Jako utwoOr pomocniczy warto rozwazy¢ w tym przypadku stozek]j
nieobrotowy o podstawie w postaci kota i spodku wysokosci zjed-
inoczonym z S$rodkiem peku.

Konstrukcje realizuje sie przez wykorzystanie zwigzku kolinea-
cji srodkowej taczgcej szukang krzywag z kotem podstawy stoz-
kar .

Srodkiem tej kolineacji jest $rodek peku prostych sprzezonych.
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KOHCTPYKUUH KPKBCirl BTUPOTro riOPjJIKA (XIPEfIEJIEHHCIl
3-mh TO4KAKH K 4-OKyCOM

Fe 3 n me

3 paOOTe npejCTaBseno npaKTmiecKyu kohcTpykukjo KpuBofi bto-
pcro nopaflKa 3aaaHHofl 3-mh ToiiKamt u (pcKycoM. KoHCTpyKuwH ocho-
BBHa Ha HeKOTopax CBOiicTBax; KOHyca Bpauehmhe

CONSTRUCTION OP A SECOND ORDER CURVE
DEFINED BY THREE POINTS AND THE FOCUS

Summary

On the basis of a right circular cones property is a prac-
tical construction of a conic definded by three points and fo-

cus discussed.



