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WARUNKI PRZYNALEŻNOŚCI DZIEWIĘCIU PUNKTÓiY DO KWADRYKI

V/ artyloile rozwiązano zagadnienie dotyczące ustalenia warun­
ków koniecznych i wystarczających dla jednoznacznego skonstruo­
wania kwadryki wy-naczonej przez dziewięć punktów przestrzeni 
P3.

1.1. Warunek nie przynależności 9 punktów do krzywej przestrzen­
nej rzędu 4 gatunku I

4
Dwie różne powierzchnie stopnia 2 mają wspólną krzywą k 

przestrzenną rzędu 4 gatunku I. Krzywa ta jest podstawową pęku 
powierzchni. Przez każdy punkt przestrzeni nie leżący na krzy­
wej k^ przechodzi jedna powierzchnia tego pęku. Krzywa skoś­
na rzędu 4 gat. I może degenerować się do:

1 - krzywej skośnej rzędu 3 i jej dwusiecznej;,
2 - dwóch stożkowych położonych w przestrzeni w ten sposób, że

mają dwa punkty wspólne;
3 - stożkowej i 2 prostych;
4 - czterech prostych.

Z powyższego wynika, tę dziewięć punktów danych dowolnie w 
przestrzeni nie może leżeć na krzywej skośnej rzędu 4 gat. I 
niezdegenerowanej lub zdgenerowane j. Przed przystąpieniem do 
konstrukcji kwadryki musimy sprawdzić czy powyższe nie zacho­
dzi.
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Przypadek 1. Dla krzywej przestrzennej rzędu 4 gat. I nie- 
zdegenerowanej.

Niech dane będą punkty Ai ... A^. Przez dowolną szóstkę 
punktów np. A1 ...Ag poprowadźmy krzywą skośną rzędu 3» a 
przez punkt A^ dwusieczną tej krzywe j. Uzyska li śiąy w ten spo­
sób zdegenerowaną krzywą skośną rzędu 4 gat. I, która np. z 
punktem AQ określa jednoznacznie kwadrykę skośną.
Kwadrykę tę skonstruujemy w sposób następujący; przez punkt Ag 
prowadzimy drugą dwusieczną tej krzywej skośnej rzędu 3, a na­
stępnie przez punkty A^.Ag i A^ proste przecinające skonstruo-i 
wane dwusieczne. Jeśli przez inną szóstkę punktów np. A^« A^, 
A,, A^, kj, Ag poprowadzimy drugą krzywą skośną rzędu 3 a przez 
punkty A^ i Ag dwie jej dwusieczne, po czym przez punkty A^? 
Ay i Ag proste przecinające te dwusieczne to otrzymamy drugą 
kwadrykę skośną.

Przez dziewiąty punkt Ag poprowadźmy dowolną płaszczyznę 
która przetnie obydwie kwadryki w stożkowych.
Jeżeli stożkowe te posiadają wspólny punkt Ag to dziewiątka 
rozważanych punktów A1, ... Ag leży na krzywej skośnej rzę­
du 4 gat. I przez którą przechodzi cały pęk powierzchni.
Jeżeli natomiast powyższe nie zachodzi wówczas przez rozważa­
ną dziewiątkę punktów przechodzi jedna i tylko jedna powierz­
chnia stopnia 2.

Przypadek 2. Dla krzywej przestrzennej rzędu 4 kat. I zde- 
generowanej.

W przypadku tym rozważymy:

a) warunek nie przynależności 8 punktów spośród danych dziewię­
ciu do krzywej skośnej rzędu 3,

b) warunek nie przynależności pięciu punktów spośród danych 
dziewięciu do płaszczyzny ci i dalszych czterech do płaszczyz­
ny y6.



Warunki przynależności dziewięciu punktów.

c) warunek nieprzynależności sześciu punktów spośród danych 
dziewięciu do płaszczyzny,

d) warunek nieprzynależności czterech punktów do prostej.

ad a)
Nieoh dane będą punkty ... AQ, ustalmy zestawy po osiem 

punktów spośród danych dziewięciu wg wzoru

91
S! (9 -8 ) !

a następnie zbadajmy, każdy z nich pod kątem nieprzynależno­
ści do krzywej skośnej rzędu 3 w oparciu o konstrukcję:
Dwa dowolne punkty np. A1 i A? obierzmy za wierzchołki powierz- 

2 2chni stożkowych § i V3 a następnie przez punkty te i np. 
punkty A^, A^, Aę, Ag poprowadźmy tworzące tych powierzchni 
(rys. 1).

Z kolei przetnijmy obie te powierzchnie płaszczyzną<pm A_, A.,
3 4

A_ 1 wyznaczmy ich stożkowe przekroju.5
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Z rysunku odczytamy, że stożkowe te posiadają cztery punkty 
wspólne, a mianowicie A^, A^, A^ i Ag * a"^j a zatem przez 
punkt Ag przechodzi jedna stożkowa k̂  a przez punkt Ag dru­
ga stożkowa ^ 2* przenikania tych dwóch powierzchni stoż­
kowych jest krzywa rzędu 4 gat. I degenerująca się do krzywej 
skośnej rzędu 3 i jej dwusiecznej q - A ^ .
W celu sprawdzenia czy punkt Ay leży na tej krzywej,a tym sa­
mym i na ohu powierzchniach wystarczy rozważyć płaszczyznę =» 
A^ą, która przecina powierzchnie stożkowe odpowiednio w two­
rzących t' i a oraz t" i q. W przypadku przynależności 
punktu Ay do krr.ywej rzędu 3 punkt przecięcia się tworzących 
t’ i t" zjednoczy się z punktem Ay. Podobnie przeprowadzimy 
konstrukcję w odniesieniu do punktu Ag.

Ad b) c) i d)

Wypadki te, jako elementarne do sprawdzenia,pozostawiamy bez 
bliższego omówienia.

1.2. Warunek nieprzynależności ośmiu punktów spośród dziewię­
ciu do ósemki stowarzyszonych

Dwie krzywe przestrzenne rzędu 4 gat. I leżące na jednej i 
tej samej kwadryce przecinają się w ośmiu punktach. Osiem pun­
któw, które są punktami przecięcia powierzchni stopnia 2 z krzy­
wą przestrzenną rzędu 4 gat. I na powierzchni tej nieleżącej, 
względnie punktami przecięcia trzech powierzchni stopnia 2 nie- 
przynaieżnych do jednego pęku powierzchni, tworzy grupę tzw. 
punktów stowarzyszonych.

Osiem punktów stowarzyszonych ma tę własność,że przez sześć 
spośród ośmiu przechodzi krzywa skośna rzędu 3, a dalsze dwa 
leżą na dwusiecznej tej krzywej.
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Jeżeli mamy dziewięć punktów dowolnie położonych w prze­
strzeni, to ustalmy zestawy po osiem punktów spośród tej dzie­
wiątki, których ilość wyliczymy ze wzoru (1).
Następnie badamy każdą ósemkę punktów czy stanowi "grupę sto­
warzyszoną” w oparciu o następującą konstrukcję*
Weźmy pod uwagę siedem punktów , A2 ... A^ spośród badanej 
ósemki. Dowolne pary punktów połączmy prostymi w ten sposób, 
aby proste te były skośnymi i oznaczmy jej

(rys.2)

Przez punkt A^ popro­
wadźmy dowolną prostą 

przecinającą prostą
ac , przez punkt A„ p ,b c-
prostą a2 przecinającą 
prostą przez punkt
A^ prostą a^ przecina­
jącą prostą 2 przez 
punkt A^ prostą prze­
cinającą prcstą a^ g, 
przez punkt A^. Prostą

Rys. 2 ac przecinającą prostąP
â  g Przez punkt Ag pro­

stą 8g przecinającą prostą Następnie przez punkt A^ po­
prowadźmy proste: a\ % ~ przecinającą â  i a2, a^ ^ przecina­
jącą proste a^ i a^, a^ g - przecinającą proste i ag.
Otrzymany tą drogą trójścian, którego wierzchołkiem jest punkt 
A^t a krawędziaim1 proste a' 2, a^ ^  a^ g (rys. 3).



Oznaczmy płaszczyzny
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oC-a3,4’ a5,6J

fi ~ a1,2* a5,6’

7 =  * 1 , 2 ’ *3,4*

a następnie wyznaczmy pun­
kty przebicia odpowied­
nich prostych z tymi pła­
szczyznami a mianowicie:

B1 ,2  ■ ‘* * 1 , 2 '

B3,4 -^3,4*

B5.6 •<fa5,6‘

Punkty B1<2,b3>4> 35>6
wyznaczają płaszczyznę ęp, 

która przecina płaszczyzny trójścianu odpowiednio w prostych
b1,2* b3,45 b5,6*

Rozważmy płaszczyzny $  ■ a.| 2, b1 2, >»> a^ ^ b^ ¿ i m

« a^ g, bj. g, które przecinają się w jednym punkcie.
Jeżeli punkt ten zjednoczy się z punktem Ag, wówczas rozważa­
na ósemka punktów stanowi grupę ośmiu punktów stowarzyszonych, 
przez które jak wiadomo przechodzi nieskończenie wiele krzy­
wych skośnych rzędu 4 gat, I.
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yCJIOBHH nPHHAflJIEJ'iHOCTK flEBHTk TOMEK flJIH KBAflPWKU 

P e 3 m m e

B pafiOTe aBTop ncjiaeT ycjioBHH Heo6xo;i,jiMbie u .aocTaTouHue w a  
npnHaiJie*H0CTn ;nebjitk Toqex k k b aspHKe, k b k h ananHB ycjiOBMłi 
XJI fl O*H03HBilHOrO nOCTpOeHHH 3T0ii KBBXPHKK.

CONDITIONS OF THE AFFILIATION OF NINE POINTS 
TO A PLANE OF THE SEC01© ORDER

S u m m a r y

In the paper the author gives the conditions that are neces­
sary and sufficient for the affiliation of nine points to a pla­
ne of the second order, analyzing these conditions for the une­
quivocal construction of such a plane.


