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KONSTRUKCJA KWADRYKI DLA DANYCH DZIEWIECIU JEJ FUNKT&Y

W artykule podano konstrukcje kwadryki dla danych dziewie-
ciu jej punktow w oparciu o korelacyjne wigzki, gdyz jak wia-
domo utworem dwoch korelacyjnych wigzek W< i (WA) o rbéznych
wierzchotkach W i Wy jest kwadrykafl].

Niechaj dane bedg punkty: A,B,C,D,E,F,G,H,l, (rys. 1), kto-
re nie przynalezag do krzywej przestrzennej rzedu 4 gat. I, jak

rowniez zadna 6semka nie przynalezy do ésemki stowarzyszonych,

Rys. 1
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a nastepnie zadna 6semka nie przynalezy do krzywej przestrzen-
nej rzedu 3, zadna pigtka do ptaszczyzny oC i jednoczes$nie dal-
sze cztery dD ptaszczyzny”, zadna széstka do ptaszczyznyi zad-
na czwérka do prostej.

Za wierzchotki korelacyjnych wigzek przyjmijmy dwa dowolne
punkty I - , G =Wy spos$rdd tej dziewigtki. Niech prostej
mg = WHE przyporzadkowana bedzie ptaszczyzna = WMAE,  wow-
czas prostej al a W.A przynaleznej do ptaszczyzny”™ przypo-
rzadkowana bedzie ptaszczyzna cCg m WQAE. Prostg a i pta-
szczyzne ¢ uwazac¢ bedziemy za elementy homologiczne wigzek
(W™ i (w2).

Widentyczny sposob powigzemy nastepne punkty a mianowicie:
prostej hg * WgH przyporzadkowana jest ptaszczyzna ~ « W"BH,
prostej b = W™B przynaleznej do ptaszczyzny » przyporzadko-
wana jest ptlaszczyzna /3g a WgBH, prostej fg * WgP przyporzad-
kowana jest ptaszczyzna * WACF, prostej ¢l * WC przynalez-
nej do ptaszczyzny przyporzgdkowana jest ptaszczyzna Jg »
WQgCP.

Zauwazmy, ze dla konstrukcji wyzej wymienionych homologicz-
nych elementéow al i ¢cCg, b i £g, ¢l i ~g wykorzystaliSmy o-
siem punktéw. Brakujgacg pare elementéw a mianowicie ci® i tfg
skonstruujemy wykorzystujac dziewiaty punkt D.

Ptaszczyznie V4§ “ a4D przyporzadkowana jest prosta n2 przy-
nalezna do ptaszczyzny cCg- Prostej d* = 'VD przynaleznej do
ptaszczyzny przyporzadkowana jest ptaszczyzna tfg = ngD.

Wykazalismy, ze dla dziewieciu punktow danych dowolnie w
przestrzeni ustalona zostata korelacja wigzek (V) i (W~?),kto-
rych utworem jest kwadryka.

Z kolei wykazemy, ze wierzchotki W i wp tych wigzek nie
Sgq wcale punktami charakterystycznymi kwadryki$

WeZzmy pod uwage dowolny punkt W= E tej kwadryki i wusta-
nowny pomiedzy wigzkam (Wg) i (W) taka korelacje aby utworem
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tych wigzek byta ta sama kwadryka # (rys. 2). Dwie dowolne

ptaszczyzny $2 172 winzki (M@ ~~Are nie przechodzg przez
punkty Wi W przetng dang kwadryke w dwoch stozkowych c-ic”.

Stozkowe te przechodzg przez punkty Wy i K, gdzie K> Ic®
jest punktem przeciecia prostej kg » y2 ¢*2 homologiczng pta-

szczyzna”™ * cldi* fliaszczyzna (> przechodzaca przez prostg WK



312 Jerzy te$

a nieprzechodzaca przez punkty i W przecina stozkowe c¢c°
i cgodpowiednio w punktach P i Q.Punkty K,C... stozkowej

Cy rzucone z punktow Wy i P i z prostej p = WP oraz punkty
K,D... stozkowej c¢g rzucone z punktow VMg i Qi z prostej g=

* WQ tworzg rzutowe peki:

Wgikg.WgC...) AP(pk,pc ...) Av(ag , pc...)

Wg(kgW2D...) A QQKQD ...) Ag(e ,gD..))

Prostej kg =~7g ig wigzki (Wg) przyporzadkowana jest pta-
szczyzna e = pq wigzki (W).

Dwie pary rzutowych pekéw?
fi2(kg,vgCeee)ap(§ ,pC««.) i Wy(kgD.«.) A q (¢, Q7 ee°)

wyznaczajg jedng i tylko jedna korelacje pomiedzy wigzkami (W)
i (Wg), ktérych utworem jest kwadrykaty przechodzaca przez
stozkowe Cj i ch.

Wykazemy, ze kwadryki $2 i ¥2 przechodzgce przez stozko-
we Cy i cg oraz przez punkt W- sg identyczne.

Dowolna p+asz<‘22yzn3 < przechodzaca przez punkty V\/1 i M prze-
cina kwadryki $ ity wtej samej stozkowej k™ = k~=k,gdyz
stozkowe te majg wspolny punkt W i cztery dalsze 1 i 2 oraz
3 i 4 lezace odpowiednio na stozkowych <c¢. i «c,, zatem punkt
W. kwadryki §2 lezy na kwadryce vp °

Niechaj bedzie dana wspdlna stozkowa obu kwadryk przecho-
dzgca przez punkty i \7 a nie przechodzgca przez punkt Wy
oraz dowolny punkt X lezgcy na jednej z kwadryk. Ptaszczyz-
na WYWy przecina kwadryki 2 i ty2 odpowiednio w stozkowych
cN i Cy, ktére przechodzg przez punkty i Wy oraz przez
punkty przeciecia stozkowych c¢®,, ¢ i Kk ptaszczyzng W™NWg.
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Poniewaz stozkowa ¢~ jest identyczna ze stozkowg Oy , wiec
punkt X kwadryki jest rowniez punktem kwadryki T2» czy-
li $2 .

Przecinajac korelacyjne wigzki (W7 i (Wg) dowolng ptaszczyz-
ng to nie przechodzacg przez punkty i Wg otrzymamy dwa u-
ktady ptaskie (co”) i (tOg) o wspodlnej ptaszczyznie podstawo-

wej (co). Elementami homologicznymi tych ukiladéw beda:

Al - a”io i ag =ccgiu, Bl = i bg “

Cj &c”™ i ¢g mygto, DI =d.tu i dg o <gto
Kazdemu punktowi uktadu (oi|) przyporzadkowana jest jedna
i tylko jedna prosta Xg w uktadzie (2). Prostej x = XWil
wiazki (W”) przyporzadkowana jest ptaszczyzna |g = wigzki
(Wg). Punkt X przeciecia prostej ptaszczyzng £g jest pun-

ktem kwadryki.. Kazdej prostej z™ ukitadu (cu,) przyporzadko-
wany jest jeden i tylko jeden punkt Zg w ukladzie (tOg).

Szeregowi punktéw (?1,Q"»~,...) przyporzagdkowany jest
pek prostych ~(p2,92fr2f...). Pekowi prostych (V) V (7~ p ,

W 7~ ...) przyporzadkowany jest pek ptaszczyzn Wgzg(WgPg,

NQN2* Y2 x Ne

Ptaszczyzna W™ przecina pek ptaszczyzn (WgZg) w peku
prostych (Z) ktoéry wraz z rzutowym do niego pekiem prostych
(W.j) tworzy stozkowg przekroju kwadryki ptaszczyzng

Prosta t~ = Sg taczaca wierzchotki korelacyjnych wigzek
MWL) i (Wg) przetnie ptaszczyzne w w punktach T1 = Sg.Punkto-
wi Tj zaliczonemu do uktadu (tOj) lub punktowi Sg =zaliczo-
nemu do uktadu (oig), przyporzadkowane bedg odpowiednio proste
tg w uktadzie (oig) i prosta 1 w uktadzie (<u?).

Plaszczyzny = 1IN 0 Tg = \2*2° P*3320" 21311' stycz-
nymi do kwadryki w jej punktach W~ i Wg.
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1. Kwadryki o punktach hiperbs$licznych, parabolicznych, elip-

tycznych i zdegenerowane

Rozwazny dwa rzutowe szeregi punktéw o wspdlnej podstawie
tg« Elementami homologicznymi tych szeregéw beda: 12,22%"2
oraz 1ig9,29,32 Kk't°re znajdziemy w sposdéb nastepujacy:

Ptaszczyzny £1 = t*"E( ~» mt"H ~ =t~ peku t1(fl <p|

przecinajg ptaszczyzne gw prostych peku fj(el
Proste peku T1 przetng prosta tg w punktach: 1g - ei*2*
29 - h.tg, 32 = tg. Pekowi prostych ($1) uktadu (a”) przy-

porzadkowany jest szereg punktéw tg(l1g,22,32,...) w uktadzie
(oig) *
Wiadomo, ze takie dwa rzutowe szeregi punktow o wspé6lnej pod-

stawie majg elementy zjednoczone.

a) rzeczywiste i rozne od siebie»
b) rzeczywiste i zjednoczone,

C) urojone sprzezone.

Rzucajgc szeregi tg(lg,29,39,,.) i tg(.1g,22,3 ...) z punktu
W2  otrzymamy dwa rzutowe peki prostych o wspdlnym wierzchot-
ku Wy przynalezne do ptaszczyzny stycznej tg * tgw2, ktére
majg rowniez elementy zjednoczone wymienione od a-c.

Analogiczne rozwazania przeprowadzi¢ mozemy w  odniesieniu
do ptaszczyzny stycznej w punkcie W~

Zatem: je$li kwadryka posiada w dwoéch réznych punktach i
Wy elementy zjednoczone wymienione pod a, b, c, to punkty te

sg odpowiednio:

1) punktami hiperbolicznyad,
2) punktami parabolioznymi,

3) punktami eliptycznymi.



Konstrukcja kwadryki dla danych dziewigciu.« 315

W przypadku gdy elementy homologiczne dwdch rzutowych pekéw pro-
stych (Wg) lub (W”) bedg pokrywaé sie, wowczas kwadryka dege-

neruje sie do dwoéch ptaszczyzn, a mianowicie do ptaszczyzn
r23v®2 1 "V V

Jezeli punkt rzeczywisty Wy lub kwadryki $ jest pun-
ktem:

1) hiperbolicznym,
2) parabolicznym,

3) eliptycznym,

a ptaszczyzna Tg wzglednie 6~ ptaszczyzng styczng w punkcie
W2 lub Wj. do kwadryki, to wdwczas kazda prosta rzeczywista
lezaca na ptaszczyznie |ITg lub 6™ i nie przechodzaca przez

punkt Wg§ lub WL jest w przypadku:

1) prostg sieczng,
2) prostg stycznag,
3) prostag zewnetrznag.

w odniesieniu do kwadryki $2,

Jezeli kwadryka posiada jeden rzeczywisty punkt 1) hiperbo-
liczny, 2) paraboliczny, 3) eliptyczny, to wéwczas wszystkie
rzeczywiste punkty tej kwadryki sag odpowiednio punktami hiper-
bolicznymi, parabolicznymi, eliptycznymi.

W przypadku 1 przez punkt np. Wy kwadryki przechodza dwie
rézne od siebie proste rzeczywiste (tworzace) p i q. Przez do-
wolny punkt rzeczywisty X kwadryki nie przynalezny do pro-
stych p i g prowadzimy ptaszczyzne X=> Xp i y = Xq.Ptaszczyz-
ny te przetng kwadryke w dwodch stozkowych i Cy, ktéore w
tym wypadku degeneiujg sie odpowiednio do dwéch prostych cx a
appi Cy = qgq. Punkt X lezy nastozkowychzdegenerowanych,
dlatego musi by¢ punktemprzeciecia sieprostych pi q.
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Zatem punkt X jest punktem hiperbolicznym kwadryki.

W przypadku 2) przez punkt np. M2 kwadryki przechodzg dwie
rzeczywiste proste (tworzace) p i g zjednoczone. Przez dowol-
ny punkt rzeczywisty X kwadryki nie przynalezny do prostych
p s q prowadzimy ptaszczyzny 3t= Xp i Y® Xq, ktore jednocza
sie. Stozkowe przekroju c”™ i c¢”™ rdéwniez zjednoczg sie na wspol-
nej ptaszczyznie a tym samym tworzace p i q zjednoczg sie na
wspo6lnej prostej p = q. Poniewaz punkt X lezy na zjednoczo-
nych stozkowych ¢~ i Oy, jest wiec punktem parabolicznym
kwadryki.

W przypadku 3) zakiadamy, ze np. punkt W kwadryki jest
punktem eliptycznym. Obieramy na kwadryce dowolny rzeczywisty
punkt X, gdyby punkt X byt punktem hiperbolicznym lub para-
bolicznym, to na podstawie powyzszych rozwazah punkt X musiat-
by by¢ punktem hiperbolicznym lub parabolicznym kwadryki. Po-
niewaz dochodzimy do sprzecznosci z zatlozeniem, wiec punkt X

jest punktem elipt_ cznym kwadryKki.

2. \Dalszy podziat kwadryk

Niechaj ptaszczyzna styczna Tg w punkcie T/ przecina kwa-
dryke w dwoéch zjednoczonych tworzacych p=q. Kazdy punkt pro-
stej p=q jest punktem stycznos$ci ptaszczyzny Tg z kwadryka.
Przez dowolny punkt X kwadryki nie przynalezny do prostej
p=q poprowadzmy ptaszczyzneX= Xp, ktéra przecina kwadryke w
stozkowej Y. . Stozkowa ¢~ degeneruje sie do dwoch prostych
pip. Tworzaca p przechodzaca przez punkt X przecina two-
rzacg p w punkcie S = pp. Obierzmy nastepnie dowolny punkt
Y kwadryki i poprowadZmy dwie ptaszczyznyoc= Yp i (3* Yp.Pila-
szczyzny te przetng kwadryke w stozkowych zdegenerowanych c¢c?, a
e pa, cN m pb. Poniewaz punkt wspdélny Y stozkowych ¢~ i c¢»
nie lezy na prostych pip, jest wiec punktem Y * ab.
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Z omoéwionego pod 1) przypadku wynika, ze ptaszczyzna abjest
styczna w punkcie Y do kwadryki, a z oméwionego pod 2) przy-
padku wynika, ze Y = ab jest punktem parabolicznym kwadry-
ki, dlatego proste a i b jednoczg sie¢ na prostej a=b.Proste
pi a przynalezag do ptaszczyzny oc a proste p i b do pta-
szczyzny (3, wiec proste p i a oraz pi b sg prostymi prze-
cinajacymi sie* Przeciecie wymienionych prostych jest mozliwe
jezeli prosta a = b przechodzi przez punkt S = pp.
WykazaliSmy, ze przez dowolny punkt Y kwadryki przechodzi two-
rzagca a = b = SY tej kwadryki. Stagd wnosimy, ze przez punkty
Y,Y1*.. kwadryki przechodzg tworzgce SY, SY”~... przecinajac sie

w jednym punkcie S.

Jesli S jest punktem witasciwym, wowczas kwadryka jest po-
wierzchnig stozkowg, jes$li S jest punktem niewtasciwym, kwa-
dryka jest powierzchnig walcowg. Powierzchnie stozkowe i wal-

cowe sgi kwadrykarai znieksztatconymi.
Poniewaz kazda ptaszczyzna £ styczna do kwadryki wjej punk-
cie rzeczywistym R przecina kwadryke w dwéch prostych  (two-

rzagcych) p i q, dlatego:

1) kwadryka o punktach hiperbolicznych posiada nieskoncze-
nie wiele prostych tworzacych rzeczywistych,
2) kwadryka o punktach eliptycznych nie posiada wcale zad-
nych prostych tworzgcych rzeczywistych.
Kwadryki te sa kwadrykami nieznieksztatconymi.
W przypadku 1) na ktérejkolwiek prostej tworzacej p lub q kwa-
dryki obierzmy szereg punktéw P.P~Pg,... lub QQ1,Q2» ... a na-
stepnie poprowadzmy w tych punktach ptaszczyzny styczne X,5tj,
lub eee do kwadryki. Ptaszczyzny te przetnag kwa-
dryke w prostych pp, ppl, pp2,... lub qqg,qgl,qq2teess Proste
np. p,p.,»P2 muszg by¢é prostymi sko$nymi. Gdyby ftp. p i ~prze-
cinaty sie w punkcie P, to ptaszczyzna WWjP * PP=»PP.,*3r-3Cj by-
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taby ptaszczyzng styczng w dwoch réznych punktach W = pp i

= pp® do kwadryki oraz przecinataby jg w trzech prostych
p, pi ™~ co jest niemozliwe.

W tym przypadku kwadryka jest kwadrykg prostokreslng skos-
ng.

W przypadku 2) kwadryka jest kwadryka krzywokre$ing.

Inny podziat kwadryk nieznieksztatconych otrzymamy jezeli
zbadamy ich potozenie wzgledem ptaszczyzny niewtasciwej oj°.

Dowolna ptaszczyzna £ w odniesieniu do kwadryki prosto-

kreslnej skosnej moze by¢ tylko;

a) ptaszczyzng sieczng,
b) ptaszczyzng styczng.

ptaszczyzna £ nie moze by¢ ptaszczyzng zewnetrzng,gdyz prze-
cina poszczegdlne tworzace tej kwadryki w punktach rzeczywi-
stych.

Jezeli ptaszczyzna niewtasSciwa a>°° jest w odniesieniu do kwa-
dryki prostokres$inej sko$nej ptaszczyzng;

a) sieczna,

b) styczng

to kwadryka jest odpowiednio;

a) hiperboloida jednopowtokowa,

b) paraboloidg hiperboliczng.

Dowolna ptaszczyzna £ w odniesieniu do kwadryki krzywokresl-
nej moze by¢;

a) ptaszczyzng sieczna,

b) ptaszczyzng styczng,

c) ptaszczyzng zewnetrzng.
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Jezeli ptaszczyzna niewtasciwa io°°jest w odniesieniu do kwa-

dryki krzywokres$lnej ptaszczyzng:

a) sieczna,
b) stycznag,

c) zewnetrzng

to kwadryka jest odpowiednio:
a) hiperboloidg dwupowtokowa,
b) paraboloidg eliptyczna,
c) elipsoidg.
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KOHJTPYHUK!} KBAfiPBifo JWR HAHUUX flIElIriTk BE TOIEK

Pe 3aue

3 paOO0Te asTop npesciauHJi KoHCTpyKiiHD RBajipsKK jwih aaHHMX
AeBHTM ee tohek, cnnpa«ci> Ha KoppeRHTHBHue cbhskh.
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THE CONSTRUCTION OP A PLANE OP THE SECOND ORDER
FOR ITS NUTS GIVEN POINTS

'Summary

In this paper the author describes the construction of a
plane of the second order, nine of its points being given, ba-

sing on the correlational pencils of straights and planes.



