
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 

S e r ia :  MATEMATYKA-FIZYKA z .  15

1970 

Nr k o l .  285

JÓZEF SZPILECKI 
K atedra F izyk i B

O PEWNYCH WŁASNOŚCIACH MACIERZOWEJ FUNKCJI WYKŁADNICZEJ

S t r e s z c z e n ie . W pracy przedyskutowano w przy
padku szeregu typów równań różniczkowych ma
cierzowych pierwszego rzędu i  różnych typów 
macierzy współczynników, własności m acierzo
wej fu n k c ji  w yk ładn icze j ,  wykorzystując częś
ciowo wyniki innych autorów, w ce lu  z a s to so 
wania do zagadnien ia  s ta teczn o śc i  rozw iązań.

1 .  Wstęp

W pracy "S ta teczność  układów impulsowych o zmiennych para
metrach" w celu  zbadania s ta te c z n o ś c i  rozwiązań pewnych macie
rzowych równań różniczkowych pierwszego rzędu rozpatrzono  włas
ności macierzowej fu n k c ji  wykładniczej d la  różnych typów tych  
równań, w k tórych  rozwiązaniu t a  funkcja  w ystępuje . Ze względu 
na dużą o b ję to ść  pracy , m a te r ia ł  j e j  podzielono i  zagadnienie  
to  opracowano w p o s ta c i  oddzie lnej p u b l ik a c j i .

Rozpatrywane zagadnienie nawiązuje do prac au to ra  0 ,  2^ w 
k tórych  rozpatrzono  równanie różniczkowe typu

dX/dt + P(t)X = 0 (1)
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gdzie:
P (t) s  (p. . ( t ) )  -  macierz kwadratowa n rzędu o elementachi  f £

będących funkcjami ciągłym i lub odcinkami ciągłym i o
skończonej l ic z b ie  n ie c ią g ło śc i 1 rodzaju,

X -  wektor-kolumna o elementach X„, . . .  X •1 n
Równanie (1) posiada rozwiązanie w postaci

V-  J  P (t)d t
X = e 0 .  C, (2)

gdzie elementy wektora-kolumny C wyznaczone są z warunków po
czątkowych

X i(°) = Xi> 0 , i  = 1 , 2 , . . .n  (3)

Według [3j] macierz P (t) powinna sp ełn iać warunek konieczny i  
dostateczny w postaci

- / P( t )dt )  -  I P (t)d t
e 0 P(t)  = P(t )  e (4)

J e s t  to  według [3 ] spełn ione w przypadku następujących macie
rzy:

1 . P( t )  = con st, (5)

2 . P ( t ) = A < p ( t ) ,  (6)

gdzie:
A -  macierz o elementach sta ły ch , kwadratowa n rzędu,
^p(t) -  funkcja skalarna, odcinkami c ią g ła .
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3 . P ( t )  = £  kk « ^ ( t ) ,  (?)
k

gdzie:
-  macierze o podobnych w łasnościach jak; macierz w (6) 

przemienne z sobą,
-  funkc ja  o podobnych w łasnościach  jak w ( 6) .

Do tych  przypadków można ze względu na własności fu n k c j i
K ( t ,  T^, T^+/|)  dodać ważny przypadek, rozpatrywany poprzednio
przez au to ra

P ( t )  = K ( t ,  T v  Tl+1) P1 ( t )  ( 8 )

gdzie :
P ^ ( t )  -  macierz kwadratowa n rzędu s t a ł a  lub w ogólnośc i o 

elementach będących funkcjami t  o podobnych w łas
nościach  ja k  funkcje  rozpatrywane w ( 6) i  ( 7 ) ,  więc 
s p e łn ia ją c a  warunek (4 ) .

Funkcja K ( t ,  T^, j e s t  równa jedności w p rz e d z ia le
zamkniętym <77^, » na zewnątrz zaś tego p rzedz ia łu  rów
na z e ru .

W os ta tn im  przypadku tw ie rd zen ie  j e s t  spełn ione, ze względu 
na własność fu n k c j i  K ( t ,  T^, ^ +^ ) t  mianowicie, że w przypad
ku tw orzen ia  ko le jnych  potęg macierzy P ( t )  w ro zw in ięc iu  funk- 

^ / p ( t ) d t
c j i  e w ystępują jed y n ie  pierwsze po tęg i fu n k c j i
K ( t ,  ‘C^, ponieważ iloczyny dwóch fu n k c j i ,  odnoszących
s ię  do różnych przedziałów , są równe zeru ,  potęgi zaś t e j  funk
c j i  są  równe j e j  samej.

Do podobnego rozw iązania prowadzą również równania o zmien
nych współczynnikach, zwane przywiedlnymi (4 -  10j .Równania t e  
j a k  wiadomo przy pomocy tra n s fo rm a c j i
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X = K(t)Y (9)

gdzie:
Y -  wektor-kolumna o nowych elementach niewiadomych, dadzą 

s ię  sprowadzić do postaci

gdzie:
A -  macierz s ta ła .

Według [8 , 1 l ] ,  aby równanie (1) było przywiedlne, potrzeba 
i  w ystarcza, by fundamentalny układ jego rozwiązań unormowany 
dla  t  = 0 , był przedstawiony w postaci

c ierz  A posiada postać Jordanowską. J e ś l i  rozwiązanie n ie  
je s t  unormowane, należy poprzednie wyrażenie pomnożyć przez ko
lumnę C w artości sta łych  (początkowych).

W szczegó ln ośc i j e ż e l i  macierz P(t )  j e s t  okresowa o okre
s ie  10 , według [7 ]  układ j e s t  przywiedlny przy pomocy macierzy 
K(t) okresowej o okresie <J, przy czym w [ 7 ]  podano dokładny 
sposób budowania obu macierzy K(t) i  A.

Równanie typu (2) j e s t  również użyteczne jako p rzyb liżen ie  
zerowe (lin iow e) w przypadku szerok iej klasy równań różniczko
wych n ielin iow ych typu [? , 10, 12^,

dY/dt + A Y = 0, (10)

X = K(t )eAt , ( 11 )

./J
przy czym det K(t) i  det K ( t )  są ograniczone d la  t > 0 ,  ma-
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d la  + . . .  + m >  1 ,.

gdzie : p 4( t ) ,  p ( t )  -  rzeczyw iste  c iąg łe  o g ra n i-
czone funkcje lub  odcinkami c ią g łe  o skończonej l i c z b i e  n ie c ią 
g ło ś c i  1 ro d za ju ,  określone d la  t  > 0  oraz s = 1 , . . .n .U k ł a d  
może być rozwiązany ja k  wynika z tw ie rd zen ia  Lapuńowa, j e ś l i
macierz posiada pojedyncze w a r to śc i  charakterystyczne i  =
= 1 , . . . n .

2 .  Pewne za leżnośc i  d la  macierzowej fu n k c j i  wykładniczej C4, 5 

6 . 9« 13, 14]

W pewnych przypadkach postać  fu n k c j i ,  k tó ra  j e s t  ok reś lona  
przy pomocy rozw in ięc ia

eA^  = E + (1 /1 ! )  A(t) + (1 /2 ! )  A ( t ) 2 + . . .  (13)

gdzie E -  macierz jednostkowa, 
j e s t  znana np.

, 0 I (14)

. 1 /

sh a t  , 0 \
ch a t  , Oj (15)

0 , 1 /
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O , ±a i  , O
t  j +a i  , O , O 

O , 0 , 0

ch a t , - i  sh a t , O \
= ( ł i  sh a t , ch a t , O 1( 1 6)

O , 0  , 1 1

J e ś l i

/ c o s  at t s in  a t \
A (t)  = (  ) (1?)

\  s in  a t  , cos a t /

wtedy przedstawiona j e s t  szeregiem F o u r ie ra ,  ponieważ
w rozw inięciu  funkc ji  (13) postać  ko le jnych  potęg macierzy A(t) 
j e s t  podobna, ty lk o  argument fu n k c j i  w n - t e j  potędze w zra s ta  
n -k ro tn ie .

J e ś l i  l ic z b ę  zespoloną przedstawimy w p o s ta c i  macierzowej 
[14, 15]

* = a * t  i  = [  a • . ( 1 • ° ) ,  0 • n
v-b  , a /  '  0 , 1 '  ' - 1 , 0 /

wtedy będzie miała podobną p o s ta ć ,  ponieważ

C I )  -  ♦ 1 b>° ( o i ) ł  iB (a ,łb >° ( , ° ; o )

(18)

(19)

W przypadku macierzy przyporządkowanej- kwanternionowi [ l7 ]

A -  (a  a a a ) -  ( + 1 *1 * "  *3 + * *2)  -  (a1 , a 2 , a 3 ,a4 ) ^  -  i  '

funkcja  eA zachowuje również podobną p o s ta ć .

(20)
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Również c h a ra k te r  macierzy A d iag o n a ln e j ,  guasid iagonalnej i
At r ó j k ą tn e j  n ie  u lęga  zmianie przy t ra n s fo rm a c j i  e .

W przypadku macierzy (8 ) otrzymujemy

oo p
8P = S  K ( t ,  T , ,  r ,  J  e 1 ( 21 )

1=1 '

U przypadku macierzy ( 6) ,  macierzowa funkcja  wykładnicza przed
staw iona j e s t  szeregiem potęgowym fu n k c ji  ^ ( t ) .  W przypadku, 
gdy funkc ja  t a  j e s t  trygonom etryczna, ze względu na j e d n o s t a j 
ną i  bezwzględną zbieżność szeregu współczynników otrzymany sze
reg  trygonometryczny j e s t  również bezwzględnie i  je d n o s ta jn ie  
zbieżny.

J e ś l i  macierz P s t a ł a  posiada w ar to śc i  charak terystyczne 
3Ĉ , k = 1 , . . . n  pojedyncze, więc w przedstawieniu Jordanowskim 
posiada postać

P = S [_%v  . . .  Xn]  S~1 , (22)

gdzie :
S -  n ieosobliw a (modalna) macierz p rzek sz ta łce n ia  kanonicz

nego, wtedy

eF = f (p )  = s  [ f U , ) , . . .  f(srn) ]  S_1 (23)

J e ś l i  w a r to śc i  charak te ry s tyczne  macierzy P są w ie lo k ro tn e ,  
c z y l i

p = s DfeCś)] S" 1 (24)
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gdzie :

ys) = Cy(̂ )..- y(£sJ

' » 0  , 0 , . . . .  O , O'
1 ^  » o , » . * .  O | o

(25)

wtedy

f  & > ( « ]  =

i  -  1 |  #• eD

. 0  i 0 f . .  0 , 1 t ^  J
t (26)

f ($)  , 0 
f ' ( £ )  . f (4 )  .
(1 /2 )  f "  (4) , f'(£) ,

0 9 • • • • 0 
0 y • • • • 0
f (§ )  , 0 . . .  0

( V ( i > - l ) ) f ^ “ 1k  ............. .........  f (£ )
(27)

otrzymujemy w ięc macierz trójk ątn ą . Natomiast

f(P) = S { f j y  ( £ , ) ] , . . .  f [ j ^  ( ^ ) ] }  S”1 (28)

Otrzymujemy więc macierz ąuasidiagonalną zbudowaną z macierzy 
trójkątnych .
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3» O bliczen ie  macierzowej fu n k c j i  wykładniczej d l a  pewnych t y 
pów macierzy

Można stosunkowo p ros to  przedyskutować w łasności m acierzo
wej fu n k c ji  w yk ładn icze j ,  w ykorzystując przeds taw ien ia  kano
niczne pewnych typów macierzy s ta ły c h .

Rozpatrzono nas tępu jące  przypadki jjTJ:

1 ) kwadratowej macierzy r z e c z y w is te j ,
2 ) o rtogonalne j macierzy r z e c z y w is te j ,
3) antysymetrycznej macierzy rzeczyw iste j ,
4) macierzy u n i ta rn e j  (ew entualnie u n ita rn e j  sym etryczne j) ,
5) zespolonej o r to g o n a ln e j ,
6) o rtogonalnej Hermita.

Wykorzystując tw ie rd z e n ia  o sprowadzeniu ic h  do p o s ta c i  Jo r 
danowskiej oraz tw ie rdzen ie  o utrzymywaniu charak teru  macierzy 
przy p rz e j ś c iu  od macierzy do macierzowej funkcji w ykładniczej 
t e j  macierzy w przypadku macierzy tró jk ą tn y c h ,  diagonalnych i  
ąuas id iagonalnych , można to  samo tw ie rd z ić  w przypadku 1 i  2 , 
ponieważ w przypadku 1 macierz kwadratową rzeczyw is tą  można 
p rzedstaw ić  przy pomocy nieosobliwego liniowego p r z e k s z ta łc e 
n ia  w p o s tac i  ąuas id iagona lne j  z rzeczywistymi kwadratowymi ma
cierzam i , . . .  A^, B^, . . .  na przekątnej głównej jjjfj
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gdzie:

3 \  &a t CC*)%
(30)

02 , E2 -  macierz zbudowana z zer i  macierz jednostkowa drugie
go rzędu

S

f -

B . =

\ o

(31)

Macierze A.. odpowiadają wielokrotnym zespolonym wartościom  
własnym, macierze -  rzeczywistym wielokrotnym, , które 
w szczególnym przypadku j e ś l i  w artości własne są pojedyncze 
sprowadzają s ię  do pierwszego elementu i  tworzą macierz diago
nalną. Macierz daje s ię  również sprowadzić do postaci prze
kątnej, przy wykorzystaniu za leżn ośc i

/ 1  , 0 \  / 0 , / e 1(C , 0 \

= 0Cj  ( 0 t , )  , 0) = ( o  , e“1* ' *  C32)

Przy potęgowaniu macierze A ., B. można traktować jak trójk ąt-
3 3

ne i  przy przejściu  do fu n k c j i  macierzowej wykładniczej ten  
charakter zo sta je  zachowany.
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Podobnie ma s ię  sprawa w przypadku 2, gdy dowolną m acierz 
ortogonalną  rzeczyw istą  można przy pomocy ortogonalnego n i e -  
osobliwego p rz e k s z ta łc e n ia  doprowadzić do p o s tac i  j l4 ,  19^

Ta m acierz ,  k tó ra  może być również napisana w postaci d iago
na lne j zespolonej zachowuje swój c h a ra k te r  przy p rz e jśc iu  do 
macierzowej funkc ji  w yk ładn icze j ,  "/ m iejsce poszczególnych pod- 
macierzy kwadratowych drugiego rzędu otrzymujemy m acierze , bę
dące szeregami F o u r ie ra .

Macierz przypadku ¡5 ] ,  k tó ra  posiada p rzedstaw ien ie  ą u a s i -  
diagonalne [6 , 14-, 20]

posiada macierze omówione już  poprzednio i  dające macierze w 
p o s ta c i  skończonej.
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Macierze przypadku 4 , 5 i  6 można potraktować razem, ponie
waż są one przedstaw ia lne  w p o s tac i  podobnej.

W przypadku b ogólne przedstaw ien ie  macierzy u n i ta rn e j  j e s t  
następujące (jSj

U = R el S , (35)

gdzie:
8 -  rzeczyw ista  macierz o rtogonalna ,
S -  macierz rzeczyw ista  symetryczna.

W przypadku gdy macierz j e s t  ponadto symetryczna, macierz R 
j e s t  jeanostkowa.

W przypadku 5 macierz zespoloną ortogonalną  można sprowadzić 
do p o s tac i  jjS]

0 = R elK (36)

gdzie:
R -  macierz rzeczyw ista  ortogonalna ,
K -  macierz rzeczyw ista  antysym etryczna.

W przypadku 6 , macierz Hermita o rtogonalną  można przedstaw ić 
w p o s ta c i  {joJ

G = I eiK, ( 3 7 )

gdzie:
I  -  macierz rzeczyw ista  symetryczna i  inw olucyjna,
K -  macierz rzeczyw ista  antysymetryczna, p rzes taw ia ln a  z I.  

J e ż e l i  macierz t a  j e s t  ponadto dodatnio  określona  w te
dy I = E.
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We w szystkich  przypadkach występuje tu macierz [4 , 13^

i  TCe = cos K + i  s in  K (38)

Można do n iej stosować tw ierdzenie M oivre'a. Spełn ia  ona rów
n ież zależność

(cos K + i  s in  K)n = cos nK + i  s in  nK (39)

J e ż e l i  macierze R i  K są przemienne ogólny wyraz macierzy e“
xK De można napisać w p o s ta c i  (1 /n ! )  R (cos nK i  s in  nK).

W ogólnym przypadku macierzy n ie  przemiennych ta k ie  przed
s taw ien ie  j e s t  niemożliwe. Przemienność j e s t  spełn iona w przy
padku macierzy u n i ta rn e j  symetrycznej oraz K macierzy rzeczy
w is te j  antysym etrycznej p rze s ta w ia ln e j  z I  (I  -  macierz syme- 
t ry cz n a  rzeczyw ista  i  inwolucyjna s p e łn ia ją c e  warunek I = E).

J e ż e l i  jedna  z macierzy R, S lub R, K j e s t  n ieosobliw a, wte
dy i s t n i e j e  możność przy pomocy nieosobliwego p rz e k sz ta łc e n ia  
liniowego równoczesnej d ia g o n a l iz a c j i  obu macierzy []6] .  Tak o- 
trzymana macierz d iagonalna  posiada na ogół elementy zespolone.

Można diagonalizować macierz Hermita przy pomocy p rzek sz ta ł
cen ia  u n ita rnego  i  macierz symetryczną rzeczyw istą  przy pomo
cy p rz e k s z ta łc e n ia  ortogonalnego, przy czym ic h  elementy są 
wtedy rz e c z y w is te .  Każda macierz u n i ta rn a  da je  s ię  przy pomocy 
p rz e k sz ta łc e n ia  u n i ta rn eg o ,  macierz zaś rzeczyw ista  o r to g o an l-  
na przy pomocy p r z e k s z ta łc e n ia  ortogonalnego doprowadzić do 
p o s ta c i  d iagonalnej z zespolonymi na ogół elementami.

J e ś l i  równocześnie p rz e k s z ta łc e n ie  do p o s tac i  d iagonalnej 
n ie  j e s t  możliwe można p r z e k s z ta łc ić  do t a k i e j  pos tac i  przynaj
mniej jedną  z macierzy.
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Razem można również potraktować macierze w przypadku

7 ) macierzy kwadratowej zespo lone j,
8 ) symetrycznej macierzy zespo lone j ,
9) zespolonej macierzy an tysym etrycznej,

1 0 ) zespolonej macierzy o r to g o n a ln e j .

W przypadku 7 dowolna kwadratowa macierz zespolona j e s t  po
dobna do symetrycznej [63

r ( p J  ( P J
= j  + S  , . . .

( pJ  W

gdzie E 1 -  macierz jednostkowa p^ rzędu ,

(40)

. (pi>
= (1/2 )

/O , 1 , 0 

1 , 0 , 1

0 , 0 , 0

0 , 0 , 0

/o , o , o 
■0 , 0 , 0

( i / 2 )

1 . 0 ,-1
10 , - 1  , 0

o , o , o 
0 , 0 , 0

1 . 0 , 1  
0 , 1 , 0  /

0 , 1 , 0  

1 , 0 ,-1

0 , 0 , 0  

0 , 0 , 0  /

(41)

( p ł )
Ponieważ jako  r e z u l t a t  mnożenia macierzy S przez s ie b ie
otrzymujemy przesuwanie s ię  Odpowiednich p rzek ą tn i  jedynek ku 
narożom, więc po p^ -  1 mnożeniach otrzymujemy macierz ze -
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rową, więc przy o b liczan iu  kole jnych potęg macierzy w rozw inię
ciu  macierzowej fu n k c j i  wykładniczej w szereg otrzymujemy d la  
elementu pi

Podobnie zachowuje s i ę  macierzowa funkcja  wykładnicza w przy
padku 8 symetrycznej macierzy zesp o lo n e j ,  która j e s t  o rtogonal
n ie  podobna do symetrycznej macierzy o normalnej p o s ta c i  s [ó ] .

W przypadku 9 zespolonej macierzy an tysym etrycznej, k tó ra
j e s t  (ze sp o le n ie )  o r togona ln ie  podobna do macierzy K o normal
nej p o s tac i  [6]]

I  -C.U <P" ,P,‘> KU ' r)1.= •< A-A*. 9 «• • t § • • • * *  ę

gdzie

K ^ = ( l / 2

(44)

( ^ ) ? i
(Pi)

+ O 1) s
(Pi) / i ' 1Ki  + . . .  + ( ^ ) s

( P i )



424 Jó z e f  S zp ileck i

oraz

0 . 1 , .
—1 , 0 , .

. 0  , 0

. 0  , 0

0 , 0 ,
0 , 0 ,

. .  i

. .  2 X0
2 \>
i

o «• O • . 0 , 1 i  , 2 X,Q , . .  0 0

0 , 0 , . . 1  , 0 2\  ’ i  * . .  0 0

0 , 0 , . . - i  , - 2X0 0 , - 1 , . .  0 0

0 , 0 , . • -2 1 , 0 , . .  0 0

- i  , - 2X, . . 0  , 0 0 , 0 , . .  0 -1

- 2^ - i  . • . 0  , 0 0 , 0 , . .  1 0

(4-5)

C qJ (P i)
macierze K jako  podobnie zbudowane do S p o s iad a ją  po
dobną w łasność . W przypadku macierzy K^P ,P  ̂ trudno j e s t  podać 
p ro s te  prawo tw orzen ia  wyższych potęg

Wreszcie w przypadku 10, macierzy dowolnej zespolonej o r to 
gona lne j,  k tó ra  j e s t  o r togona ln ie  podobna do macierzy o normal
nej p ostaci (63

%  (P V * 1 > ^ P n ’ ^  K» 1  Łl Ci { % )  KtqT> KU l )f • • • © f"6

( O
-e

}
(4-6)

gdzie t j  k ro tność  d z ie ln ik a  elementarnego \ +  1 , q. krotność 
elementarnych dzielników X . - 1 , inne d z i e ln ik i  elementarne
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X - X* posiadają krotność p ., i 0, j = 1 , . . .n,  mamy ma-
0  J J

cierze  podobnie zbudowane jak w poprzednim przypadku.
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SOME PECULIARITIES OF THE MATRIX EXPONENTIAL FUNCTION 

S u m m a r y

In  th e  paper are  d iscussed  the  p e c u l i a r i t i e s  of th e  m a tr ix  
e x p o n en tia l  fun c tio n  fo r  many types  of m atrix  d i f f e r e n t i a l  
equa tions  of th e  f i r s t  order and fo r  various types  of m atrix  
of c o e f f i c i e n t s ,  w ith  p a r t i c u l a r  use of some r e s u l t s  p resen ted  
in  p rev ious papers ,  fo r  use in  the  so lu t io n  of s t a b i l i t y  pro
blem.

I


