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O PEANYCH WNIOSKACH ZE 2AMAZKOW DYSPERSYJINYCH,
DOTYCZACYCH PLAZMY CIALA STALEGO O WEASNOSCIACH
FERROELEKTRYKA | FERROMAGNETYKA

Streszczenie. Wartykule wyprowadzono pewne
wnioski z jednego z réwnan dyspersyjnych z
jednej z poprzednich prac autora, dotyczace
predkosci fazowej i grupowej w powigzaniu z
anomalnym, ztozonym i odwrotnym efektem Dop-
plera w plazmie ciata statego o witasnosciach
ferroelektryka i ferromagnetyka.

1. Wstep

W pracy [i] wyprowadzono zwigzki dyspersyjne, dotyczace pla-
zmy ciata statego o wiasnosciach ferroelektryka i ferromagne-
tyka, opierajac sie na pracy autora [X3»

Celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie z tych zwigzkow
pewnych wnioskéw, dotyczacych rozchodzenia sie fal w wymienio-
nych wyzej ciatach. Numeracje wzoréw i oznaczenia, na ktore po-
wotano sie, przyjeto jak w pracy Qfl i [2],

2. Rozpatrzenie pewnego przypadku szczegdlnego

Przy pewnych upraszczajacych zatozeniach, dotyczacych zni-
kania wielko$ci polaryzacji PQ M oraz predkosci c”c”-*0
lub koncentracji no$nikow tadunku Q N» otrzymuje
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sie podstawowe dla dalszych rozwazahn réwnanie, oznaczone w pra-
cy [13 numerem (12). Dotyczy ono sktadowych pola E i H

I(Fi> , (F2)x
dét U®F4) , (FR)j/=0 (1)

Wystepuja w nim macierze trzeciego rzedu (F»), (F2), F*):

IR » § e «0

N = kr i-y , 0 , ol @)
' ,-cc , 07
(f2) = Uwr/o){cpiik) -1 kr c(«iilik). Gdi2tk). .
* o¢ , «0 ,ocy
e W * kr LY\Ni, k> * 0 «0*>1} (3>
* "oC Y@ L,y

lub w postaci skroconej

(F2) = (jwr/c) " i kr A OFKN T kr WiLKAj* W

gdzie rozwazanie odnosi sie do r-tej z mozliwych fal,

OC, 3,y wspotczynniki kierunkowe wektora falowego kr,

(X™ i) = @™ jPp skroty, ktéore mozna otrzymaé przez poréwnanie
z odpowiednimi wyrazeniami w (3).

Ze wzgledu na analogiczng budowe mozna analogicznie przed-
stawic
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(F™) = (jwr/c) {- (ocMk) + j kr(~fk) + o W , kJ} * (5)

przy czym wielkosci (\"t k), otrzymuje sie z pojedyn-
czo kreskowanych przez zastgpienie (3 k) przez - (" k)

Ud prm 2 * (*i.1. kK Ud (Al'i.kK (A2.i.k)prae2
W powyzszych warazeniach j oznacza jednostke urojonag.
Wyznacznik (1) sktada sie z trzech rodzajow wyrazen.

W celu ich wyprowadzenie tworzymy kolejno nastepujgce ilo-
czyny elementéw macierzy (F?)

F2,m,n F2,p,g =@m,n *p,q ” 3 kr “m,n ~p,g+"p,q "m,n"
‘ kr ~So,n @p,q +ttp,g @m,n +*m,n *p,q* +* kr

« NLL NI, g +/X,gM-m,n™ + Kr Am.n/MPt«!* N

F2,i,j F2,m,n F2,p,q ="i,j @ntn @p,q “ 3 kr AA L] '$monN>
+%8n,n *p,g™ + NLj *m,n @p,gl “ kr 1A ,j ~»n ~p,g+P,g™n,n"
+m,n *p,g® +7i,j “m,n"-p,q +\atn @p,g* +"i,j

*Pm.n @p,q] + » kr t*i.j ~a.n "P,q +"P,q +

+*i,j Wi.o *p,q +6JP,q *m.n +”"m,n ~p,q™ +

+/X,j "m.n + *m,n @p,gql + kr I-7i,j ¢V ,n ¢"p.g +
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+ 70 *p,g +*p,g"m,n) *A ti ~,n Ppfq +
+P<L "®»n +™Mnn S>tg™ 7 * krL™iLj Ni,n Mg +

+,j ~mn 2p,g +™>0*®mnO  kr~i,j Amn ~p,g* A

Pozwala to napisa¢ wyznacznik det (Fg) w postaci sumy naste-
pujacych wyrazen po indeksie i =1,2,3 i po indeksach m,p
réznych od i branych w rosngcej kolejnosci

("Di< "Nl Sp3-P..3 WP.2) ' j kr[Pi.1*m,2*p,3 +
+%n,2 *p,3" +*1,1 @m2 @p,3 “ *m,3 ~,2 +"m,3 P, 2} *
*Pi,l "Ki,1 "m3~,2] " kr[*i,j “m;2 Pp.3 “Ki,3@P2*
+7 3 Pmz2 "~p,2 ftn,3 + m,2”p,3 “K,3 B>2) +"i,1 *
* (fta.2 ~p,3 “K,3+K ,2 Pp,3 “K,3 ~P.2" +

+7i,1 $m,2 Pp,3 ~K,3 M27] + ) krtNiyl K2 A>3
~Am,3 "P,2 +K ,3 K ,2 +7i,1 K,2 Pp3
*Am,3 @P,2 +~,3 K,2 ““p,2 "m3 +K,2 ~p,3 “

“Ap,2 K,3™ +4i,1 "m,2\>.3 "K,3 \»,2 +K,2 $p,3"°
“K,3 +kr&i,1 ~,2~,3 ~Kf3K.2 +K,1 *

* K ,2 "p,3 "K ,3%p,2 +K ,3 K,2 "/up,2 %,3) +
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+¢1,1 ~"4,2 Pp,3 “K.3 A>2 +7p,3 "m,2 "",2 @m3 +
+K,2 "p,3 “K t3AP.2" " j krK ,1 K ,2 ~.,3"
"/im,3'pt2™ +Ui,1 Mn,2 1\, 3 "p,3 "m2'Vip,3 "mit2 ~

“K i2K,33 “ kr~l,1 K,2”p,3 "~m,3~P.2" n
Drugi typ wyrazen w wyznaczniku (1) zawiera

2(m,n,p,q) = - W2/c2) {(3~ (5" - | kr gt +

+\n,n @p,g™ “ kr K,n~p,q ~ta.n + K,n ~p,g" +

+j kr K,n 7S$?,q +"p,q “mtn) + kr “m.n *p,q} @

Z nich tworzy sie wyrazenia typu

kr,z D2(1°1*2*3) + kr,y D2(1,1,2,2) a

(10)
= krlyD2(1,1,2,3) + PD2(1,1,2,2)}

Ostatni typ wyrazen w wyznaczniku (1) zawiera

A =~{r2,1,1 +72,1,2 +yf2,i,3}=~W/c” kr *

{oc(3.ti & (3(Lf2 + A if3 - j kr OQifl0C+ XAf2(3+ Xif3y) -

"kr W .I"K AP+ K A"?20} C11)
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oraz
kr,x F2(1) + kr,y F2(2) + kr,z F2(3) = (jwr/c) kr (B<" i ~
- kM) (12)
gdzie
B= of@Lfl +e>$it2 +37°1,3> *Pkfe#l * 72,2 +3i32,3) +

+/MC,1 +7~,2 +73,3}

|A : I\/II analogicznie zbudowane wyrazenie, tylko w miejsce
Olfk wstawiono w nich Af‘yu i "1yK

Podobnie zbudowane sg wyrazenia odnoszace sie do macierzy
(F™). Z tatwo zrozumiatymi oznaczeniami mozna wyrézni¢ w wyz-
naczniku (,1) nastepujace wyrazenia

I = 1" kE = (u2/c2) kM (B*- j krA' - k2 M) (b" - j kr A" -

- k2 m") (13)

Il = E Hill- 4 =(~/c4) kE (0~ - J kr »i - ~E +

+5kr Fi +kr G)Ci “j kr Di ” krEi + ] ** Fi +kfG >
(14)

11 :_E 1117 111) = (jed /c)6 E (< - k it - k2j! +
=1 I r i=1 1 r x r i

li - i kE»l -~ ODWj. - 3fo ri - kr 1
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j Ki + A A - | N' - k6 O[) (15)

Wyrazenia (8), (9) i (12) upraszczajg si§ nieco, jeSli u-
wzgledni sie ze w réwnaniach wystepujg dwa rodzaje dyspersji
przestrzennej, proporcjonalna do pierwszych i drugich pochod-
nych. Poniewaz one nie wystepujg réwnocze$nie, tylko zaleznie
od symetrii jedna lub druga, mozna wyrazenie te sprowadzi¢ do
prostszej postaci.

Jesli ograniczymy sie do pierwszych pochodnych, nalezy pomi-
nag¢ w wyrazeniach odnoszacych sie do macierzy (Fg) wyrazenia
/Uj j, za$ w odnoszacych sie do (F*) wyrazen ¢l ...

Jesdli pominie sie pierwsze pochodne i pozostawi tylko dru-
gie, nalezy przyja¢ jako rowne zeru X\ . i X- ee
Porzadkujac, rownanie (1) mozna napisaé w postaci nastepujacej

(trc2) | kE + (sAlck) k* 11 - (t//c6) 11l =0 (16)
lub po rozwigzaniu
iSA/c2 k2) = (11/2 111) (1t VI +2~1 111/(11)2) (17)

Jes$li oznaczymy kat jaki zawiera predkos¢ fazowa z Kierun-
kiem wektora falowego k™ przez 8, wtedy mozna napisac

vV, cos 8 = 7 (18)

2 r

Roéwnanie (17) pozwala w stosunkowo prosty sposob zobaczyé,
jaki wplyw wywiera dyspersja przestrzenna.

W przypadku, gdy nie ma dyspersji przestrzennej, wyrazenie
prawej strony nie zalezy od k", jest wiec state. Mamy wiec
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proporcjonalnosc¢ do kr, ® przypadku przestrzennej dysper-
sji, wyrazenie prawej strony rownania (1?) jest funkcjg k .

Zaleznie od znaku wyroznika lub wyrazenia | III/(II)2 many
nastepujace przypadki:

Jesli wyrazenie jest dodatnie, wyrazenie podpierwiastkowe
przewaza, wskutek czego jedno rozwigzanie prawej strony  jest
ujemne, czyli dwa rozwigzania na sg urojone.

W przypadku, jes$li to wyrazenie jest ujemne i nie przekra-
cza 1/4 bezwzglednie, mamy dwa rozwigzania jednakowego znaku,
ktéry zalezy od I1/111, wiec albo wszystkie cztery rozwigzania
sg rzeczywiste albo urojone sprzezone.

W przypadku zerowania sie wyrazenia, jednym rozwigzaniem jest
0, drugie za$ posiada znak wyrazenia I1/111, wiec otrzymujemy
wartosci rzeczywiste lub urojone na predko$¢ fazowa.

Dyskusja sprowadza sie wiec do rozpatrywania nastepujacych
warazed, ktore rozpatrzymy w dwu przypadkach CA), CB), zalez-
nie. od zatozenia o dyspersji przestrzennej.

W pierwszym przypadku (A)

i/ii = (1 +jij/di- jnl , X
(19)
L/ = (Hre + § LED)/(H e + 5 1HEY)

gd7,ie
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I =1tir+ i 111+ + kB + kr A3 + kr A 2
- j kr (315 + KB A3t6 + kj A3#7) o)
Al ,1=PBDB AlLf2 = A'A". Al83 = X:BV+ A* B
‘2.1 m 7 ci =:e *¥2.2 = - | n((ci Ei; ci E> - “i "i]
SR | (O ¢c% B <
B Bt A ’ '
*2.5 =-4 o > e *3.1 =1 ~ 5
*3i2 =- S[K K *H 4) -1 i;]. a5,4-1< K"
¢ tL  *r o-tti *1>]e
*3.5m S «i “i **1
'3'6:_i%1 +11 Jl +Hi Ki+ HiKi >
*3.7 m £ K J* * < J* -
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V drugim przypadku (B)

| mBl1,1 1+ B1,2 kr ¢ Bl,3 kr
* (21)
I = B,1+ kr B2,2 + kr B2,3 B2,4 + kr B2,5
I =B,t1 * B,f2 * SB3>3 . A B3t,, ¢
b kp°B3,6 * 4* 13.7
gdzie

B%»1 = B*B", Bl{2 = -(B'M" +B'M, B%3 = mm"

BR1*1, A=l BR2*-7J, a * e as

R3=1,G d *1 Gt EBE > R4=- ¢ tBIAIGK )-
B25 = A G Gi* B3l =2 H H> B3,2*' SjBi"lttl,I>

B33 * Jj(H L tH LI JN*

SF*jvH i+t H°1 +Jid *W
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B3f6 =« Sj (Ui i +Lic)» B6 =85 °i°i (22)

W przypadku (A) mozna napisac

1/11=He" 3P, (23)
gdzie

M= MYMg, (24)
Podobnie

[/ = Mre j<?, (25)

gdzie

M'= M2/M3, N= 2 4 N3
Wielkosci M,,, oznaczajg moduty odpowiednio I, I1l, IIl
podobnie <fy, (f2t - fazy
M « \[W ,1 + kr AL,2)2 + kr AL,3 (2?)
M=y (A2f1+ kr A2,2 + kr A2,3" + kr "A2,4 + kr A2,5
M8 = V/AA3,1+kr A3,2+kr A3,3+kr A3,4) +kr (A3,5+kr A3,6+kr A3,7)

(29)

= kr + kr AL2"
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te’z

(A2f™ + kr A2 ,5"MA2,1 + kr A2,2 + kr A2,3" N

1
=~
=

tg«f3 + kA ATt6+KA A31?)/(A3t1+kr A3t2+kr A3t3+kr AN

(32)

Otrzymane wyrazenia posiadajg posta¢ skomplikowana. Mimo to
mozna wysnu¢ z ich postaci pewne wnioski. Je$li chodzi o wyra-

zenia Mi Mto od wartosci poczatkowych A" -j/Ag 4
4 dla kr =0 daza one do wartosci O ¢la £r , mono-

KK
tgnilcznie lub przez ewentualnie kilka ekstreméw. Do pomysle-
nia sg rowniez punkty nieciggtosci w miejscach zerowych mianow-
nikow, przy czym funkcje nie zmieniajg znaku.

Z dyskusji wyrazen na i=1,2,3 wynika, ze wszystkie
funkcje rozpoczynajg sie od wartosci O dla k» = O i daza
do wartosci O dla k~-"-®°, przez ewentualne miejsca zerowe i
miejsca nieciggtosci. Poniewaz trudno jest powiedzie¢ a priori
co$ konkretnego o wzajemnym potozeniu miejsc zerowych i biegu-
néw, mozliwe sg sytuacje, np. miedzy dwoma biegunami bez zero-
wania, gdy argument ros$nie, by nastepnie wro6ci¢ do wartosci wyj-
Sciowej. Wkazdym razie zakres katowy miesci sie w niewielu
okresach.

Ogdiny wniosek, ze funkcje rozpatrywane sg zespolone, wsku-
tek czego podobny charakter majg rozwigzania na predkosci fa-
zowe.

W przypadku (b) zbudowane z wyrazen (21) stosunki I/I1 i
I/111 sag w kr funkcjami meromorficznymi, ktére moga mieé
ré6zne postaci w zaleznos$ci od wzajemnego potozenia miejsc ze-
rowych i biegunéw. Mamy tu duzg rozmaito$s¢ krzywych od  prze-
J

Tfi
A o dla ky = O do wartosci O dla przez funkcje

biegbw monotonicznych rozpoczynajacych sie wartos$cig B
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posiadajgce w punktach posrednicz ekstrema do funkcji posiada-
jacych nieciggtosci, mianowicie w biegunach rozpatrywanych wy-
razen*

3» Dwa przypadki graniczne

Jak z powyzszej dyskusji wynika, na ksztatt funkcji prawej
strony réwnania na predko$¢ fazowa wpltywa bardzo wiele czyn-
nikéw, jak zatozenia o symetrii lub tez o potozeniu wektora k*,
ktére nalezatoby specjalizowaé¢ w réznych konkretnych przypad-
kach*

Bozumowania upraszczajag sie nieco wdwu przypadkach granicz-
nych:

kr—oo i kr =0

W przypadku otrzymujemy
przypadek (A) przypadek (B)
| m*1,2 kr B1,3 kr
I * *2,3 “r B2,5 kr
I * *3,* kr B3.7
Z rownania wiec (16) otrzymujemy niezalezne od Kky rownanie

przypadek (A)

A3 .4 + 23 (M2 A2 =0

przypadek (B)

B3,7 (kr ' B2,5 (krV°>2"*B1,3 =0
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V tym przypadku rozwigzanie dazy do zera odwrotnie proporcjo-

nalnie do k~.

¥ przypadku kr_ 0 otrzymujemy .
przypadek (A) przypadek (B)
1**11 BL,1
11 = *2.1 B2.1
111 = *3.1 B3,1

i na predko$¢ fazowg niezalezne od kr rozwigzania

A3N (vf cos 0/c)4 - ALl (wfcos©/c)2 - *1fl =0 (35)

B3,1 (*E cos “ B2tl ATf cos "Bl,1 = 0 G6)

4* Predkos$¢ grupowa

Dla dalszych rozwazan wazna jest rdwniez znajomos$¢ predko-
§ci ‘grupowej i jej znak zgodny lub niezgodny ze znakiem pred-
kosci fazowej.

Ro6zniczkujgc roéwnanie (16) zewzgledu na kftotrzymujemy

2 cos 0 dvf cos 0/dkJ/c2 = - [(vf cosO/c)\dAT) (II)

- (wf cos 0/c)2 (d/idkr)(I1) - (d/dkr)(1)] /[2(111)(vfcos6/c)2
- (ID)]. (37)

Roéwnanie to jest jeszcze bardziej skomplikowane niz réwnanie
(16). ¥ celu wykazania mozliwosci ujemnej predkosci grupowej,

rozpatrzymy je w przypadkach granicznych kr_ i kr = 0.
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W przypadku k”—*~00 pozostawiamy jedynie wyrazenia zawiera-
jace najwyzsze potegi kr. Wtedy

[2 vf cosOdv” cos ©/dk~/c2~ (vf cos O/c)\d/dkr)(I11)/(11])
(38)

Wtedy w przypadku (A) otrzymujemy -(3/2)(v- cos O/c)2/k , W

przypadku (b) za$§ -2(vf cos 0/c)2Ar* r
Ze wzoru na predkos¢ grupowg (lorda Rayleigha)
V * vf - Kdvf/d k (39)

lub

2
2 v, eosO0v_ cos© = 2(v, cos©) + 2 kv, cosOdv, cosO/dk
1 g i ri 1 r
(40)
. 2 % 2
otrzymujemy w przypadku (a) 2vI, cos 0 \é cos@/c %-(v»cosg) c
w przypadku (B) 2 Vg C€OS 0 vg cos ©/c »; - (VI cos®©) J/c
Oznacza to, ze w obu przypadkach dyspersji przestrzennej
predko$¢ grupowa posiada przeciwny znak niz fazowa, jes$li k~*°
W badanym wiec o$rodku istniejg obszary, gdzie predkos$¢ fazowa
jest przeciwnie skierowana, niz grupowa.

5» Whnioski, dotyczace efektu Dopplera

Badanie anomalnego, ztozonego i odwrotnego efektu Dopplera
odbywa sie zwyczajnie na podstawie przebiegu krzywych zalezno-
sci (@ od k™ Efekty te sg mozliwe, je$li zalezno$¢ ta jest
przedstawiona krzywg o kilku gateziach. Specjalnie wazne sg
przejScia od przypadku, gdy krzywa z odpowiednio poprowadzong
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prostag moze posiada¢ wiecej niz jedno przeciecie. PrzejScie
wiec od normalnego efektu Dopplera do innych rodzajow mozliwe
jest w miejscach, gdzie istnieje wiecej gatezi krzywych, w
szczegdblnosSci w miejscach, gdzie one powstajg, gdyz tam stycz-
na zmienia nachylenie, co powoduje mozliwo$¢ przeciecia z pro-
stg spetniajaca okreSlone warunki, charakterystyczne dla dane-
go efektu.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze wymienione wyzej rodzaje
efektow Dopplera sg mozliwe w badanym os$rodku.
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Spis oznaczen

W rownaniu naindukcje elektryczng D i magnetyczng B wyste-
puja nastepujgce tensory trzeciego rzedu:

0* ~ -tensor wigzacy Dz Ei P,
@ k “tensor wigzacy Bz Hi M

Am - tensor wspoétczynnikéw dyspersji przestrzennejprzy
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81 1m’ tensor wspoétczynnikéw dyspersji przestrzennej przy

OE./fo_.
X Sl

Plyl*K pg,fIfK_ tensory dyspersji przestrzennej przy AE_ I
(Q/9Xi) (div E),

Mak Nk

nej przy AlIN i (divH),

- tensory wspdtczynnikéw dyspersji przestrzen-

E, H- wektor natezenia pola elektrycznego lub magnetyczne-

go,

P, M- polaryzacja elektryczna lub magnetyczna,

3 - predko$¢ swiatta w prozni,

N/ f - koncentracje nos$nikoéw tadunkéw elektrycznych dodat-
nich i ujemnych,
V2 “ PrSdko”ci sos$nikow elektrycznych,

e>j7e2 - tadunki nos$nikéw elektrycznych,

2 = =
¢ Ts/ms' S 1,2 state,

Tg - temperatura nosnika s,
m, - masa nosnika s,

E, & - wspotczynniki w réwnaniach dla Mi P, kropka oznacza
pochodng ze wzgledu na czas,

A, B - state wymiennego oddziatywania,

00,(3 - state charakteryzujace relaksacje predko$ci zmiany P
i M
I - czesto$é cykliczna r-tej fali,

kr( k k k wektor falowy,

rx' "y’ rtz)'
Indeksem 0 oznaczono state skladowe odnos$nych wielkos$ci.
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C HEKOTOPUX fti3i;flAX fu WIOhEPXJia.OMibILi OPLUTOAI
INBEJIEHHI*.; flIUl WIASwii THEPfloro TEJIA -
C tEPPCOIJIEKTPIIHECKEj.ti h 4>EPPCi.UrHMTHoL* UBOIICTJAUI

Fe 3jpome

3 ¢cTHTLe aajdTca HeKcTcpue bubosu no ojinoMy na sHcnepccHOH-
hhx ypaBHeHHH, BUBeseHHbix b oflHon k3 npeabiay4nx pa6oT aBTopa
CTHCCHTeaiBHO $a30B0if k rpynnoBoii CKopocTH b cbh3h ¢ aHOnalJitHHM,

cjic3KHbim k cOpaTHHM agxpeKTaMH Jlcnnjiepa.

SOVE CONCLUSIONS FROM THE DISPE3SION FORMULAE DERIVED
FOR SOLID STATE PLASMA WITH FERROELECTRIC
AND FERROMAGNETIC PROPERTIES

Summary

In the paper are discussed some conclusions concerning the
phase and group velocities derived from a formula given in a
previous paper of the author in connection with the anomalous,
the compound and inverse Doppler effect in solid state plasma
with ferroelectric and ferromagnetic properties.



