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K a te d ra  F iz y k i  T e c h n ic z n e j

ROZWIĄZANIE RÓWNANIA LAPLACE*A

S t r e s z c z e n i e .  Wyeliminowano z równania L a -  
p i a c e » a  p = — prom ień k rzyw izny  " r " ,  o t r z y ­

mując ró w nan ie  ró ż n ic zk o w e :

dz £ £  , Y 
Z2 "

Po sca lk o w an iu  t e g o  ró w n an ia  i  w y l i c z e n iu  
s t a ł e j  c a łk o w a n ia  z warunków g ra n ic z n y c h  o -  
trzym ano  w y ra ż e n ie :

£ £  x . i  _  \ / g g  1 ~
& Z “  V & 1 -  s i n  8

K s z t a ł t  p o w ie rzch n i  c ie c z y  przy  ś c i a n c e  j e s t  wynikiem gry  

s i ł  d z i a ł a j ą c y c h  na  c z ą s t e c z k i ,  tw o rz ą c e  w arstw y p o w ie rz c h n io ­

we c i e c z y ,  pochodzących  od c z ą s t e c z e k  c i e c z y ,  c z ą s t e c z e k  ś c i a n ­

k i  o ra z  p o la  g r a w i ta c y jn e g o .  W p r z y b l i ż e n i u  k s z t a ł t  t e n  o k r e ś ­

l a  ró w nan ie  L a p la c e * a  ( 1 ) :

Ap = -  (1 )

Ap — o zn a cza  r ó ż n ic ę  c i ś n i e ń  po obu s t r o n a c h  p o w ie rzch n i  z a ­

k rz y w io n e j ,
& -  n a p i ę c i e  pow ierzchn iow e c i e c z y ,  
r  -  prom ień krzyw izny  p o w ie r z c h n i .
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J a e g e r  [2] e l i m in u j ą c  promień k rzyw izny  z ró w n a n ia  L a p l a -  
c e * a  o trzy m a ł  rów nan ie :

26  -  , ,  
sinoc =  Y o  — = c o s f  (2 )

ę -  j e s t  g ę s t o ś c i ą  c i e c z y ,  g -  o zn acza  p r z y s p ie s z e n i e  ziem ­
s k i e .

W o p a rc iu  o t o  rów nanie  s p o rz ąd zo n o  w ykres  p o w ie rz c h n i  me- 
n i s k u  ( r y s .  1 ) .

Równanie w u k ł a d z i e  k a r t e z j a ń s k i m ,  b ędące  ro zw iązan iem  rów­

n a n ia  L a p la c e * a  o trzym ano  e l i m in u j ą c  promień k rzyw izny  w o p a r ­
c iu  o p o n iż szy  ry s u n e k  (Adamson f 3 l ) .

z  _ z + dz , _ z <ix
r  "  r  + dx ”  dz

C i ś n i e n i e  h y d r o s t a ty c z n e  s łu p k a  c i e c z y  w danym p u n k c ie  po­
w i e r z c h n i  równoważy r ó ż n i c ę  c i ś n i e ń  w y n ik łą  z k rzyw izny  t e j  po­
w i e r z c h n i .
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Możemy w ię c  r ó ż n i c ę  c i ś n i e ń  Ap z a s t ą p i ć  w yrażeniem  ę g Z .  Rów­

n a n i e  L a p l a c e ’ a p r z y jm ie  w ię c  p o s t a ć :

r j  6 dz /  _  Y

9 s  Z dx d )

Po p r z e k s t a ł c e n i u  o trzy m u jem y :

W
Z

Po s c a łk o w a n iu

_  J i  — — v . c
Z ~ ff *

S t a ł ą  c a łk o w a n ia  C o b l icza m y  z warunków g r a n i c z n y c h .  Gdy X>*0, 

wówczas Z p rz y jm u je  w a r t o ś ć  m aksym alną ,  k t ó r ą  możemy o b l i ­

cz y ć  z ró w n a n ia  ( 2 ) ,  p o d s t a w i a j ą c  za  k ą t  <X ( a l f a )  w a r t o ś ć  k ą t a  
g r a n ic z n e g o  0  ( t e t a ) .

stąd

1  -  \  £&  .  —

Z V 2 0  * 1 -X + 7. *  \l 3« « 1 _ s i Q 0 ( 6 )

P o d s t a w i a j ą c :

<?g 2

otrzymujemy ostatecznie:
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Równanie t o  z e  w zg lęd u  n a  swą p r o s t ą  p o s t a ć  n a d a je  s i ę  do 

a n a l i z y  p o l a  e l e k t r y c z n e g o ,  k t ó r e g o  l i n i e  załamu­
j ą  s i ę  n a  g r a n ic y  d i e l e k t r y k ó w .
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PEuiEHHE yPA3HEHlriri JlAOJIACA 

P e 3 fo m e

r ip oH H T er^ H pS B aB  3 to  y p a n H e m ie  k buw hcjiiib  n ocT oaH H yjo  H H i e r p u p o — 
b aHHH H3 n p e s e i i  bhluc y c j io B H ii , noJiy»iaeM  y p aB H e H ite :

PyTeM HCioinqeHHH H3 ypaB H ehub  J a n j i a c a :  g g Z  = — 
BH3HU r  n c j iy t i a e T c a  ÄHqxpepeHmianbHoe ypaBHe sw e:

X  p a s K y c a  Kpn-

dX

i |l  -  s i n  S
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OK A SOLUTION OF LAPLACE*S EQUATION 

S u m m a r y

On e l i m i n a t i n g  t h e  c u r v a t u r e  r a d i u s  r  from th e  L a p la c e  

equ a t  i  on

£gZ = f

t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n

4 d Z  dX
Z~

i s  o b t a i n e d .
On i n t e g r a t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  and on c a l c u l a t i o n  o f  t h e  

i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t  from  t h e  boundary  c o n d i t i o n s ,  one o b t a i n s  

t h e  e q u a t i o n


