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GENEROWANIE LICZB PSEUDOLOSOWYCH
NA MASZYNIE CYFROWE] UMI-1

Streszczenie: Wpracy omowione sg wyniki ba-
dania generatora liczb pseudolosowych o roz-
ktadzie réwnomiernym, opartego na wykorzysta-
niu zmodyfikowanego algorytmu von Neumanna.

Przy rozwigzywaniu licznych probleméw przy pomocy EMC, po-
trzebne sg czesto liczby losowe o okreSlonych z géry rozkia-
dach. Najbardziej reprezentatywnym z tych probleméw jest mode-
lowanie statystyczne zwane tez metodami Monte Carlo. Na wejscia
zamodelowanego przy pomocy maszyny matematycznej badanego ukita-
du podaje sie wielkos$ci przypadkowe o zadanych z g6ry parame-
trach rozktadu, a na wyjsciach $ledzi sie pewne wielkosci jak
np. srednie arytmetyczne, czestos¢ wzgledng pewnych zdarzen,
ktore sg estymatorami odpowiednio wartosci oczekiwanej i praw-
dopodobienstwa wystapienia obserwowanego zdarzenia i przy od-
powiedniej ilosci realizacji procesu modelowania réznica pomie-
dzy parametrem statystycznym wyjscia a jego estymatorem staje
sie dowolnie mata. Modelowanie statystyczne stosuje sie zresz-
tag nie tylko do badania proceséw przypadkowych, ale taze doroz-
wigzywania wielu probleméw deterministycznych, czego najlep-
szym przyktadem jest przyblizone obliczanie catek  wielokrot-
nych. Powstaje teraz zagadnienie tworzenia przez maszyne cyfro-
wag ciggow liczb przypadkowych o zadanych funkcjach rozktadu.
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Przypusémy, ze potrzebny nam jest ciagg liczb losowych o funk-

cji rozktadu f(x) i dystrybuancie

(1)

-00

Zrys. 1 widaé, ze P(xk<x) = Ffx") m §k»

PV

Rys. 1

Zaktadajagc, ze zbidr wartosci § jest zbiorem o réwnomiernym
rozktadzie na odcinku [o,lJ, wobec czego wybierajagc losowo licz-

by mozemy dla kazdego 8k wyznaczy¢ odpowiednie i wy-
znaczony w ten sposob ciag xk bedzie ciggiem liczb losowych o
dystrybuancie F(x), jezeli tylko bedzie ciggiem liczb lo-

sowych o rozktadzie réwnomiernym w przedziale [o,l] *
Analitycznie powyzsze rozwazania mozna napisa¢ w sposéb naste-
pujacy:

X

(2)
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Rozwigzujagc to rownanie mozna otrzymac cigg X" o zadanej funfc*

cji rozktadu f(x), dysponujac ciggiem liczb losowych o roz-
ktadzie réwnomiernym w przedziale [0,1] .
Przyktad t

Zatézmy, ze potrzebny nam jest cigg liczb losowych o rozkita-
dzie wyktadniczym, zdefiniowanym nastepujgcym wzorem

he~ dla x”~ 0

t(x) (3)
0 dla x< 0

Wykonujac dziatania okreslone wzorem (2) otrzymujemy

1-¢ "k C4;
(5)
Zaktadajac, ze ciag |l 03 s®"“ rozktad co ciggj8kj, mo-

zerny napisa¢ wzor (3) w postaoi
xk . - In 8k (6)

Aby otrzymaé cigg liczb losowych o rozktadzie wyktadniczym da-
nym wzorem (3), wystarczy kolejne wartosci liczb losowyoh o
rozktadzie réwnomiernym poddawaé¢ przeksztatceniu  wedtug
wzoru (6).

Jak z powyzszego wynika, do tworzenia ciggéw liczb losowych o
roznych rozktadach wystarczy umie¢ generowac¢ przy pomocy Mmaszy-
ny cyfrowej liczby losowe o rozktadzie réwnomiernym w przedzia-
le [0,1].
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Generatory liczb losowych w maszynach cyfrowych mogag by¢é dwo-
jakiego rodzajut

1) generatory fizyczne - wykorzystujgce efekt Srutowy wzmaonia-
czy elektronicznych, rozpad pierwiastkow radioaktywnych itp.
Generatory te sg wykonane jako specjalne przystawki do ma-
szyn matematycznych i nie bedg tu omawiane)

2) generatory wykorzystujgce do tworzenia liczb losowych algo-
rytmy zdeterminowane, wobec czego uzyskany cigg jest tylko
z pewnym przyblizeniem losowy i dlatego nazywa sie je gene-
ratorami liczb pseudolosowych.

Istnieje wiele algorytméw tworzenia ciggu liczb pseudoloso-
wych o rozktadzie réwnomiernym. Jednym z nich jest zmodyfiko-
wany algorytm von Neumanna okreslony w ten sposéb, ze  dwie
$§-bitowe liczby dwojkowe wymnaza sie przez siebie otrzymujac w
ten sposéb liczbe podwdjnie dtuga 2s-bitowa. Z tej liczby wy-
cinamy dowolnych s-bitow i w ten sposéb otrzynujemy nowg licz-
be, ktdérg zastepujemy jedng z liczb pary wyjsciowej, po czym
wszystkie czynnos$ci powtarzamy od nowa.

Inna wersja tego algorytmu przewiduje zamiast mnozenia dwu
liczb, podnoszenie jednej do kwadratu, co jednak przy uzyciu
maszyny cyfrowej UMD-1 nie prowadzi do dobrych wynikéw ze wzgle-
du na to, ze maszyna ta pracuje w systemie minus minus dwojko-
wym, pozwalajagcym zapisywaé liczby zaréwno dodatnie jak i ujem-
ne, a poniewaz kwadraty liczb sg zawsze dodatnie prowadzi to do
naruszenia losowosci rozktadu zer i jedynek na poszczegbdlnych
bitach. Maszyna UMC-1 pracuje w systemie minus minus dwodjkowym
wobec czego i przedziat liczb wniej wystepujagcych jest okre-
$lony nierdwnoscig

b < rc oy ok (7)
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Aby wiec otrzymaé rozktad réwnomierny w przedziale [0,1] do kaz-
dej otrzymanej liczby losowej dodawana jest 1/3, algorytm ge-
neruje bowiem cigg liczb o rozktadzie réwnomiernym w przedzia-
le (-1/3, 2/3).

Celem sprawdzenia, czy liczby pseudolosowe generowane przez
maszyne majg rozktad rzeczywiscie rownomierny w przedziale [0,1]
przeprowadzono szereg prob i testéw statystycznych,ktorych wy-
niki przytoczymy ponizej.

Celem kontroli losowosci rozktadu zastosujemy system testéw
Kendalia, ktoérych obejmuje:

a) test kontroli czestosci,
b) test kontroli par,

c) test kontroli przedziatéw,
d) test kontroli kombinacji.

Test kontroli czesto$ci (frequency test)

Przedziat [0,1] dzieli sie na pewng ilo$§¢ (zwykle 10-30) row-
nych podprzedziatéw i bada sie ilo$ci liczb losowych,ktére tra-
fig do okreslonego podprzedziatu. Dla dostatecznie duzej ilo-
§ci liczb pseudolosowych liczebno$¢é w kazdym podprzedziale po-
winna dazy¢ do N/I, gdzie 1 jest ilo$cig podprzedziatow, a N
liczebnos$cig préby. Dla 1»10 oraz N = 1000 otrzymano nastepu-
jace rezultaty:
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Test kontroli par (serial test)

Sprawdzamy czesto$¢ wystepowania zer i jedynek na poszcze-
gélnych pozycjach liczby pseudolosowej - (oczywiscie w postaci
dwojkowej). Czesto$¢ wzgledna powinna by¢ w przyblizenia réw-
na 0,5, poniewaz prawdopodobienstwo wystapienia zera i jedynKki
jest identyczne.

Zbadano czesto$¢ wystepowania zer w réznych miejscach (bi-
tach) liczby dwdjkowej i np. dla préby o liczebnosci K = 1000
oraz trzech przypadkowych warto$ci poczatkowych uzyskano dla o-
statniego bitu nastepujace czestos$ci wzgledne wystepowania ze-
ra

P1 » 0,506, p2 - 0,496, pr - 0,515,

a wiec niewiele odbiegajgce od teoretycznej wartosci 0,5.

Test kontroli kombinacji (poker test)

Jest to test polegajagcy na zbadaniu rozkiadu réznych kombi-
nacji zer i jedynek dwdjkowej reprezentacji liczby losowej dla
duzej objetosci losowanego zbioru.

Jezeli weZzmiemy pod uwage s pozycji liczby wuktadzie dwgj-
kowym, to przy zatozeniu rownego prawdopodobienstwa wystgpie-
nia kazdej kombinacji, prawdopodobienstwo, ze w danej liczbie
bedzie doktadnie k-zer i s-k jedynek (lub na odwrdt) jest row-

Sprawdzono kombinacje dla s = 10 w zbiorze 15000 liczb pseu-
dolosowych generowanych na maszynie UM3-1 i otrzymano nastepu-
jace rezultaty»
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Tablica 2

Wyn. préb Wyniki teoretyczne
10 zer 18 14,65
9 zer 1 jedynka 167 146,48
8 zer 2 jedynki 682 659,18
7 zer 3 jedynki 1666 1751,81

6 zer 4 jedynki 3139 3076,17 X = 6,131

5 zer 5 jedynek 3755 3691,41 p —0f80
4 zera 6 jedynek 3078 3076,17
3 zera 7 jedynek 1681 1751,31
2 zera 8 jedynek 663 659,18
1 zero 9 jedynek 139 146,48
10 jedynek 12 14,65

Zgodnos$¢ rozkladu teoretycznego z empirycznym sprawdzono  te-
stem %2

Test kontroli przedziatdw (gap test) zastepowany bywa takze te-
stem dtugosci serii [2],

Test serii przewiduje podziat liczb pseudolosowych na dwie kla-
sy - np. liczb wiekszych od 0,5 i mniejszych od 0,5, ktory to
podziat zostat przyjety w naszych rozwazaniach.

Serig nazywa sie cze$¢ ciggu liczb pseudolosowych zawierajaca
liczby tej samej klasy wystepujacych bezposrednio po sobie, i-
los¢ tych liczb nazywa sie diugosciag serii.

Dla badanego ciagu, obejmujgcego U liczb losowych,oblicza sie
nastepujace wielkosci:

- liczba serii pierwszej klasy o dtugosci i

£n2 - " " drugiej

s™ - wszystkie serie klasy pierwszej o dtugosci
rownej lub wiekszej od Kk,
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n2
S2k = 'y1si2 - wszystkie serie klasy drugiej o dtugosci row-

i=k nej lub wiekszej od k,
nit
a n slk “ ogo6lna ilos¢ serii pierwszej klasy,

k-1

n2
S2 a ™ S2k - ogdlna ilos¢ serii drugiej klasy,

ksl
S = + S2 ogo6lna ilos¢ serii.
Dla duzej liczby prob nalezy teraz okresli¢ empiryczniewiel-
kosci  S”,S2 i S i porownacje z wielkoSciami  teoretycznymi,

ktédre np. dla poziomu ufnosci o«C= 0,05 oraz N>20 wynosza;
dolna granica ogo6lnej iloSci serii

z(S) - 0,5 (N#1 - 1,65 "N*), (9)
dolna granica ilosci serii klasy pierwszej lub drugiej
= 2(S2) a 0,25 (N-1,65 ~5-1), (10)

gorna wartos¢ dtugosci serii

1 (=)
> - s -u od

Oznacza to, ze wérdod N liczb mozemy z prawdopodobienstwem P
spodziewaé sie serii diuzszej niz m

Zastosowano ten test do populacji liczb pseudolosowycho |i-
czebnosci N = 634 i otrzymano nastepujace wyniki:

Sj * 155, “ 154, S * 309 oraz 6.
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Wyniki teoretyczne obliczone na podstawie wzorow (9),(10)i (11)
sg nastepujace:

z(S) = 297, z”™) >z (Sg) * 148 oraz z(m) a 13.

Dolna granica ilosci serii obydwu klas wynosi 148.  Otrzymano
155 serii klasy pierwszej i 154 serie klasy drugiej.

Ogdlna ilos¢ serii powinna by¢ wieksza niz 297, otrzymano se-
rii ogotem 309.

Z testu wynika, ze z prawdopodobienstwem réwnym 0,05 mozna o-
czekiwaé serii o dtugosci 13» najdtuzsze otrzymane serie mialy
dtugosc 6.

Po sprawdzeniu losowosci generowanych liczb, nalezy zweryfiko-
wac, czy ich rozktad rzeczywiscie jest rownomierny w przedzia-
le [0,1] .

Mozna do tego uzy¢: testu ‘Vg kryterium Kotmogorowa lub Kkry-
terium to2.

Test X oparty jest na statystyce

(12)

gdzie n™ jest ilosSciag elementéw i-tego przedziatu, a Rp® war-
toScig oczekiwang tych elementéw przy rozktadzie hipotetycznym
Stawiamy hipoteze, ze rozktad generowanych liczb pseudolosowych
jest rownomierny, wobec czego, jezeli podzielimy przedziat(0,1]
na 1 jednakowych podprzedziatéw, to prawdopodobiehnstwo trafie-
nia wi-ty podprzedziat wynosi p~1/1 dla i-1,2,...1, a wzor
(12) przyjmuje postaé
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Woprzypadku rozktadu réwnomiernego suma ta ma rozktad w przy«
blizeniu taki jak %2 z 1-1 stopniami swobody.

Granice gorng dla danego 1 i poziom ufnos$ci p odczytujemy
z tablic i jezeli obliczone X~ przewyzsza te granice, to hir
poteze o rozktadzie réwnomiernym nalezy odrzucic.

Jezeli jednak X2 przyjmuje bardzo mate wartosci, to moze to
Swiadczy¢ o za "dobrej” zgodnos$ci, a co za tym idzie o naru-
szeniu losowosci generowangch liczb, dlatego tez ustalamy dcl-
ng granice dla wartosci X np. w nastepujacy sposob:

p\2>XI_I(p)} " P f x<4_i(I-P)} (H).CO

Oczywiscie jednorazowe trafienie w przedziat (14) jeszcze 0
niczym nie S$wiadczy, podobnie jak jednorazowe wyjscie poza ten
przedziat. Obliczenia trzeba przeprowadza¢ Kkilkakrotnie i za-
obserwowaé zachowanie sie wartosci %'« Przy poziomie ufnosci
p = 0,95 wyjscie poza przedziat wystepuje w wypadku stusznosci
hipotezy, Srednio raz na 10 razy.

Przeprowadzono badania na zbiorze 10000 liczb pseudolosowych i
dla 10 réznych warto$ci poczatkowych, dzielgc przedziat [0,1]
na 10 réwnych czesci. Z tablic dla p=0,95il=10 odczytu-
jemy:

Xg(0,95) - 16,9
X[(0,05) - 3,32

3.32 < X2< 16,9.

Wyniki obliczen podano w tablicy 3
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Inng miarg niezgodnos$ci miedzy rozkladem teoretycznym a empi-
rycznym jest kryterium Kolmogorowa oparte na statystyce

Dn = |*n(x)-?2(x)|f (15)
gdzie F(.Q(*) jest empiryczng funkcjg rozktadu réwna

V Xx) - ir~*

(N-liczebno$¢ badanego zbioru, n - ilo§¢ elementbw w probie
nie wiekszych od x).F(x) jest teoretyczng funkcjg rozkiadu i w
naszym wypadku

x <0
*(*) X 0< x <1, (17)
0 x >1
Dia dowolnej dystrybuanty F(x) prawdopodobieristwo ? i
dazy dla N-“o0 do granicy
K(A) -1-2 2 (-1)V_1 e'2™ . (18) [2]

V-1

Warto$¢ 1-K(X) mozna znalezé w tablicach*

Sprawdzenie zgodnosci rozktadu testem Dn przeprowadzono na 10
probach o liczebnos$ci 1000 kazda. Hipoteze o rozktadzie réwno-
miernym odrzucano, jezeli Dn >1,5, odrzucano jg takze,gdy
"n W <0*5 z powodéw oméwionych powyzej. Wyniki przytaczamy w
tablicy 3.

Wraz z kryterium Kotmogorowa czesto stosuje sie kryterium co2.
Kryteria te majg te przewage nad testem 0/% ze nie dzielg prze-
dziatu co jest nieuchronnie zwigzane z pewng stratg informacji.
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Kryterium 002 opiera sie na statystyce

00

= f[3/*)-F(X)]20|F(X) . (19)
-00
Jezeli utozy¢ losowane wartosci XM . . . wszereg waria-
cyjny, otrzymamy
L2 1.3 +_ 2l . (249}
152*3 + 2 2, 22",
i=1
a w naszym wypadku
N
11,2 2i=1 L*i -~ 1 . <21)

2
Odrzucamy hipoteze o rownomiernosci rozktadu, jezeli 0o >0,0005.
Whyniki prezentujemy w ponizszej tablicy.

Tablica 3
Numer wartosci X2 0.,2 DVn
poczgtkowej N = 10000 N = 1000 N =1000
1 6,370 0,000025 0,487
2 11,392 0,000300 0,920
3 4,660 . 0,000210 0,999
4 6,318 0,000420 1,246
5 9,326 0,000080 0,914
6 9,176 0,000250 1,268
7 9,406 0,000180 0,904
8 2,250 0,000710 1,6567
9 8,606 0,000150 0,996
10 12,620 0,000100 0,794

3»32< %%<16,9 co2 < 0,005 0,5<DVn< 1,5
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Z tablicy 3 wynika, ze testy %2, 0’ i sprawdzajg sie przy
zatlozonym poziomie istotnosci 5% czyli nie nma podstaw do 'od-
rzucenia hipotezy, ze losowana populacja liczb pseudolosowych
ma rozktad réwnomierny w przedziale [0,1].
Celem ostatecznego sprawdzenia napisano program obliczajgcy
przy pomocy metod Monte Carlo stosunek objetosci hipersfery n-
wymiarowej do objetosci hiperszeScianu n-wymiarowego, ktéry to
stosunek znamy a priori z wzoru:

n
T 2
-l (22)

n -~n n2n T (])

Wykonano obliczenia dla n=2 oraz n=4. Z wzoru (22) otrzymuje-
my k2 = JT/4 = 0,785, k4 =312/32 = 0,306.
Dla N = 1000 realizacji i 10 réznych ciggéw liczb pseudoloso-
wych otrzymano nastepujace rezultaty:

Tablica 4

Numer wartosci poczatkowej
1 2 3 4 5 6 71 8 9 10

11

n=2 0,7800,7840,8010,7690,7970,7900,797j0,7660,7870,7750,785

n=4 0,308 3,3060,2990,3020,294 D,306p,314p,3060,312 3,289 0,303

Uzyskane wyniki sg zadowalajagco zbiezne do wartosci  obliczo-
nych bezposrednio ze wzoru, co upowaznia nas do przypuszczenia,
ze maszyna generuje rzeczywiscie ciggi liczb pseudolosowyeh o
rozktadzie réwnomiernym w przedziale [0,1] .
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BiPABOTKA CliyHAIIHbtX HHCEJI HA 3JIE KTPOHHOfi BbMMCIIMTEJIbHOII
MAIUMHE yMU-I

Pe 3B me

B CTaTbe nojaeTca pesylibTara weccjieaoBaHHH reHepaTopa cjijrcafr
Hux tiHceli o paBHOMepHOM aaKOHe pacnpe»elie hhh, padoTannero Ha
fiasHce uoxHg>imnpoBaHHoro ajiropn<t>Ma $oh HeiiMeHa.

THE COMPUTER UIC-1 AS PSEUDORANDOM-NUVBERS GENERATOR

Summary

In the paper the results of research of the pseudorandom
uniformly distributed numbers generator, built on the basis the
von Neumann's algorithm, are described.



