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GENEROWANIE LICZB PSEUDOLOSOWYCH 
NA MASZYNIE CYFROWEJ UMI-1

Stre szczen ie : W pracy omówione są  wyniki ba
dania generatora lic zb  pseudolosowych o roz
kładzie równomiernym, opartego na wykorzysta
niu zmodyfikowanego algorytmu von Neumanna.

Przy rozwiązywaniu licznych problemów przy pomocy EMC, po
trzebne są  często  liczb y  losowe o określonych z góry ro zk ła
dach. N ajbardzie j reprezentatywnym z tych problemów je s t  mode
lowanie staty styczn e zwane też  metodami Monte Carlo. Na wejścia 
zamodelowanego przy pomocy maszyny matematycznej badanego ukła
du podaje s i ę  w ie lk ości przypadkowe o zadanych z góry parame
trach  rozkładu , a na wyjściach ś le d z i  s ię  pewne w ielkości jak  
np. średnie arytmetyczne, czę sto ść  względną pewnych zdarzeń, 
które są  estymatorami odpowiednio w artości oczekiwanej i  praw
dopodobieństwa w ystąpienia obserwowanego zdarzenia i  przy od
powiedniej i l o ś c i  r e a l i z a c j i  procesu modelowania różnica pomię
dzy parametrem statystycznym  w yjścia a jego estymatorem s t a je  
s i ę  dowolnie mała. Modelowanie staty styczn e s to su je  s i ę  z re sz 
t ą  n ie ty lko  do badania procesów przypadkowych, a le  taże  do roz
wiązywania wielu problemów determ inistycznych, czego n a j le p 
szym przykładem je s t  przybliżone obliczan ie  całek  w ielokrot
nych. Powstaje te ra z  zagadnienie tworzenia przez maszynę cy fro 
wą ciągów lic z b  przypadkowych o zadanych funkcjach rozkładu.
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Przypuśćmy, że potrzebny nam j e s t  c ią g  lic z b  losowych o funk
c j i  rozkładu f ( x )  i  dystrybuancie

znaczony w ten sposób c ią g  xk będzie c iągiem  lic z b  losowych o 
dystrybuancie F (x ) ,  j e ż e l i  ty lko  będzie c iągiem  lic z b  lo 
sowych o ro zk ład z ie  równomiernym w p rzed zia le  [o ,l]  * 
A n alityczn ie  powyższe rozważania można n apisać  w sposób n a s tę 
pujący:

( 1)
-oo

Z r y s .  1 widać, że P(xk< x )  = Ffx^) ■ § k»

FW

Rys. 1

Z ak ład a jąc , że zb ió r w artości § j e s t  zbiorem o równomiernym 
ro zk ład zie  na odcinku [o ,l J  , wobec czego w ybierając losowo licz
by możemy d la  każdego § k wyznaczyć odpowiednie i  wy-

X

(2)
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Rozwiązując to  równanie można otrzymać c ią g  x^ o zadanej funfc* 
c j i  rozkładu f ( x ) ,  dysponując ciągiem  lic z b  losowych o roz
k ład z ie  równomiernym w p rzed zia le  [0,1] .
Przykład t
Załóżmy, że potrzebny nam je s t  c ią g  lic z b  losowych o ro zk ła 
dzie  wykładniczym, zdefiniowanym następującym wzorem

t (x )
he~ d la  x  ^  0

(3 )
0 d la  x  <  0

Wykonując d z ia łan ia  określone wzorem (2) otrzymujemy

- * *k1 - e  - C4;

(5 )

Z ak ład ając , że c ią g  | l  03 s®“  rozkład co c ią g j§ kj ,
żerny napisać  wzór (3) w p o stao i

mo-

xk .  -  ^  In § k • (6 )

Aby otrzymać c ią g  lic z b  losowych o ro zk ład zie  wykładniczym da
nym wzorem ( 3 ) ,  w ystarczy kolejne w artości lic z b  losowyoh o 
ro zk ład z ie  równomiernym poddawać przekształcen iu  według
wzoru ( 6 ) .
Jak  z powyższego wynika, do tworzenia ciągów lic z b  losowych o 
różnych rozkładach w ystarczy umieć generować przy pomocy maszy- 
ny cyfrowej lic z b y  losowe o rozk ład zie  równomiernym w przedzia
le  [0 ,1 ] .
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Generatory lic zb  losowych w maszynach cyfrowych mogą być dwo
jak iego  rodzajut

1) generatory fizyczn e -  wykorzystujące efek t śrutowy wzmaonia- 
czy elektronicznych, rozpad pierwiastków radioaktywnych itp . 
Generatory te  są  wykonane jako sp ec ja ln e  przystawki do ma
szyn matematycznych i  n ie będą tu omawiane)

2) generatory wykorzystujące do tworzenia lic zb  losowych a lgo 
rytmy zdeterminowane, wobec czego uzyskany c iąg  j e s t  tylko 
z pewnym przybliżeniem  losowy i  d latego  nazywa s i ę  je  gene
ratoram i lic z b  pseudolosowych.

I s tn ie je  w iele algorytmów tworzenia ciągu  lic zb  pseudoloso
wych o rozk ładzie  równomiernym. Jednym z nich je s t  zmodyfiko
wany algorytm  von Neumanna określony w ten sposób, że dwie
ś-b ito w e  liczb y  dwójkowe wymnaża s i ę  przez s ie b ie  otrzymując w 
ten sposób liczb ę  podwójnie długą 2s-bitow ą. Z t e j  lic zb y  wy
cinamy dowolnych s-bitów  i  w ten sposób otrzynujemy nową l i c z 
bę, którą zastępujemy jedną z lic z b  pary w yjściow ej, po czym 
w szystkie czynności powtarzamy od nowa.

Inna w ersja tego algorytmu przewiduje zam iast mnożenia dwu 
lic z b , podnoszenie jednej do kwadratu, co jednak przy użyciu 
maszyny cyfrowej UMD-1 nie prowadzi do dobrych wyników ze wzglę
du na to , że maszyna ta  pracuje w system ie minus minus dwójko
wym, pozwalającym zapisywać liczb y  zarówno dodatnie jak  i  ujem
ne, a ponieważ kwadraty liczb  są  zawsze dodatnie prowadzi to  do 
naruszenia losowości rozkładu zer i  jedynek na poszczególnych 
b itach . Maszyna UMC-1 pracuje w system ie minus minus dwójkowym 
wobec czego i  p rzed zia ł lic zb  w n ie j występujących je s t  okre
ślony nierównością

- ł  <  *  <  y  * (7)
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Aby więc otrzymać rozkład równomierny w p rzed zia le  [0,1] do każ
dej otrzymanej liczb y  losowej dodawana je s t  1 /3 , algorytm ge
n eru je  bowiem c iąg  lic zb  o rozk ładzie  równomiernym w przedzia
le  ( -1 /3 , 2 /3 ) .
Celem sprawdzenia, czy liczb y  pseudolosowe generowane przez 
maszynę mają rozkład rzeczyw iście równomierny w przedziale [0,1] 
przeprowadzono szereg prób i  testów statystycznych,których wy
n ik i przytoczymy p on iże j.
Celem k o n tro li losow ości rozkładu zastosujem y system testów 
K endalia, których obejmuje:

a ) t e s t  k o n tro li c z ę s to śc i ,
b) t e s t  k on tro li par,
c) t e s t  k o n tro li przedziałów ,
d) t e s t  k o n tro li kom binacji.

T est k on tro li c z ę s to śc i  (frequency t e s t )

P rzed zia ł [0,1] d z ie l i  s i ę  na pewną i lo ś ć  (zwykle 10-30) rów
nych podprzedziałów i  bada s ię  i l o ś c i  lic zb  losowych,które tra
f i ą  do określonego podprzedziału . Dla dostateczn ie  dużej i l o 
ś c i  lic z b  pseudolosowych liczebność w każdym podprzedziale po
winna dążyć do N /l, gdzie 1 j e s t  i l o ś c i ą  podprzedziałów, a N 
liczeb n o śc ią  próby. Dla 1»10 oraz N = 1000 otrzymano następu
ją c e  re z u lta ty :
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T est k o n tro li par ( s e r i a l  t e s t )

Sprawdzamy czę sto ść  występowania zer i  jedynek na poszcze
gólnych pozycjach liczb y  pseudolosowej -  (oczywiście w p o s ta c i 
dwójkowej). C zęsto ść  względna powinna być w przybliżen ia rów
na 0 ,5 , ponieważ prawdopodobieństwo w ystąpienia zera i  jedynki 
j e s t  identyczne.

Zbadano czę sto ść  występowania zer w różnych miejscach ( b i 
tach) liczb y  dwójkowej i  np. d la próby o liczebności K ■ 1000 
oraz trzech przypadkowych w artości początkowych uzyskano d la  o- 
sta tn iego  b itu  następu jące c z ę s to śc i  względne występowania ze
ra

P1 »  0 ,5 0 6 , p2 -  0 ,4 9 6 ,  p^ -  0,515,

a więc niew iele odbiegające od teoretyczn ej wartości 0 ,5 .

Test k o n tro li kombinacji (poker t e s t )

J e s t  to  t e s t  polegający  na zbadaniu rozkładu różnych kombi
n a c j i  zer i  jedynek dwójkowej re p re z e n tac ji liczby  losowej dla 
dużej o b ję to śc i losowanego zb ioru .

Je ż e l i  weźmiemy pod uwagę s p ozy c ji liczb y  w układzie dwój
kowym, to  przy założeniu równego prawdopodobieństwa w ystąpie
n ia  każdej kom binacji, prawdopodobieństwo, że w danej l ic z b ie  
będzie dokładnie k-zer i  s-k  jedynek (lub na odwrót) j e s t  rów-

Sprawdzono kombinacje d la  s  = 10 w zbiorze 15000 liczb  pseu
dolosowych generowanych na maszynie UM3-1 i  otrzymano następu
ją c e  re zu lta ty »
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T ablica 2

Wyn. prób Wyniki teoretyczne

10 zer 18 14,65
9 zer 1 jedynka 167 146,48
8 zer 2 jedynki 682 659,18

7 zer 3 jedynki 1666 1751,81
6 zer 4 jedynki 3139 3076,17 x = 6,131
5 zer 5 jedynek 3755 3691,41 p — 0 f 80

4 zera 6 jedynek 3078 3076,17
3 zera 7 jedynek 1681 1751,31
2 zera 8 jedynek 663 659,18
1 zero 9 jedynek 139 146,48

10 jedynek 12 14,65

Zgodność rozkładu teoretycznego z empirycznym sprawdzono t e -  
2stem % .

T est k o n tro li przedziałów (gap t e s t )  zastępowany bywa także te 
stem d łu gośc i s e r i i  [2 ] ,
T est s e r i i  przewiduje p odział lic z b  pseudolosowych na dwie k la
sy  -  np. l ic z b  większych od 0,5  i  mniejszych od 0 ,5 , który to  
p odział z o s ta ł  p rzy ję ty  w naszych rozważaniach.
S e r ią  nazywa s ię  część  c iągu  lic z b  pseudolosowych zaw iera jącą  
liczb y  t e j  samej k lasy  występujących bezpośrednio po so b ie , i -  
lo ść  tych lic z b  nazywa s i ę  d łu go śc ią  s e r i i .
Dla badanego c iągu , obejmującego U liczb  losowych,oblicza s ię  
n astępu jące w ie lk ości:

-  lic z b a  s e r i i  pierw szej k la sy  o d łu go śc i i

£^2 -  "  "  d ru g ie j " "  "

s ^  -  w szystkie s e r ie  k la sy  pierw szej o d łu gośc i 
równej lub w iększej od k,
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n2
S2k = 'y 1 s i2  -  w szystkie se r ie  k la sy  drugiej o d łu go śc i rów- 

i=k nej lub w iększej od k,

n 1
a ^  s 1k “  ogólna i lo ś ć  s e r i i  p ierw szej k la sy , 

k-1
n2

S2 a ^  S2k -  ogólna i lo ś ć  s e r i i  d ru g ie j k la sy , 
ks1

S = + S2 ogólna i lo ś ć  s e r i i .

Dla dużej liczb y  prób należy teraz  o k re ślić  empirycznie w iel
k o śc i S^, S2 i  S i  porównać je  z w ielkościam i teoretycznymi,
które np. d la  poziomu u fn ości oC = 0,05 oraz N >20 wynoszą: 
dolna gran ica ogólnej i l o ś c i  s e r i i

z(S ) -  0 ,5  ( N+1 -  1,65 ^ N ^ ) ,  (9)

dolna gran ica i l o ś c i  s e r i i  k lasy  pierw szej lub drugiej

= z (S2 ) a 0,25 (N-1,65 ^ 5 -1 ), (10)

górna w artość d łu gości s e r i i

1 ( — )
«(») - s - u od

Oznacza to , że wśród N liczb  możemy z prawdopodobieństwem P
spodziewać s ię  s e r i i  d łu ższe j n iż  m.
Zastosowano ten  t e s t  do p op u lac ji liczb  pseudolosowych o l i 
czebności N = 634 i  otrzymano następujące wyniki:

S.j *  155, “  154, S *  309 oraz 6 .
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Wyniki teoretyczne obliczone na podstawie wzorów ( 9 ) , ( 1 0 ) i (11) 
s ą  n astęp u jące :

Dolna gran ica i l o ś c i  s e r i i  obydwu k la s  wynosi 148. Otrzymano 
155 s e r i i  k lasy  pierw szej i  154 se r ie  k lasy  d ru g ie j.
Ogólna i lo ś ć  s e r i i  powinna być większa n iż  297, otrzymano se 
r i i  ogółem 309.
Z te s tu  wynika, że z prawdopodobieństwem równym 0,05 można o- 
czekiwać s e r i i  o d łu gości 13» n ajd łu ższe  otrzymane se r ie  miały 
długość 6.
Po sprawdzeniu losow ości generowanych l ic z b , należy zweryfiko
wać, czy ich rozkład rzeczyw iście j e s t  równomierny w p rzedzia-

gdzie n^ je s t  i lo ś c ią  elementów i-te g o  przedziału , a Rp  ̂ war
to ś c ią  oczekiwaną tych elementów przy rozk ładzie  hipotetycznym 
Stawiamy h ipotezę, że rozkład generowanych lic zb  pseudolosowych 
j e s t  równomierny, wobec czego, je ż e l i  podzielimy p rz e d z ia ł(0,1] 
na 1 jednakowych podprzedziałów, to  prawdopodobieństwo t r a f i e 
nia w i - t y  podprzedział wynosi p ^ l / 1  d la  i - 1 , 2 , . . . l ,  a wzór 
(12) przyjmuje postać

z (S ) = 297, z ^ )  > z (Sg) *  148 oraz z(m) a 13.

le  [0,1] .
2

Można do tego użyć: te s tu  % , kryterium Kołmogorowa lub kry
terium  to2 .

2
T est X oparty je s t  na sta ty sty c e

( 1 2 )

2
1

x 2 * I
i-1 i-1
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W przypadku rozkładu równomiernego suma ta  ma rozkład w przy«
2

b liż e n iu  ta k i  ja k  % z 1-1 stopniam i swobody.
Granicę górną dla danego 1 i  poziom  u fn o śc i p odczytujemy

g
z ta b l ic  i  j e ż e l i  obliczone X przewyższa tę  gran icę, to  hir
potezę o ro zk ład z ie  równomiernym należy  odrzucić.

2
J e ż e l i  jednak X przyjmuje bardzo małe w arto śc i, to może to  
świadczyć o za "d o b re j” zgodności, a co za tym id z ie  o naru
szeniu  losow ości generowanych l ic z b ,  d latego  te ż  ustalamy d c l-

2
ną gran icę  d la  w artości X np. w następu jący  sposób:

pj\2>Xl_l(p)} " P f 2<4_i(l-P)} (H).CO

Oczywiście jednorazowe t r a f ie n ie  w p rze d z ia ł (14) je szcze  o 
niczym nie świadczy, podobnie ja k  jednorazowe w yjście poza ten 
p rz e d z ia ł. O bliczenia trzeba przeprowadzać k ilkakrotn ie i  za- 
obserwować zachowanie s ię  w arto ści %'• Przy poziomie u fn o śc i 
p = 0,95 w yjście poza p rze d z ia ł w ystępuje w wypadku słu szn o śc i 
h ipo tezy , średn io  raz  na 10 razy .
Przeprowadzono badania na zb iorze 10000 lic z b  pseudolosowych i  
d la  10 różnych w artości początkowych, d z ie ląc  przedział [0 ,1] 
na 10 równych c z ę ś c i .  Z t a b l ic  d la  p = 0 , 9 5 i l = 1 0  odczytu
jemy:

X g(0 ,95 )  -  16,9 

X | ( 0 , 0 5 )  -  3,32 

3.32 <  X2<  16,9.

Wyniki ob liczeń  podano w ta b lic y  3
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Inną miarą niezgodności między rozkładem teoretycznym a empi
rycznym je s t  kryterium  Kołmogorowa oparte na s ta ty sty c e

Dn = | * n( x ) - ? ( x ) | f (15)

• *

gdzie  FQ( * )  j e s t  empiryczną fun kcją  rozkładu równą

V x) -  i r ~ *

( N -liczebność badanego zb ioru , m̂  -  i lo ś ć  elementów w próbie 
n ie większych od x ) .F (x )  j e s t  teoretyczną fun kcją  rozkładu i  w 
naszym wypadku

* ( * )

0 x <  0
x 0 <  x <  1 , ( 1 7 )
0 x > 1

Dła dowolnej dystrybuanty F(x) prawdopodobieństwo ? j  
dąży d la  N-^oo do gran icy

K(A) -1-2 2  (-1 )V_1 e ' 2^ .  (18) [2]
V-1

Wartość 1-K(X) można znaleźć w ta b lic a c h *
Sprawdzenie zgodności rozkładu testem  Dn przeprowadzono na 10 
próbach o lic ze b n o śc i 1000 każda. H ipotezę o ro zk ład z ie  równo
miernym odrzucano, j e ż e l i  Dn > 1 , 5 ,  odrzucano ją  także,gdy  
^n W < 0 *5 z powodów omówionych powyżej. Wyniki przytaczamy w 
ta b lic y  3 .
Wraz z kryterium Kołmogorowa czę sto  s to su je  s i ę  kryterium  co2 .

2
K ryteria  te  mają tę  przewagę nad testem  % , że n ie  dzielą  prze
d z ia łu  co je s t  nieuchronnie związane z pewną s t r a t ą  in fo rm acji.
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2Kryterium co opiera s i ę  na s ta ty s ty c e
00

= f  [ y * ) - F ( x ) ] 2d F (x )  • (1 9 )
-oo

J e ż e l i  ułożyć losowane w artości ,x̂ , . . . w szereg waria
cyjny, otrzymamy

2 _ 1 . J_ V ł _ 2i=ll . (2°)
C jO

1 5*Ś «
i=1

a w naszym wypadku

N

1 2 ^  + »  2  '  22x' l

1 1 ,2  2  [ * i  - ^ r ]  •  < 2 1 )

i=1
2

Odrzucamy h ipotezę o równomierności rozkładu, je ż e l i  oo >0,0005. 
Wyniki prezentujemy w pon iższej ta b lic y .

T ab lica  3

Numer w artości 
początkowej

X2
N = 10000

o.,2 
N = 1000

D Vn 
N =1000

1 6,370 0,000025 0,487
2 11,392 0,000300 0,920
3 4,660 . 0,000210 0,999
4 6,318 0,000420 1,246
5 9,326 0,000080 0,914
6 9,176 0,000250 1,268
7 9,406 0,000180 0,904
8 2,250 0,000710 1,6567
9 8,606 0,000150 0,996

10 12,620 0,000100 0,794

3»32< %2< 1 6,9 co2 <  0,005 0 ,5<D  Vn< 1,5  n
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2 2Z ta b lic y  3 wynika, że te s ty  % , co i  spraw dzają s i ę  przy 
założonym poziomie is to tn o śc i  5%» c z y l i  nie ma podstaw do ' od
rzucenia h ipotezy , że losowana populacja lic zb  pseudolosowych 
ma rozkład równomierny w p rze d z ia le  [0 ,1 ] .
Celem ostatecznego sprawdzenia napisano program o b lic z a ją c y  
przy pomocy metod Monte C arlo  stosunek o b ję to śc i h ip e rs fe ry  n- 
wymiarowej do o b ję to śc i h ipersześcian u  n-wymiarowego, który to 
stosunek znamy a p r io r i  z wzoru:

n
V TT 2

k = Ti ł  ,   - l i   . (22)
n ~n n2n T ( | )

Wykonano ob liczen ia  d la  n=2 oraz n=4. Z wzoru (22) otrzymuje
my k2 = JT/4 = 0 ,785 , k4 = 3T2/32 = 0,306.
Dla N = 1000 r e a l i z a c j i  i  10 różnych ciągów l iczb  pseudoloso- 
wych otrzymano n astępu jące re z u lta ty :

Tablica 4

Numer w artości początkowej
1 2 3 4 5 6 7 i 8 9 10

1 1

n=2 0 , 7 8 0 0,784 0,801 0 ,769 0 , 7 9 ^ 0 , 7 9 0 0,797jo,766 0 ,7 8 7 0 , 7 7 5 0,785

n=4 0 , 3 0 8 3,306 0,299 0,302 0,294 D,306p,314p,306 0,312 3,289 0,303

Uzyskane wyniki są  zadow alająco zbieżne do w artośc i  o b liczo 
nych bezpośrednio ze wzoru, co upoważnia nas do przypuszczenia, 
że maszyna generu je rzeczyw iście c i ą g i  lic z b  pseudolosowyeh o 
rozk ład zie  równomiernym w przedzia le  [0 ,1] .
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B iP A B O T K A  CJiyHAÍÍHbtX HHCEJI HA 3JIE  KTPOHHOfi BbMMCJIMTEJIbHOÍÍ 
MAIUMHE y M U -I

P e 3 B m e

B CTaTbe n o ja e T c a  pesyJibTara wccjieaoBaHHH reHepaTopa cjijrcafr 
Hux tiHceJi o paBHOMepHOM aaKOHe pacnpe»eJie hhh, paóoTannero Ha 
f ia3Hce uoxHq>imnpoBaHHoro ajiropn<t>Ma $oh HeiiMeHa.

THE COMPUTER UIC-1 AS PSEUDORANDOM-NUMBERS GENERATOR

S u m m a r y

In the paper the r e s u l t s  of research  of the pseudorandom 
uniform ly d istr ib u te d  numbers gen erator, b u i l t  on the b a s is  the 
von Neumann's algorithm , are d escrib ed .


