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O PEWNEO METODZIE PRZYBLIZONEGO ROZWIAZANIA
PROBLEMU KRZEPNIECIA

Streszczenie. Artykut dotyczy wykorzystania funkcji gietych do
przyblizonego wyznaczania nieustalonego pola temperatur? i kinetyki
krzepniecia odlew6éw o prostych ksztattach (ptyta, walec, kula), wy-
konanych ze stopu krzepngcego w interwale temperatury. Przedstawio-
na metoda pozwala uwzgledni¢ zmienno$¢ parametrow termofizycznyoh
materiatu i rozwigzywa¢ zadanie dla dowolnych warunkéw brzegowo-po-
czatkowych. W pracy przedstawiono przyktady obliczed numerycznych,

1. Réwnania roézniczkowe i warunki Jednoznacznos$ci

Rozpatrywac¢ bedziemy obszar przestrzenny D odlewu, ograniczony po-
wierzchnie (wewnetrzng powierzchnig formy), w ktérym zachodzi proces
krzepnigcia i1 stygniecia metalu.

Obszar D Jest obszarem niejednorodnym i stanowi z4ozenie trzech pod-m

obszaréw D « y Dm(t) odpowiadajacych fazie ciektej, przejsciowej i
m=1
ciatu statemu, przy czym podobszary Dm(t), m =1, 2, 3 zmieniajg w cza-

sie swoja konfiguracje, za$ ich chwilowe ksztatty (rya. 1) determinuje
potozenie izoterm



116 B. Mochnacki, M. Biedroneka

u(x,t) - Ut
@
u(x,t) = U2
gdzie:
U,X “-iKj. *2" xjf* r “ kolejno oznaczaja temperature, wspotrzedne
L J przestrzenne, czas,
Uj, U2 - wynikajece z wykresu réwnowagi temperatury po-

czatku i konca krzepniecia metalu (stopu).

Nieustalone- pole temperatury w objetosci odlewu mozna z dobrym przy-
blizeniem opisa¢ uktadem roéwnan rézniczkowych

cm (1)?2rr(u)ut “ v\, (U)VU(x,t)] + qvm, m-1, 2, 3 @
gdzie:
cfil, 9m, - parametry termofizyczne (whasciwa pojemno$¢ cieplna, ge-
stos¢ masy, wspotczynnik przewodzenia ciepta),
qvm - objetosciowa wydajnos¢ wewnetrznych zrédet ciepta w D/ Ct),
y - operator Hamiltona.
Ukdadréwnan (2) uzupedniaja warunki brzegowe i poczatkowe, Kktore po-

dane zostang w dalszej czesci pracy.

Wystepujacy w rownaniach (2) sktadnik qvm zeruje sie dla m =1, 3,
za$ w fazie przejsciowej (m = 2) Jest proporcjonalny do szybkos$ci zmia-
ny lokalnego udziatu ciata statego w otoczeniu punktu P(x) S D2(t).

Przyjecie takiego zatozenia sprowadza réwnanie przewodnictwa w omawia-
nym podobszarze do postaci

C2(U)92 (U)UA =V[A2(U)VU(X,0] + ?3gkrSt ®)

W roéwnaniu(@) 93 Jest gestoscig ciata statego w temperaturze Ug,
gkr cieptemprzemiany fazowej, za$ s(x,t) lokalnym udziatem objetos-
ciowym ciata statego w fazie przejsciowej stopu.

Uzaleznienie funkcji s(x,t) od chwilowej temperatury u(x,t)6 [u2,uj
w punkcie p(x) obszaru D2(t) pozwala wprowadzi¢ do roéwnania (3) tzw.
zastepcza pojemno$¢ cieplng fazy przejsciowej [i, 2, 3, $]-

C2U) = C2()92) - 93gkrsSy @

Poniewaz dla U > U» s(u) 0, zas dla U< U2 s(u) = 1, wiec
uktad roéwnan

CmEPHUTt -v\(u)VU(x.t)] m-1.2,3 (6)

opisuje nieustalone pole temperatury w catym obszarze D.
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Problemy modelowania pola temperatury w obszarach o zmiennej w czasie
geometrii sg bardzo ztozone, za$ efektywne rozwigzanie numeryczne uzyski-
wano dotychczas najczes$ciej na bazie metod roéznicowych. Istnieje jednak
mozliwos¢ "ujednorodniania“ obszaru D i sprowadzenia ukdadu réwnan (5)
do Jednego roéwnania parabolicznego w pochodnych czastkowych obowigzujace-
go w catysj modelowanym obszarze. Wykorzystano tu koncepcje przedstawiong
w procesach Sajranta, Slacka i Warszawskiego (por. [5]), zas szczegéty do-
tyczace przedstawionych nizej przeksztatcen, modyfikacji warunkéw brzego-
wych i doboru funkcji h(u), t(u>, $ (t) omoéwiono w [B3.

Definiuje sie funkcje

cl(u)i u>ut

HUW) =TF c(™)Hd] c(u) c2(U); 06 ®)

c3(uwt U< u2

oraz
JMu)s u>
u
t@) = f X(pd] wuy = \MU), u6 [Uz.UjJ @
u*

A(u); u<ou2

gdzie U jest dowolnie przyjetym poziomem odniesienia.
Wykorzystanie funkcji HQ(u) oraz T(u) sprowadza uktad réwnan (5) do
roéwnania

B (1)th -v2 T(x,t) ®)

Funkcja (t) Jjest pochodng dH/dT. Spos6b tworzsnia ww. funkcji przed-
stawiono w [6j- 3

Na brzegu f = IJ A T-i, ograniczajacym obazar odlewu mozna wyro6znic
°© k=1
elementy na ktérych zadape sa warunki I, Il lub IlIl rodzaju (k «
“ 1, 2, 3).

Warunki determinujace przeptyw ciepta przez powierzchnie graniczng ro
po wprowadzeniu do rozwazan funkcji T(x,t) przyjmuja postac:

p(x) e AﬁOl 1 T JArO1  T(.D

p(x) 6 A g, AFO2 q(P.t) ®
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p(x)e Aro03 ! -TAATO3 " & T(p,t)

gdzie:
t; - pochodna funkcji T(P,T) w punkcie p(x) w kierunku normal-
nym do brzegu obszaru,

q(p,t) - zadany strumien ciepta na powierzchni AFq2e

ot \ - wspétczynnik wymiany ciepta do otoczenia i S$redni wspétczyn-
" nik przewodzenia ciepta w Interwale temperatury brzeg - oto-
czenie (jJako poziom odniesienia przyjeto temperature otocze-

nia).

Réwnanie (8) i warunki (9) uzupeknia warunek poczetkowy zadania
pCx) £ D : T(x,0) - TcX®) (i0)

Ola obszaréw warstwowych, walcowych i kulistych w przypadku jednowy-
miarowego zadania przewodnictwa cieplnego réwnanie (8) mozna zapisaé w
postaci

$"(MHT* = -t \ . z =0, 1, 2 an

ktére dla z » 0 dotyczy ptyty, dla z = 1 walca nieskonczonego, za$ dla
z * 2 kuli. W dwéch ostatnich przypadkach dla x = 0 prawa strona row-
nania (IlI) sprowadza sie do (I + z)Txx z warunkiem oo

2. Przyblizone rozwigzanie jednowymiarowego zadania przewodnictwa cie-
plnego przy zastosowaniu funkcji gietych

Rozpatrywany bedzie obszar odlewu, w ktérym proces przeptywu ciepta
opisuje roéwnanie (I1) , x£ B*3 z zadanymi na brzegu warunkami (9) i
warunkiem poczetkowym (10).

W przedziale |a,b] ustala sie siatke An!a = *0< x1(...,xn = b,
za$ w przedziale czasu [o,00) siatke o kroku ¢tp = tP+l - tp. Chwilowy
rozktad funkcji T(x,t) w wyréznionym na osi czasu wezle tp+l = tp + Atp
przybliza.sie szesScienne funkcje giete S3(x) defektu 1, nastepujecej po-
staci [a]

3 n-1

T(x,t) = S3(x) =2 esx8 + 2 Ofs(x-xs)+ a2
8=0 8=1
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Aby wyznaczy¢ wspoédczynniki okreslajace funkcje S3(x) , zaktada sie,
ze spednia ona roéwnanie (li) w wezdach xotXj,.-.". ;X oraz warunki brze-
gowe w granicznych weztach eiatki xQ i xn_

Pochodnag w wezle xA przybliza sie ilorazem réznicowym

T(x ,tp+l) - T(x ,tP) S,(x ) - T(x tp)
Tt(Xi>~- - - - N T e ~ * - o-1i
13)

Dla wez#o6w xQ,x1 xn otrzymuje sie n+l liniowych réwnan postaci

@i’ By SFELATPA-® - 829800 | & 9300 o 5

czyli

B=0 8IDX*~FOTTPRx~g 9(8"1+2)l+ - it (xi-xs)3 -

A
L x F GEESIEB TP R ety TS0 1 0 a9

Uk#ad rownan (15) uzupedniaja dwa roéwnania wynikajgce z zadanych wa-
runkéw brzegowych. W zaleznosci od rozpatrywanego zadanie sa to dwa z po-
nizszych réwnan

S3(xi) - T1(tp+l) i»O0,n

ds, (x.) .
— m qi (tp+ ) 1 “0,n (16)

ds,(x,) oL
3x— * 771 S3(xi) 1 * °.n

3. Przyktady obliczen numerycznych

Przedstawiony wyzej algorytm wykorzystang do przyblizonego rozwigzania
problemu krzepniecia stalowej ptyty. Do obliczen numerycznych przyjeto
dwie grubosci ptyty: =0,2m G2 =0,1 m. Ptyta byta wykonana ze
stali weglowej o zawartos$ci 0,35% wegla, temperatura zalewania ciekdym
metalem Ula” »1520°, na styku odlewu 1 formy przyjeto warunek 1 rodzaju
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U(b) «800°, co odpowiada $redniej temperaturze kontaktu w typowych ukta-
dach wlewek-wlewnica, przy czym przyjecie bardziej dok#adnych warunkow
brzegowych nie zmienia istoty i ztozonos$ci zaproponowanego algorytmu.

0$ ptyty pokrywa sie z osie symetrii cieplnej. Do konstrukcji funkcji
$°(T) wykorzystano dene doswiadczalne cytowane w literaturze radzieckiej.
Jezeli wymiary liniowe uk#adu zostane zadana w 10 * m, to wartosci licz-

bowe funkcji $ “(T) okresSlaje zaleznoSci

TC 4.8687 $ (T) =2083.4
T> 5.1818 $°(T) «1952.7
T 6 [4.8687,5.18183 $"(t) «-8160131 + 325200.6T - 323606.1TZ

Jak tatwo zauwazyé, funkcja $“(T) jest ciegta na roboczym odcinku
krzywej H =%$(T).

Na rysunku 2 przedstawiono krzywe stygniecia w osi piyt Gj » 0,2 m
(krzywa b) i G2 m0,1 m (krzywa a).

Rys. 2. Krzywe stygniecia ptyt staliwnych

Stata krzepniecia dla odlewéw staliwnych, stygnecych w warunkach zbli-
zonych do warunkéw przyjetych w obliczenlech numerycznych wynosi okoto
0.0039 ms1”2. Czas krzepnigcia (tzn. czas, po ktérym temperatura w osi
ptyty oaiegneta wartos¢ 1470°) odlewu o grubosci Gj = 0,2 m wynosi oko-
-j 600 a, za$ czas krzepniecia ptyty Gg - 0,1 m 190 a. Obliczona sted
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stata krzepniecia dla odlewu 0,2 m wynosi m 0.0041 m.s"i/2, dla od-
lewu 0,1 @ Kg « 0.0036 m.s"172, co wskazuje na zgodno$¢ wynikéw obliczen
numerycznych z rzeczywistymi krzywymi stygniecia ukdadu.

Obliczenia numeryczno przeprowadzone zostaty no EMC WANG 2200,
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ABOUT CERTAIN METHOD OF SOLUTION OF SOLIDIFICATION PROBLEM

bummary

The subject of this work is description of a certain numerical method
which uses the spline functions for approximation of solidification pro-
blem.



