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Streszczenie. Artykuł dotyczy wykorzystania funkcji giętych do 
przybliżonego wyznaczania nieustalonego pola temperatur? i kinetyki 
krzepnięcia odlewów o prostych kształtach (płyta, walec, kula), wy
konanych ze stopu krzepnącego w interwale temperatury. Przedstawio
na metoda pozwala uwzględnić zmienność parametrów termofizycznyoh 
materiału i rozwiązywać zadanie dla dowolnych warunków brzegowo-po- 
czątkowych. W pracy przedstawiono przykłady obliczeó numerycznych,

1. Równania różniczkowe i warunki Jednoznaczności

Rozpatrywać będziemy obszar przestrzenny D odlewu, ograniczony po
wierzchnię (wewnętrzną powierzchnią formy), w którym zachodzi proces
krzepnięcia i stygnięcia metalu.

Obszar D Jest obszarem niejednorodnym i stanowi złożenie trzech pod-■
obszarów D « y Dm (t) odpowiadających fazie ciekłej, przejściowej i

m=l
ciału stałemu, przy czym podobszary Dm (t), m = 1, 2, 3 zmieniają w cza
sie swoją konfigurację, zaś ich chwilowe kształty (rya. l) determinuje 

położenie izoterm
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u(x,t) - UŁ

(1)
u(x,t) = U2

gdzie:
r

U,X “ -¡Kj. *2' xjf' r “ kolejno oznaczają temperaturę, współrzędne 
L J przestrzenne, czas,

Uj, U2 - wynikajęce z wykresu równowagi temperatury po
czątku i końca krzepnięcia metalu (stopu).

Nieustalone- pole temperatury w objętości odlewu można z dobrym przy
bliżeniem opisać układem równań różniczkowych

cm (li)?rr(u)Ut “ v[\,(u)VU(x,t)] + qv m , m - 1, 2, 3 (2)

gdzie:
cffl, 9 m , - parametry termofizyczne (właściwa pojemność cieplna, gę

stość masy, współczynnik przewodzenia ciepła),
qvm - objętościowa wydajność wewnętrznych źródeł ciepła w D^Ct),
y  - operator Hamiltona.

Układ równań (2) uzupełniają warunki brzegowe i początkowe, które po
dane zostaną w dalszej części pracy.

Występujący w równaniach (2) składnik qvm zeruje się dla m = 1, 3, 
zaś w fazie przejściowej (m = 2) Jest proporcjonalny do szybkości zmia
ny lokalnego udziału ciała stałego w otoczeniu punktu P(x) S D2 (t).

Przyjęcie takiego założenia sprowadza równanie przewodnictwa w omawia
nym podobszarze do postaci

C2 (U)92 (U)U^ = V [ A 2 (U)VU(X,0] + ? 3qkrS’t (3)

W równaniu (3) 9 3 Jest gęstością ciała stałego w temperaturze U g ,
qkr ciepłem przemiany fazowej, zaś s(x,t) lokalnym udziałem objętoś
ciowym ciała stałego w fazie przejściowej stopu.

Uzależnienie funkcji s(x,t) od chwilowej temperatury u(x,t)6 [u2 ,uj 
w punkcie p(x) obszaru D2 (t) pozwala wprowadzić do równania (3) tzw. 
zastępczą pojemność cieplną fazy przejściowej [i, 2, 3, ś].

C2 (U) = C2 (U)92 (U) - 9 3qkrSy (4)

Ponieważ dla U > U^ s(u) 0, zaś dla U <  U2 s(u) =  1, więc 
układ równań

Cm (tj)U't -v[\(u)VU(x.t)] m - 1 . 2 , 3 (6)

opisuje nieustalone pole temperatury w całym obszarze D.
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Problemy modelowania pola temperatury w obszarach o zmiennej w czasie 
geometrii są bardzo złożone, zaś efektywne rozwiązanie numeryczne uzyski
wano dotychczas najczęściej na bazie metod różnicowych. Istnieje jednak 
możliwość "ujednorodniania“ obszaru D i sprowadzenia układu równań (5) 
do Jednego równania parabolicznego w pochodnych cząstkowych obowiązujące
go w całysj modelowanym obszarze. Wykorzystano tu koncepcję przedstawioną 
w procesach Sajranta, Slacka i Warszawskiego (por. [5]), zaś szczegóły do
tyczące przedstawionych niżej przekształceń, modyfikacji warunków brzego
wych i doboru funkcji h(u), t(u>, $ (t) omówiono w [6 3 .

Definiuje się funkcje

H(U) = f  C(^)d| c(u)

c 1(u)i u > u Ł

C2 (U); 0 6  (6)

c3 (u)t U <  u2

oraz

U
t (u ) = f X(pd| 

u*

M u )  =.

j^(u) s u >

\(u), u 6 [Uz.UjJ 

^ ( u ) ; u <  U2

(7)

gdzie U jest dowolnie przyjętym poziomem odniesienia.
Wykorzystanie funkcji H(u) oraz T(u) sprowadza układ równań (5) do 

równania

£>' (t )t ^ - v 2 T(x,t) (8 )

Funkcja (t ) jest pochodną dH/dT. Sposób tworzsnia ww. funkcji przed
stawiono w [6j. 3

Na brzegu f  = IJ A  T-i, ograniczającym obazar odlewu można wyróżnić 
° k=l

elementy na których zadape są warunki I, II lub III rodzaju (k «=
“ 1, 2, 3).

Warunki determinujące przepływ ciepła przez powierzchnię graniczną r*0 
po wprowadzeniu do rozważań funkcji T(x,t) przyjmują postać:

p(x) e A fi01 ! T |Ar01

p(x) 6 A f,02
‘ 1

Af02

T(p,t)

q(P,t) (9)
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p(x)e A r 03 ! -Tń AT03 " §  T(p,t)

gdzie:
t ' - pochodna funkcji T(P,T) w  punkcie p(x) w kierunku normal- 
n

nym do brzegu obszaru, 
q(p,t) - zadany strumień ciepła na powierzchni A F q 2 •
Ot \  - współczynnik wymiany ciepła do otoczenia i średni współczyn-

■ nik przewodzenia ciepła w Interwale temperatury brzeg - oto
czenie (jako poziom odniesienia przyjęto temperaturę otocze

nia).

Równanie (8) i warunki (9) uzupełnia warunek poczętkowy zadania

p(x) £ D : T(x,0) - Tc(x) (iO)

□la obszarów warstwowych, walcowych i kulistych w przypadku jednowy
miarowego zadania przewodnictwa cieplnego równanie (8) można zapisać w 

postaci

$'(T)T* = - t \  . z = o, 1, 2 (ll)

które dla z » 0 dotyczy płyty, dla z = 1 walca nieskończonego, zaś dla 
z * 2 kuli. W dwóch ostatnich przypadkach dla x = 0 prawa strona rów
nania (ll) sprowadza się do (l + z)Txx z warunkiem “ °*

2. Przybliżone rozwiązanie jednowymiarowego zadania przewodnictwa cie
plnego przy zastosowaniu funkcji giętych

Rozpatrywany będzie obszar odlewu, w którym proces przepływu ciepła 
opisuje równanie (ll) , x £  I8 **3] z zadanymi na brzegu warunkami (9) i 
warunkiem poczętkowym (lO).

W przedziale |a,b] ustala się siatkę A n ! a = *0<  x1(...,xn = b,
zaś w przedziale czasu [o,oo) siatkę o kroku ¿tp = tP+I - tp. Chwilowy 
rozkład funkcji T(x,t) w wyróżnionym na osi czasu węźle tp+1 = tp + A t p 
przybliża.się sześciennę funkcję giętę S3 (x) defektu 1, następujęcej po
staci [ą]

3 n-1

T(x,t) = S3 (x) = 2  esx8 + 2  0{s (x-xs) + 
8=0 8=1

(12)
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Aby wyznaczyć współczynniki określające funkcje S3 (x) , zakłada się, 
że spełnia ona równanie (li) w węzłach xotXj,..'. ;x oraz warunki brze
gowe w granicznych węzłach eiatki xQ i xn _

Pochodną w węźle xA przybliża się ilorazem różnicowym

T(x ,tp+1) - T(x ,tP ) S,(x ) - T(x tp)
Tt (xi > ~  — Ł—  - — ^ 7 p— ~  * - o- i  "

(13)

Dla węzłów x(),x1  xn otrzymuje się n+1 liniowych równań postaci

*■/ ‘ P^ S3 (xi ^ T ixi-tP) d2s3 (xi) z dS3 (xi>ę (xi ,tp) -̂ -- 1-AVp A = — L ^ L .  ♦ 5- i - o. i....-.« (u)

czyli

^  89 [x* ~ f ó T T P) x^~2 s(8" 1+z)l + - 2  <** (xi-xs)3 -8=0 L r t ^ . t  ) J 8itl

A p
■ 5T (x±-x )(2 + f-(x,-x ))| = t(x. ,tp) i = 0, 1. n (l5)x tp^ (xi-xs)(2 + .± ( V « . ) ) ]  “ T ^xi ’tP)n

Układ równań (15) uzupełniają dwa równania wynikające z zadanych wa
runków brzegowych. W zależności od rozpatrywanego zadanie są to dwa z po
niższych równań

S3 (xi) - T1 (tp+1) i » 0,n

dS,(x.) .
 ---  ■ qi (tp+ ) 1 “ 0,n (16)

dS,(x,) OL 
 3x—  * 7^1 S3 (xi) 1 * °.’n

3. Przykłady obliczeń numerycznych

i
Przedstawiony wyżej algorytm wykorzystano do przybliżonego rozwiązania 

problemu krzepnięcia stalowej płyty. Do obliczeń numerycznych przyjęto 
dwie grubości płyty: = 0,2 m, G2 = 0,1 m. Płyta była wykonana ze
stali węglowej o zawartości 0,35% węgla, temperatura zalewania ciekłym 
metalem Ula^ »1520°, na styku odlewu 1 formy przyjęto warunek I rodzaju
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U(b) «800°, co odpowiada średniej temperaturze kontaktu w typowych ukła
dach wlewek-wlewnica, przy czym przyjęcie bardziej dokładnych warunków 
brzegowych nie zmienia istoty i złożoności zaproponowanego algorytmu.

Oś płyty pokrywa się z osię symetrii cieplnej. Do konstrukcji funkcji 
$'(T) wykorzystano dene doświadczalne cytowane w literaturze radzieckiej. 
Jeżeli wymiary liniowe układu zostanę zadana w 10 * m, to wartości licz

bowe funkcji $ ‘(T) określaję zależności

T C  4.8687 $ (T) = 2083.4

T >  5.1818 $'(T) « 1952.7

T 6 [4.8687, 5.18183 $'(t ) « -8160131 + 325200.6T - 323606.1TZ

Jak łatwo zauważyć, funkcja $ ‘(T) jest cięgła na roboczym odcinku 

krzywej H = $(T).
Na rysunku 2 przedstawiono krzywe stygnięcia w osi płyt Gj » 0,2 m

(krzywa b) i G2 ■ 0,1 m (krzywa a).

Rys. 2. Krzywe stygnięcia płyt staliwnych

Stała krzepnięcia dla odlewów staliwnych, stygnęcych w warunkach zbli
żonych do warunków przyjętych w obliczenlech numerycznych wynosi około 
0.0039 ms1^2 . Czas krzepnięcia (tzn. czas, po którym temperatura w osi 
płyty oaięgnęła wartość 1470°) odlewu o grubości Gj ■ 0,2 m wynosi oko- 
-j 600 a, zaś czas krzepnięcia płyty Gg - 0,1 m 190 a. Obliczona stęd
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stała krzepnięcia dla odlewu 0,2 m wynosi ■ 0.0041 m.s"i/2, dla od
lewu 0,1 ra Kg « 0.0036 m.s"1^2 , co wskazuje na zgodność wyników obliczeń 
numerycznych z rzeczywistymi krzywymi stygnięcia układu.

Obliczenia numeryczno przeprowadzone zostały no EMC WANG 2200,
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ABOUT CERTAIN METHOD OF SOLUTION OF SOLIDIFICATION PROBLEM

b u m m a r y

The subject of this work is description of a certain numerical method 
which uses the spline functions for approximation of solidification pro

blem.


