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ZASTOSOWANIE FIZYKALNIE NIELINI0WE3 TEORII NAPRĘŻEŃ CIEPLNYCH 
W OŚRODKACH GRAFITOWYCH

II. ANALITYCZNY OPIS KRZYWYCH ODKSZTAŁCENIA

Streszczenia. W pracy zaproponowano cięgi iteracyjnych rów- 
nań konstytutytwnych, które opisuję zależności między tensorami na
prężeń i odkształceń: równania te przedstawiają nieliniowe związki 
Kauderera.

1. Wstęp

Równania konstytutywne dla ośrodków grafitowych Zostały zaproponowane 
dopiero niedawno, por. [aj, [lO]. Pierwsze próby opisu zachowania się ta
kich ośrodków - z punktu widzenia mechaniki ośrodków ciągłych - sugerowa
ły wykorzystanie teorii fizykalnie nieliniowej Kauderera. Tboria fizykal
nie nieliniowa może być rzeczywiście wykorzystana, lecz jedynie jako pier
wsze przybliżenie, w którym pomija się wiele wpływów, m.in. anizotropii. 
W pracach [ej., [9] , [loJ[.zaproponowano pewną modyfikację teorii Kauderera. 
Wprowadzono tam pewnę funkcję intensywności odkształceń, niezależną od 
stanu naprężeń i od kierunku obciążeń. Bardzo głębokie ujęcie teorii fizy
kalnie nieliniowych znajduje się w monografiach [llj , [l2]. W przedstawio
nej tutaj pracy ze względu na złożony charakter równań konstytutywnych - 
wprowadzono ciągi iteracyjne tych równań: doprowadziło to do ciągu równań 
przedstawionych przez Kauderera.

. - , O JŻSÓK. , ■ .
2. Równania konstytutywne

Badania doświadczalne wykazują, że dla ośrodków grafitowanych nie są 
spełnione założenia teoretyczne fizykalnie nieliniowej teorii Kauderera, 
por. [4J , [7], [8]. Doświadczalnie nie możemy więc potwierdzić dwóch na
stępujących założeń teoretycznych.

1 Wymagana jest zgodność kierunków tensora podobieństwo naprężenia Si3
1 odkształcenia e ^

'i.D
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gdzie t

2° Żędaoy, aby zależności < 5 ^  ■ ^(1 ) ^ ( 1 )^' ^0 ’ ^o*j£o^ Bia*Y charak
ter niezmienniczy względem dowolnego stanu naprężenia; warunek 2° za
pisuj sny zwykle w postaci

t l ll rn 2G(C, .), J 2  - 3K(Ć ), (2.2)
t (1/ c. o
fe(i) 0

lub w postaci zależności odwrotnych, w stosunku do (2,2)

% )  " 2G<6(1))' Hf " 3 k Ś 7 *  (2*2)

Opierajęc się na wynikach badań doświadczalnych (por. [7], [sj, [12]),
przyjmujemy dla ośrodków grafitowych warunek 2° w postaci zmodyfikowanej; 
warunek 1°, mimo iż nie jeet w pełni spełniony, przyjmujemy w postaci nie
zmienionej, por. równanie (2.1). Przyjmujemy więc;

2 Funkcje ó0 (^o ), • ¿ 0 ^ 0 '̂ ^(i)^S? nie zależ9 od atanu naprę

żeń 1 odkształceń.

Funkcja £ ^ ( 6 ^ ) )  J®®t określona wzorem

?= (tf(i)) ■ YsT? Ó ( D  %  + (l-X)ó1 , (2.3)

gdzie: 6 ^ jaet makaymalnę składowę naprężeń głównych, 5C - określamy ja
ko wartość granicznę ilorazu <5p/da , gdzie ó r - naprężenie przy Jedno
osiowym rozcięganlu, s óg - naprężenie przy Jednoosiowym ściskaniu.Bada
nia doświadczalne, por. [3], [12], potwierdzaJę niezmienniczy charakter 
funkcji ?£ (fi(i)).

Naprężenia główne ó j możne przedstawić w postaci

6i " h 6U )  + «o* (2*4)

Po uwzględnieniu w równaniu (2.3) równania (2.4) uzyskamy



Zastosowanie fizykalnie nieliniowej teorii ... II. 13

skąd przyjmując, że ” ®i " Por" za*' 1,0 ” otrzymamy

? £ -  Cl-*)60 

M  xV57a ♦. (i-*)*/
(2.5)

Dalej otrzymujemy

6 (i) Ci) 0 1 (s;Yv?*
(2.5)

Z założeń 1° i 2° aaay

Sij * “ij 55(6(i)'eo*j|'l)- <*o “ 5K(ćo > V  (2‘6)

Przedstawiając tensor naprężeń jako euoę dewiatora i części kulistej, 
otrzymujemy:

<5 -  e  J i l -------------V—T— Ł—_2. + ¿  {  i t ó  ) ) ,  (2 . 7 )
iJ łj (%\3/2 + (1-X)^)€{1) 13 0 0

Podstawiając

g m £  w ó  £ g (2 .7 )
ij ij i j V  1 • '

po przekształceniach otrzymamy

.)-(l-l)3K(f ){ «_(£,.,) -(i-»3K(ć )£
6 - 6 , 4 • -------- . g Ł  (sk(ć )  .-------- 2— ?
13 13 (»Ys/? + d - % ) S 1 )e{i) 1 3 0  0 («Ys/i1 ♦ (i-x)41 )e(t)

(2.8 )

W celu uzyskania relacji odwrotnej, tj. odkształcenie ~naprężenie,funk
cję odwrotną do funkcji należy przyjąć w postaci

(i) d (1) (1) <S(1)

Postępując analogicznie jak uprzednio, otrzymujemy
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Równania (2.8). (2.10) możemy przedstawić w postaci

dij “ £t3S5ieu ) ,6o ' K ) + iiJ V 3K(£. ) - « W a r « . ' * ! » '

(2.11)
S 1 “ 1 1

fi.. * ,--- -------- — 7 * S , ------------ 7 + \Jt'A T
*■1 *1 2G •* 3K((V

Równania (2.11) są analogiczna do równań nieliniowej teorii Kaudarera,
ze względu jednak na to, że 2G » 2G(6, ».€ ,e ) jest funkcję nie tylko[ i ) o i
£(i)( nie możemy w pełni korzystać z tej teorii.

By umożliwić pełne wykorzystanie wyników teorii Kaudarera, wprowadza
my tensor F ^  - określony jako tensor przybliżony» przyjmujemy, że

Fij " F (i)Eij * ć ±3Fkk‘ (2‘12)

gdzie s

F (i) Eij " Sij’ Fkk ” 6 kk’ Fo “ V (2*12)

Z równości (2.12) i (2.3) mamy

F (i) “ ó (i}* + ml5(i)El + "”V  (2.13)

gdzie w równaniu (2.13) przyjęto m = (l-%)/\3/2.

Mnożęc (2.13) przez i dodajęc V 3  otrzymujemy

tX3 » ♦ -P0E1;) * ^ ( 1 - % - m ^ )  (2.14)

Wykorzystujęc rozbicie tensora <5^ na część dewiatorowę i kulistę, 
a także równanie (2.12)2 otrzymamy po 'przekształceniach

( 1 (
+ mE, V F (l)^ '

(2.15)

-  <• -  ą ; , )  -  * ) •



Zastosowanie fizykalnie nieliniowej teorii... II. 11

Równania (2.15) skrótowo możemy zapisać

Wykorzystując wzór (2.16), aozemy powiązać tensor z działający«
polan obciążeń

Rozpatrując jednoosiowa rozciąganie, stwierdzamy, Ze ° ^ (i) *
» \2/3 <5x> Wynika stąd, iż przyjęcie równoóci <5^ » F i h » 0 jest 
równoznaczne z proponowanym przez W.3. Strokowa i W.N. Barabonowa (por. 

[12]) zastosowaniem zależności Ó (i) “ <5(i)ifi( i ) 6 (1) ’ 6 (i)(6(i)) d0
budowy równać konstytutywnych typu Kauderera. Dalej zakładamy, Ze przyj-

( o)  ( o )
nując h » 0, możemy wyznaczyć tensor F ^  a F ^  i ^ ij' wyk°rzy_

stując warunki równowagi w postaci (2.17) i równania konstytutywne (2.18):

(2.17)

Dla tensorów F ^  
rera w postaci

Kaude-

FiJ ’ #ij2Gtó(i)* * (3K(eo )-2G(ć (i)))ćo^ij'

e (2.18)

(o)
przybliżeniu

Dalszych przybliZeń szukamy przyjaując

(n
F

(n) " U
2G(F(i))

(n)
<^4

(n)
(n) ~ (TT)

3K(F0 ) 2G(F(ł))

1 1 (2.19)
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(n) ("-i)
F,,n( * K ,  ;

gdzie t

(2 . 20)

Można wykazać, te związki konstytutywna (2.11), (2.18) sę równoważne* 
uzyskujemy to, wstawiajęc do równań (2.11) za wyrażenie (2.16), a
wtedy otrzymujemy (2.18).

Przy założeniu, ża funkcje ?;g(^(i)) » ^ 0 ^ o ^  1 iunkcJ* odwrotne w pew
nych przedziałach temperatur nie zależę w sposób Jawny od temperatury,««** 
żerny dołęczyć człony wynikające ze zmian temperatury, por. [3]» dla więk
szości przypadków grafitu współczynnik rozszerzalności liniowej Cf (0) 
(<*(«) - jest współczynnikiem średnia <*s (9) lub też <#H (*) - współczyn
nikiem w kierunku ułożenia warstw krystalicznych grafitu lub - współ
czynnikiem w kierunku prostopadłym do nich) jest funkcję przyrostu tempe
ratury, przedziałami liniowę, por. £13]. czyli of (8) -9a+b.

Równania konstytutywne (2,18) po dołęczeniu członów desypacyjnyeh maję 
postać

(2. 21)

FiJ ” € lj2G(i(i)) 4 (3K(io-(a+b0)8)(i '-(a+b0)0)(J^j - » ( f ^ , ) * ^ .

Równania (2.11) wzbogacone o czynnik termiczny eą analogiczne do rów
nań (2.21).

3. Aproksymacja wielomianowa

Wykresy przedstawione na rysunkach 1, 2, przedstawiaj? zależnościda(£̂ ), 
^z/®(l)^ 9ra^itu ARW« por. [12]. Seżell odkształcenia w danej kon

strukcji spełniaj* warunek e ( O . e J A  e (0.ćft))..to krzywe na ry-
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sunkach 1, 2 możemy aprokeymować wielomianami danego stopnia. Większość 
gatunków grafitu ma zbliżony przebieg krzywych odkształcenia do krzywych 
z rysunku 1, 2 odpowiadających grafitowi ARWr oczywiście występują tutaj 
różnice w wartościach liczbowych, lecz kształt krzywych jest podobny (licz
ne przykłady - por. [4], [7], [12J). Wystarczającą dokładność daje przy
jęcie funkcji w postaci wielomianów trzeciego stopnia.

Równania konstytutywne z wykorzystaniem aproksymacji wielomianowej ma
ją postać

Rys. 1

1 - dwuosiowe rozciąganie równomierne,
2 - dwuosiowe rozciąganie nierówno
mierne, 3 - jednoosiowe rozciąganie

Rys. 2
1 - jednoosiowe rozciąganie,2 - 
'jednoosiowe ściekanie, 3 - ści
nania, 4 - dwuosiowe rozciąga
nie nierównomierne, 5 -dwuosio

we rozciąganie równomierna

6ij “ FiJ(blF+b2FF(i)+b3Ff?)) + i ijFo(dl+d2F0+d3Fo“blF‘b2FF(i rb3FF(i))+

{a+b 9)0^9,

Fij “ d ij(elF+a2F^(l}+a3 F ^ ^ i ) ^ łJ( V C2 (6o-(a*b9)® > * °3tóo-(atb® )8)

(«o-(a*b«)#) - ^ / 0 (aiF* V 6(l)+a3g (i)5-

Przykładowe dla grafitu ARW wyniki aproksymacji •przedstawione są w tS' 
blicy 1, por. [i].
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Tablica 1

r w

a »  • sif . b ,F
* o m 0 - Í 2 1 - 1 0 8 2. W H O ' * 0 1 W - 1 0 ’ *

c« Ct c , d , d i d t
6 0 S U - Í 0 6 5 Í 0 0 1.6 V l - t i * 1.92 0-10"1* 0

Przy obliczeniach współczynników przyjęto, że “ J6ijeij ^(i) "

* Vs,,S ' oraz że 3K(ć )6 , 6 /3K(6 ) sę wielomianami stopnie drugie-i ij ij o o o o
go.

4. Wnioski końcowe

1. Materiały takie Jak grafit charakteryzuję aię eilnę nieliniowościę fi-- 
zykalnę, której nie można w ogólności opisać nieliniowościę typu Kau- 
derera.

2. Ze względu na bardzo złożony kształt nieliniowości fizykalnej (wpływ na
prężenia głównego czy też odkształcenia - zaproponowano iteracyj-
ne równania konstytutywne, które po tej modyfikacji okazały się równa
niami Kauderera.

3. Do rozwięzania zadanie należy wprowadzić podwójny proces iteracyjny, 
jeden w równaniach konstytutywnych, drugi w równaniach problemu brze
gowego.

4. Problem aproksymacji funkcjami danych pomiarowych potraktowany został 
szkicowo, stanowi to bowiem osobny temat, wymagajęcy opracowania odpo
wiednich programów.
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UPHMEHEHHE «H3OTECKH HEJIHHEÄH03 TEOPHH TEPMHHECKHX HAHPHKEHH0 

B rPAiHTOBÜX CPEÄAX
I I .  AHAJMTHHECKAH «O BiA  KPHBiiX ffE®OPMAKHH 

P e 3 k i  m e

B p a ö o ie  c$opMyjiMpoBaHO HTepayaoHHije nocjieAOBaiejibHOCTH onpeAeauuraur*: 00- 

oTHomeHiiil Run 3aaa ca M o ciH  u e iA y  TeHcopaMK HanpsxeHHit h A eJopuaiuiH . n o.iyaeH - 

Hüte ypasaeH H Ä ToameeTBeHHH c HejiHHeftHHMH cocTHomeHKÄMH K a y ^ ep e p a .

THE APPLICATION OF PHYSICALLY NONLINEAR THEORY 
OF THERMAL STRESS TO GRAPHITE MEDIA
II. ANALYTICAL DESCRIPTION OF THE STRESS-STRAIN CURVES 

S u m m a r y

The iterative sequences of constitutive equations are proposed for des
cription of the dependence between stress and strain tensors.Obtained re
lations constitute the nonlinear Kauderer equations.


