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NAPRĘŻENIA TERMICZNE W TARCZACH FIZYKALNIE NIELINIOWYCH

I. RÓWNANIA PRZEMIESZCZENIOWE

Streszczenle. Podano podstawowe równania przemieszczeniowe tarcz 
fizykalnie'nieliniowych, z uwzględnieniem wpływów termicznych; roz
patrzono przypadki dynamiki i statyki tarcz fizykalnie nieliniowych.

1. Wstęp »

Zagadnienie wyznaczania naprężeń termicznych w ośrodkach fizykalnie nie
liniowych jest problemem złożonym. Wykorzystanie własności mechanicznych 
materiałów, takich jak; grafit, żeliwo, polimery, materiały kolorowe,może 
być w pełni zrealizowane pod warunkiem uwzględnienia nieliniowej charakte
rystyki (nieliniowe zwięzki konstytutywne). Próbę opisu zachowania się ta
kich ośrodków jest przyjęcie teorii fizykalnie nieliniowej H.Kauderera [4], 
którę w problemach termosprężystości przedstawiono w pracy [2]. Przegląd 
publikacji - dotyczących naprężeń termicznych - podano w pracach [l,5,6],

2. Równania przemieszczeniowe dla płaskiego stanu naprężenia

2.1. Zagadnienie dynamiczne

Rozpatrywać będziemy cienką tarczę o grubości h, stałej, której pła
szczyzna środkowa pokrywać się będzie z płaszczyzną (Oxy) - por. rys.l; 
obszar ten oznaczać będziemy przez 0, a jego brzeg przez ©D. Brzeg ten 
dzielimy na dwa podobszary rozłączne tak, żs:

®D » © D U O T ,  ®D n DO - ł .  (2.1)

A A

Niech na brzegu ©D będą zadane siły (będą to siły powierzchniowe)^; 
na brzegu © D  niech będą zadane przemieszczenia oraz niech na ośro
dek działa określone pole sił masowych

Zakładamy, Ze ośrodek jest izotropowy. Jednorodny, lecz fizykalnie nie
liniowy - typu Kauderera. Zakładamy także działanie niestacjonarnego pola 
temperatur i przytoczonego, wyżej pola obciążeń. Założymy również,że ośro

dek -Jest sprężysty i liniowy geometrycznie.
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Rys. 1

Przy tych założeniach wyprowadzimy fizykalnie nieliniowe równania prze
mieszczeniowe dla termospręiystości niesprzężonej, w których niewiadomą 
funkcją jest wektor pola przemieszczeń. W tym celu rozpatrzymy trZy "stro
ny'* zadania:

1) stronę statyczną (równania ruchu Cauchy‘ego)

gdzie występujące w (2.4) funkcje materiałowe %  , <ij>, ¡¡J oraz o?T i 8 są 
zdefiniowane w pracy [i].

2) stronę geometryczną

(2.3)

3) stronę fizyczną (równania konstytutywne)

6±i - 2G(1-X)e +[3fc(l-1>)fc- SKd-pJScij.j^, (2.4)

Ola płaskiego stanu naprężenia macierz tensora naprężenia i tensora 
odkształcenia ma następującą postać:
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Uwzględniając związek (2.5) w równościach (2.2), (2.3),i (2.4), otrzy
mamy równania wynikające z analizy odpowiednich "stron" problemu płaskie
go. Natomiast 6^ w "stronie" geometrycznej wyznaczymy z warunku & * 0, 
przy czym korzystamy tylko z liniowej części wzoru (2,4), tj. przyjmujamy 
1 e j » 3, % = *lj> = 0.

Następnie, uwzględniając, "stronę" geometryczną w "stronie" fizycznej, 
uzyskujemy podstawowe równania, w relacji naprężenie-przemieszczanle.Wsta- 
wiajęc te równania do "strony" statycznej, uzyskamy równania przemieszcze
niowe oraz naprężeniowe warunki brzegowe.

Równania przemieszczeniowe maję postać:

l+ 2G% ®x [(1‘ 'r'«yj

SKofj. ¿ [ [ s f e  i1-?)0]]* x |“ 9 “7 '

(2.6 )

3K°sy + Y - A

Wprowadzając do równań (2.6) odpowiednie macierze

A 4 A i J 2x2' A  ■ A(%'*h " “ U z i '  8 ‘ B ^ ' ?)

X S W 2;

(2.7)

2x1 2x1

otrzymujemy fizykalnie nieliniowe równanie przemieszczeniowe, dla termor 
sprężystości niesprzężonej, w postaci macierzowej

'l •
Ąu * 8 + X m ęu. (2.8)

Natomiast naprężeniowe warunki brzegowe maję postać: 

g(i-x)[2i |a + m |tt]+ (i-^»i f* + e j s f & U - * ) !  %  + i i-«- I ; }

(2.9)
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o[dh <*-*>■ r ♦ « - * » £ ] ♦  » *  *  *

+ •3K(l-'p)&qcrr a ^ ^ ^  (l-ij») - lj = Y ; (2.9)

Wprowadzając do równań (2.9) odpowiednie macierze

8 £ I aiJ 2x2 ' 8 ° b i b4 x l  ' b “

U*.
(2 .10)

iil2xl ° li.°Ml2xl

otrzymujemy naprężeniowe warunki brzegowe w postaci macierzowej

au + b = X *  (2.11)o

2.2. Zagadnienie statyczne

Równania przemieszczeniowe wyprowadza się analogicznie jak dla zagad
nienia dynamicznego, z tym że w zagadnieniu statycznym nie uwzględnia się 
ingerencji czasu. Tak więc wykonujęc takie same przekształcenia jak po
przednio i odrzucajęc czynniki zwięzane z czasem otrzymujemy: fizykalnie
nieliniowe równania przemieszczeniowe dla termosprężystości niesprz$żonej
w postaci macierzowej

Au + B +X = 0 ,  (2.12)

oraz naprężeniowe warunki brzegowe w postaci macierzowej

au + b «T . (2.13)

3. Sformułowanie problemu

3.1. Problem poczętkowo-brzegowy

Zagadnienie dynamicznej, niesprzężonej termosprężystości, dla tarcz fi
zykalnie nieliniowych, sprowadza się do wyznaczenia pola przemieszczeń 
u « u(x,yjt), (x,yit)c (Du ®6) x j  takiego, aby spełniony był układ rów
nań przemieszczeniowych

; ' . . • . ••• . . V : . \

Au ♦ B + X " ę u , (x,yit)i D x i (3.1)
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oraz warunki brzegowe, koiajno naprężeniowe i przemieszczeniowe

A A _

au + b = X, (x,yjt)«0D x 7,O
u • Tf, (x,yit) 6 «5 x 7.

gdzie S-K-SJ
2x1

i warunki poczętkowe

(3.2)

u w u , (x,y)€ 5, gdzie D » Du ®D
t-0

ul » v , (x,y)e D: 
i t«=0

(3.3)

t

3.2. Problem brzegowy

Zagadnienie statycznej, niesprzężonej termosprężystości, dla tarcz fi
zykalnie nieliniowych sprowadza się do wyznaczenia pola przemieszczeń u - 
= u(x,y), (x,y)e D u O D  takiego, aby spełniony był układ równań przemie
szczeniowych

Au + B + X * 0, (x,y)iO. (3.4)

oraz warunki brzegowe, kolejno naprężeniowe i przemieszczeniowe

au ♦ b - X  . (x.y)s 0 0 ,
(3.5)

. u = U, (x,y)e ©O.

4. Przybliżone metody rozwiązywania równań problemu

4.1. Problem dynamiczny

a) m e t o d a  r o z w i ą z a ń  s p r ę ż y s t y c h

W celu zlinearyzowania problemu rozkładamy nieliniową macierz opera
tora A na dwie macierze - liniową A^ i nieliniową A ^ , zgodnie z rów
naniem

A - AL + An> gdzie » AN (X,<$). (4.1)

Następnie wstawiając związek (4.1) do równania (3,1) oraz oznaczając

X *« - X - An u - B (4.2)
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uzyskujemy równania przemieszczeniowe dla termosprężystości niesprzężonej 
w postaci następującejs

A^u - ęii = X  • (4.3)

Analogicznie postępujemy z nieliniowę macierz? a, tak więc

a “ aL + V  aN “ aN(X' ' ^ ’ (4*4)

Wstawiajęc zwięzek (4.4) do równania (3.2^ oraz oznaczajęc

X*. X - a Nu - b  (4.5)
O O

dostaniemy naprężeniowe warunki brzegowe w postaci

a u = X *  (4.6)
U o

Pozostałych warunków (3.2)2 i (3.3) nie musimy przekształcać, gdyż sę 
one już liniowe.

Problem poczętkowo-brzegowy będzie teraz polegał na wyznaczeniu pola 
przemieszczeń u = u(x,y:t), (x,y;t) e (Ou ©6) x 7 takiego, aby spełniony 
był układ liniowych, iteracyjnych równań przemieszczeniowych

A Lu (n) - ę u (n'; (x,y;t)€D x 7 (4.7)

oraz iteracyjne warunki brzegowe, kolejno naprężeniowe i przemieszczenio
we

^ C n )  _ | * ( n - l )  (x ,y,t)e © D  x 7,

(4.8)
( n ) » j  , . -u » u, (x,yjt)€ © 0 x 7

i warunki poczętkowe

u<"> 

• (n )
t=0 °

t«0 0

u„i (x,y)e 0,

(4.9) 
VQ - (x,y)e D.

Przy czym, korzystajęc ze zwięzków (4.2) i (4.5), otrzymujemy

.  - X  -  V 1" - 1 ’  .
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b) m e t o d a  k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń

Przedstawimy zlinearyzowany układ równań (3.1) i (3.2)^1 w tym calu 
zbudujemy następujęcy proces iteracyjny

.(n) (n) D (n) y „-(n )A 'u ' + B v ' + X  * ęu ,
(4.11)

(n) (n) u(n) y  .  . „ .a 'u ♦ b l - A » (n » 1.2...)j 
o

przy czym

A ( n )  -  A ( n ) ( * i " - 1 ? . + ( n ‘ 1 , ):ł B (n> .

(4.12)
a (°) „ a t")(2(n-l) ^{n-l))i fa(n) _ b (n)^(n-l) ?)>

W (4.11) nie przytoczono pozostałych warunków brzegowych (3.2)2 i wa
runków początkowych (3.3), gdyż, jak to widać z ich zapisu, są ona linio
we, a więc nie musimy tutaj tworzyć linearyzowanych operatorów. Zlineary
zowane problemy brzegowe (4.11) można rozwiązać np. metodą różnic skończo
nych lub metodami wariacyjnymi.

4.2. Problem statyczny

a) m e t o d a  r o z w i ą z a ń  s p r ę ż y s t y c h

Przy postępowaniu analogicznie jak dla problemu dynamicznego, problam 
brzegowy dla zagadnienia statycznego będzie polegał na wyznaczaniu pola 
przemieszczeń u = u(x,y), (x,y)eDu't)D takiego, aby spełniony był układ 
liniowych iteracyjnych równań przemieszczeniowych

ALu (n) - (x,y)e O (4.13)

oraz iteracyjne warunki brzegowe, kolejno naprężeniowe i przemieszczenio
we

a u(n) (x,y)« ©D,
u O

u (n) - u, (x,y)e©Ś<

(4.14)
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b) m e t o d a  k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń

Postępujęc analogicznie jak dla problemu dynamicznego, budujemy nastę
pujący proces iteracyjny

A (n)u (n) + 8 (n) + x  . „

(4.15)
(n) (n) u(n) Y  , , _ .a 1 'u + b ' = A (n ■> l,2...)s

O

Nie przytoczono tutaj pozostałych warunków brzegowych (3.5)2> gdyż sę 
one już liniowe. Zlinearyzowane problemy brzegowe (4.15) możemy znowu roz
wiązać np. metodę różnic skończonych lub metodami wariacyjnymi.
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TEPMBHECKHE HAIIP5DKEHHH B 3>H3OTECKH HEjlHHEMHHX ILffOCKHX 3AJlkHAX 

I .  ÄHMEPEHIiü&JIbHHE yPABHEHHH IIEPEMEHEHHi}

P e 3 jo m e

B paöoTe npeflciaBjieHH ocHOBHue ^H^epeHĘHajiBHue ypaBHeiraa nepeMememia c 
yaSioM TepMaaecKHz eiJxJieKTOB. PaocuoTpeHO cayaaä ÄHHauaaecKofl h ciaTimecKoM 
$H3HiecKH HezHHetaoa nzooKofi 3afla*m.
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THERMAL STRESSES IN PHYSICALLY NONLINEAR PLANE STATE OF STRESS 
I. DISPLACEMENT EQUATIONS

S u m m a r y

The paper preeents fundamental displacement equations of physically 
nonlinear plane state of stress accounting for thermal effects. Statical 
and dynamical problems of physically nonlinear plane state of stress are 
also discussed.


