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Tadeusz GUZENDA
NAPREZENIA TERMICZNE W TARCZACH FIZYKALNIE NIELINIOWYCH

Il1. ZASADY WARIACY3NE

Streszczenie. Sformutowano zasady wariacyjne dla przypadkéw dyna-
mi ki- TITTatylii'""'tarcz fizykalnie nieliniowych, termosprezystych.

1. Wstep

Istnieje wiele os$rodkéw (zeliwo, grafit, polimery), dla ktérych model
osrodka liniowo-aprezystego jest nie wystarczajacy do opisu stanu napreze-
nia i odksztakcenia. Zachowanie takich osrodkéw moze byé opisane réwnania-
mi konstytutywnymi nieliniowymi. Pkaski stan naprezenia we wspo4rzednych
prostokatnych byt omawiany przez H. Kauderera [6j. Przeglad publikacji -
dotyczacych naprezen termicznych - podano w pracach [I, 7, s].

riacyjne termosprezystosci fizykalnie nieliniowej zostaty
pracach [2, 3].

Zasady wa-
sformutowane w

2. Wyprowadzenie podstawowych funkcjonatoéw

2.1. Problem dynamiczny

Przyjmowa¢ bedziemy, ze réwnania konstytutywne maja postac

S - 26(1-X)C¢i;j + [ A=) 6 - SKCI-F)»«, . ]*N, 2.1)
gdzie wystepujace w (2.1) funkcje materiatowe % ,",V oraz 1 ® sg zde-
finiowane w pracy [I]-

Przy czym
@.2)

Poréwnujac (2.1) z i2.2), otrzymujemy po kilku przeksztakceniach zwigz»

ki

SiJ - 26(1-*)eld. 6- 3K(1-g) t - SKFI-?)"«. "2.3)
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Réwnania ruchu Cauchy’ego i naprezeniowa oraz przemieszczeniowe warun-
ki brzegowe, dla problemu ptaokiegc, w postaci macierzowej sa okreslone

przez zwiagzki

Au * B +X mpu, (x,yit)eD xi,

au  +b- X. (X,yst )e 06 x (2.4)
u* u, (x,yjt)i 0D x 7,
gdzie wystepujace w (2.4) macierze A, u, B, X. a. b, X okreslone w

precy fsj.
Ponizsze rozwazania bedg dotyczy¢ problemu rozpatrywanego w pracy [Zj-
Na wetgpie dokonamy kilkju zatozen:

dla pél X (x,y:t), u(x,yjt), gdzie (X,yjt)« 0x7, przyjmowa¢ bedziemy,
ze wariacje ¢X " 0, <u i 0} dla pél ~(x,y it),u(x,y>t),gdzie (X,yi t)6®i>xf,
przyporzadkowane wariacje spedniaja warunki <57- 0, Su f 0. wreszcie pola
X(X,y»t) » au + b, u(x,y»t) dla (x.yjtJi"SD x ~scharakteryzowane sgprzez
wariacje »ij au + bl e 0, ¢u * O.

Wezmy pod uwage zab6ade przemieszczen przygotowanych Lagrange®s

/  w  x+/1i<suidx nf 6ijrudx +7 as ui®
D oD D D
(2.5)
Ut(Xj.t)l

J(Xj ,t)eBDx 7

Korzystajac z twierdzenia Gaussa-Oetrogradzkiego oraz ze zwigzkoéow (2.1i

mozemy wyrazenie Przek8zt84ci6 de postaci
D
AQijifiljdx m -[au ¢ B.tfu] +~au + b.du™t (2.6)
(). [11~C Tdx, {O-[1J=J | b T [1dxdt.
<?, [1)=/0T[ldx, <(),[1V fOT[]dxdt. .7
BD "kijb
1 ., t1}=~OT[dx, AT [1dxdt.

O/\
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Wprowadzajac réwniez mnoznik Lagrangea X * au + b, mozemy réwnania
(2.5) zapisa¢ w postaci roéwnania wariacyjnego, bezwarunkowego

-[au + 8, 6u] +”au + b, ¢u) & [Qii. ¢u] -

=[x, Su ]+ cul +o(u - uli) . (2.8)
Catkujac roéwnanie (2.8) w przedziale czasu (tQ, *t), otrzymamy

-lau + B, 6uj + “au + b, 6uy +|eij, 6uj -

=|]x .<buj +~] ,6u}r* ¢Eé(u - u.J). 2.9

Podamy, teraz inng wersje roéwnania (2.6); w tym celu przeksztatcimy wy-
razenia j 60ij(®ijdx w spos6b nastepujacy

/<5 iJ6&iJdx » M (siJ+6(iJ)(Jelj+acd])dx =~(e"6e”+S66gdx, (2.10)

Wstawiajgc do prawej strony réwnania (2.10) zwigzki (2.3) oraz uwzgled-

niajac wzory na funkcje materiatowe jp,y 1* , uzyskamy nastepujece za-
leznosci
¥o6ijcé6ljdx = 6(-[au + B,u] + ~au + 6,in), 2.1
gdzie
A ALA A A A A A a .a A A A_A
A - a(X,9), B = B(*$.£), e = a(X ,®), b = b('®,P); (2.12)

przy czym wielkos$ci 07; A<§> , <P sa okreslone p pracy [3],
Poréwnujac zalezno$¢ (2.6) z zaleznoscie (2.11), a nastepnie catkujec
w przedziale czasu (fO>"0 , otrzymamy zwiazek

-Jlau + B, 6uUd +”au + b, Su> « y(-pu + B, uj +”au +b, unr), (2.13)
Przyjmujec, ze Ccu(x,y;t0) = 6u(x,y;%) = 0,mozemy napisac
jeu, 6uj = - |GJ<ju, uj (2.1%)
Uwzgledniajac rownania (2.13) i (2.14), mozemy zwiazek (2.9) zapisaé¢ w
postaci
6 (-=JautB ,u™ + ~au+b,u”- ijeu.uj ~]-X"UJ U-C"$)) " °- (2-15)

Wyrazenie zawarte w nawiasie oznaczymy przez *(1)» Je8tto funkcjonat
zadania; na podstawie (2.15) mamy 0.

2.2. Problem statyczny

Podstawowy funkcjonat wyprowadza sie analogicznie Jak dla zagadnienia
dynamicznego, 2z’ tym ze w zagadnieniu statycznym nie uwzglednia sie inge-
rencji czasu. Tak wiec, wykonujac takie seme przeksztatcenia jak poprzed-
nio 1 odrzucajac czynniki zwigzane z czasem, otrzymujemy;



34 T. Guzetiua

& (-[au + 8, uJ+ (Mau+ b. u™ - [X. uj'

ng - N I (2.16)

Wyrazenie zawarte w nawiasie oznaczymy przez *(£)" Jest to funkcjonat
zadania) na podstawie (2.16) mamy a °*

3. Réwnanie wariacyjne problemu

3.1. Problem dynamiczny

Przeprowadzajac wariacje podstawowego funkcjonatu *(,)" otrzymujemy
réwnanie wariacyjne problemu

- 0. G.1)

Uwzgledniajac zwigzek (2.15), a takze zaleznosci (2.13) i (2.14).otrzy-
mujemy réwnanie wariacyjne problemu w postaci

- Au - B +eu - X, <bu] +
+~"u + b -"N,<5uM- (u-S. 5%). 0. (3-2)

Ze wzgledu™na to, ze wariacjei fiu(x,y;t), (x,y;t)e D xj jJ 5u(x,y;t),
x,y;)e"3d xfi  57°(X,y;t), X, y:;t)«"c)D x i - se niezalezne, z (3.2) uzys-
kujemy réwnania (2.4), tj. réwnania przemieszczeniowe, naprezeniowe i prze-
mieszczeniowe warunki brzegowe.

3.2. Problem statyczny
Przeprowadzajgc wariacje podstawowego funkcjonatu 172y otrzymujemy
réwnanie wariacyjne problemu
/ e \Y
*1(2) « °* @B*3>

Uwzgledniajac zwigzek (2.16), a takze zaleznosci (2.6) i (2.11), otrzy-
mujemy réwnanie wariacyjne problemu w postaci

tAQR) “[“ Au * B *X , <Tyj +

¢ fau + b -£ ,tfur - [u - S, 0. G.H"
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Ze wzgledu na to. Ze odpowiednie wariacje sa niezalezne (analogicznie
jak dla.problemu dynamicznego), z (3.4) uzyakujemy kolejno réwnania prze-
mieszczeniowe, naprezeniowe 1 przemieszczeniowe warunki brzegowe.Postacie
tych réwnan podano w pracy [4]-

4. Metoda rozwigzan sprezystych

4.1. Problem dynamiczny

W tym celu rozktadamy nieliniowe macierze operatoréw A 1 a na li-
niowe i nieliniowg czes¢ wedtug formutd

A “ AL * \
4.1
a * ®L * aN" *N o«
Stosujac (4.1) w (3.2), otrzymujemy
GI@) =1[" \u " XY B *uj +
*N Lu mX ¢ afju ¢ h,6u” - Ju - S, iX)) *0.(4.
Jezeli teraz zdefiniujemy wariacje itaracyjnsgo funkcjonatu przez
61 (D“{" ALu(n) +(?“(n) -X - AN,,(n"1) - .
¢<a,/n) -X ¢ V (n-1} + ".iu@)) - (Cu) - S.ij). 0(4.3)
oraz wprowadzimy oznaczenia X , X , ktére sg zdefiniowane w pracy [5],
to otrzymamy cigag réwnan rézniczkowych
A,yn) -Pu() -X*(n“1). ((X.y»t)€ D xT.
.>) .E*«-0 (x,y«t)f X?. (4.4)
L o 1

um - u, (x,yjt)<396 x? .

tj. réwnan przemieszczeniowych, naprezeniowych i przemieszczeniowych “wa-
runkéw brzegowych (por. [4])-
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4.2. Problem statyczny

Przeprowadzamy analogiczne rozwazania jak dla problemu dynamicznego,
czyli uwzgledniajec (4.1) w (3.4), otrzymujemy

cl@) " [ ALY =X - - B. &u] +
+(alu "X + “Nu + b, -(u - u, 0. 4.5)

Oezeli teraz zdefiniujemy wariacje iteracyjnego funkcjonatu przez

51(2) m[- V fn> “X - - B.«Ju(n)] ¢
(4.6)
+CaLu(n) “f +V (n-1} + b " (u(n) -s,~) O

oraz wprowadzimy oznaczenia X*. X*. to otrzymamy cieg rownan roézniczko-
wych 0

M _y*(-1)

N\ (*.y)« d.
V4 > ITrcw> (x.y,<aS.
U(n) u. (x,y)e®d,

tj. réwnan przemieszczeniowych, naprezeniowych i przemieszczeniowych wa-
runkéw brzegowych (por. [4j)-
5. Metoda kolejnych przyblizen

5.1. Problem dynamiczny

Oezeli zastosujemy lteracyjne funkcjonaty postaci

1,1, - -
gdzie wielkosci £ (n> gfn>, 1 £<") okreslone se w pracy [5), to
warunek “ 0 daje nam réwnanie

J -*<">,,<">. 0,n> -X.
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ktére Jest roéwnowazne rozwiezanicm réwnan
OO I ORI TN

a(mu) + b(n) _ (n-1.2...) (5-3)

podanych w pracy [4]-Przy czym wielko$sciA”n\- BAn”, a™n”l 39 o-
kreslone w pracy [5]-

5.2. Problem statyczny

Oezeli zastosujemy lteracyjne funkcjonaty postaci
1(2) 4 ;<m» _<">_ s<->. <’ ] -
"> ,,<->)_""5 _(C..1v'.}) R |
to warunek il(2) “ 0 daJe nan réwnanie
L A(Mu@ -BM -X. Su(m] +
e(a(Mu(n)+bf{n) -X_.«Su))-[u-S.a”)=. 0 (5.5)

ktére Jest roéwnowazne rozwigzaniom réwnan

A(M)o(n) ¢ B(n) - 0.
a(Mu) + b(n) -X (n-1,2...) (5.6)
(o]
U - u.

podanych w pracy £zj.
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IEPISFECKKE HAirPttKEHHH B ®i13HH2CKI1 HEJIHHEOHHX ITUIOCKHX 3AE£AHAX
I1. BAPHAITFIOHHHS TEOPHIH

Pe3ume

IlpescTaBjieHO BapnaimOHHbie TeopeMU rjis repMoynpyrax SHHaMimecKHX a CTam-
aecKHX $HsaaecKH HejrHeiliibix mockkx 3a,nag.

THERMAL STRESSES IN PHYSICALLY NONLINEAR PLANE STATE OF STRESS
I1. VARIATIONAL PRINCIPLES

Summary

Variational principles are formulated for dynamical and statical pro-
blems of thermoelastic physically nonlinear plane state of stress.



