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NAPRĘŻENIA TERMICZNE W TARCZACH FIZYKALNIE NIELINIOWYCH

II. ZASADY WARIACY3NE

Streszczenie. Sformułowano zasady wariacyjne dla przypadków dyna
mi ki- TlTTatylii"""tarcz fizykalnie nieliniowych, termosprężystych.

Istnieje wiele ośrodków (żeliwo, grafit, polimery), dla których model 
ośrodka liniowo-aprężystego jest nie wystarczający do opisu stanu napręże
nia i odkształcenia. Zachowanie takich ośrodków może być opisane równania
mi konstytutywnymi nieliniowymi. Płaski stan naprężenia we współrzędnych 
prostokątnych był omawiany przez H. Kauderera [6j. Przegląd publikacji - 
dotyczących naprężeń termicznych - podano w pracach [l, 7, s]. Zasady wa
riacyjne termosprężystości fizykalnie nieliniowej zostały sformułowane w 
pracach [2 , 3].

2. Wyprowadzenie podstawowych funkcjonałów

2.1. Problem dynamiczny

Przyjmować będziemy, że równania konstytutywne mają postać

gdzie występujące w (2.1) funkcje materiałowe %  , *!j> , V  oraz i ® są zde-

Porównując (2.1) ż i2.2), otrzymujemy po kilku przekształceniach związ»

ki

1. Wstęp

<S - 2G(1-X)ći;j + [ 33L(l-«»ł») 6 - SKCl-f)»«,.]*^, (2.1)

finiowane w pracy [l]. 
Przy czym

(2 .2 )

SiJ - 2G(l-*)e1J. 6 -  3K(l-ę) t - SKfl-?)^«. '2.3)
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Równania ruchu Cauchy’ego i naprężeniowa oraz przemieszczeniowe warun
ki brzegowe, dla problemu płaokiegc, w postaci macierzowej są określone 
przez związki

Au * B + X  *■ p u, (x,yit) e D x i ,

au + b - X. (x,yst )e ©6 x (2.4)

u * u, (x,yjt)i OD x 7 ,

gdzie występujące w (2.4) macierze A, u, B, X. a. b , X określone w
precy fsj.

Poniższe rozważania będą dotyczyć problemu rozpatrywanego w pracy [żj. 
Na wetąpie dokonamy kilkju założeń:

dla pól X  (x, y: t ), u(x,yjt), gdzie (x,yjt)« 0 x 7 ,  przyjmować będziemy, 
że wariacje ¿ X  " 0, <Ju i 0} dla pól ^(x,y ¡t) ,u(x ,y>t),gdzie (x,yi t )6®i> xf, 
przyporządkowane wariacje spełniają warunki <5^- 0, S u f 0. wreszcie pola 
X(x,y»t) » au + b, u(x,y»t) dla (x.yjtJi'SD x ^scharakteryzowane sąprzez 
wariacje »¿j au + bl ę 0, ¿u * O.

Weźmy pod uwagę za6adę przemieszczeń przygotowanych Lagrange's

/ w x + / l i <Suidx m f 6 i j ^ u dx + / a/ ui
D © D  D D

ut (Xj ,t )

dx

(2.5)

I ~ Ui
j (Xj , t )eBDx 7

Korzystając z twierdzenia Gaussa-Oetrogradzkiego oraz ze związków (2.1i 
możemy wyrażenie Przek8zt8łció de postaci

D

^ Ó ijifi1jdx ■ -[a u ♦ B.tfu] + ̂ au + b.du^ł (2.6)

[( ), [ ] ] ^ ( ) T[]dx, {().[]j=J | b T []dxdt.

(<?, [ ] ) = / ( )T[]dx, < ( ) , [ ] V  f  ()T []dxdt.
BD ' ł j b

l)  , t ]}=^()T[]dx, ^ ( ) T []dxdt. 

0 ^

(2.7)
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Wprowadzając również mnożnik Lagrange'a X * au + b, możemy równania 
(2.5) zapisać w postaci równania wariacyjnego, bezwarunkowego

- [ a u + 8 , óu] + ^ a u  + b, ¿u) ♦ [9 ii. ¿u] -

= [x, Su  ]+ ¿u} + ¿(u -  u . i )  . (2.8)

Całkując równanie (2 .8) w przedziale czasu (tQ , *t ), otrzymamy

- | a u  + B, óu j + ^au + b, óuy  +|ęij, óuj -

= |x . <5uj + ^ |  , ó u } *  ć(u - u. J ). (2.9)

Podamy, teraz inną wersję równania (2 .6); w tym celu przekształcimy wy
rażenia j  ó ij($ćijdx w. sposób następujący

/<5 ijó&iJdx » ^ >(siJ+6(5iJ)(Je1j+ać4|Lj)dx = ̂ ( e ^ óe^+Sóógdx, (2.10)

Wstawiając do prawej strony równania (2.10) związki (2.3) oraz uwzględ
niając wzory na funkcje materiałowe ¡p , y  i * , uzyskamy następujęce za
leżności

t/ ó ijć61jdx = ó(-[au + B,u] + ^au + 6,i^), (2.11)

gdzie
A  A , A  A  A  A  A  _  A  a .a  A. A  A . A  _______

A - a (X,$), B = B(*$,£), e = a(X ,<$>), b = b("$>,q>); (2.12)
A A

przy czym wielkości %  , <ij> , <p są określone ¡n pracy [3],
Porównując zależność (2.6) z zależnościę (2.11), a następnie całkujęc 

w przedziale czasu (f0 > "O , otrzymamy związek

- |au + B, ó û J + ^au + b, S  u >  « <y (—-|̂Au + B, uj + ̂ a u  + b, u^), (2.13)

Przyjmujęc, źe ću(x,y;t0) = óu(x,y;%) = 0, możemy napisać

jęu, óuj = - |-ój<ju, uj (2.14)

Uwzględniając równania (2.13) i (2.14), możemy związek (2.9) zapisać w 
postaci

6 (-•|au+B , u^ + ^au+b,u^- ijęu.uj ~|-X'UJ (U-C '$)) ” °- (2-15)

Wyrażenie zawarte w nawiasie oznaczymy przez *(1 )» Je8t to funkcjonał
zadania; na podstawie (2.15) mamy 0.

2.2. Problem statyczny

Podstawowy funkcjonał wyprowadza się analogicznie Jak dla zagadnienia 
dynamicznego, z’ tym że w zagadnieniu statycznym nie uwzględnia się inge
rencji czasu. Tak więc, wykonując takie seme przekształcenia jak poprzed
nio 1 odrzucając czynniki związane z czasem, otrzymujemy;
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«5 (-[au + 8, u J+ (^au+ b. u^ - [X. u j -

” 0 '  ^  " “ ’0 ^ “ °* (2.16)

Wyrażenie zawarte w nawiasie oznaczymy przez *(£)' Jest to funkcjonał 
zadania) na podstawie (2.16) mamy a °*

3. Równanie wariacyjne problemu

3.1. Problem dynamiczny

Przeprowadzając wariację podstawowego funkcjonału *(j,)' otrzymujemy 
równanie wariacyjne problemu

- O. (3.1)

Uwzględniając związek (2.15), a także zależności (2.13) i (2.14).otrzy
mujemy równanie wariacyjne problemu w postaci

- Au - B + ę u - X, <5u| +

+ ̂ u  + b - ̂  , <5u^ - ( u - S .  5$). O. (3.2)

Ze względu^na to, że wariacjei fiu(x,y;t), (x,y;t)e D x j  j 5u(x,y;t), 
(x,y;t)e'3D x f i  5^(x,y;t), (x,y;t)«'c)D x i - sę niezależne, z (3.2) uzys
kujemy równania (2.4), tj. równania przemieszczeniowe, naprężeniowe i prze
mieszczeniowe warunki brzegowe.

3.2. Problem statyczny

Przeprowadzając wariację podstawowego funkcjonału I^2 y  otrzymujemy 
równanie wariacyjne problemu

/ .... V

*1(2) “ °* (3*3 >

Uwzględniając związek (2.16), a także zależności (2.6) i (2.11), otrzy
mujemy równanie wariacyjne problemu w postaci

tfl(2) “ [ “ Au * B ** X , «Tuj +

♦ £au + b - £  , tfu^ - [u - S, O. (3.4)'
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Ze względu na to. Ze odpowiednie wariacje są niezależne (analogicznie 
jak dla.problemu dynamicznego), z (3.4) uzyakujemy kolejno równania prze
mieszczeniowe, naprężeniowe i przemieszczeniowe warunki brzegowe.Postacie 
tych równań podano w pracy [4].

4. Metoda rozwiązań sprężystych

4.1. Problem dynamiczny

W tym celu rozkładamy nieliniowe macierze operatorów A 
niowę i nieliniową część według formuł

A “ AL * \

a * ®L * aN' *N “

Stosując (4.1) w (3.2), otrzymujemy

(SI(1) ■[" \ u +<?" - X " V  “ B' *uj +

* ̂ Lu ■ X ♦ afju ♦ h , ó u^ - |u - S, iX)) * 0. (4.2)

Jeżeli teraz zdefiniujemy wariacje itaracyjnsgo funkcjonału przez

6 l (l) “ { "  ALu(n) +(?“ (n) - X  - AN,,(n"1) - ♦

♦ < a , / n) - X  ♦ V (n-1} + " . i u (n)) - ( u (n) - S.ij). 0 (4.3)

oraz wprowadzimy oznaczenia X , X , które są zdefiniowane w pracy [5], 
to otrzymamy ciąg równań różniczkowych

A , y n) - P u(n) - X * (n‘1). (x.y»t)€ D x T .

. > )  . £ * « - 0  (x,y«t)f X ? .  (4.4)
L o 1

u(n) - u, (x,yjt)<396 x ?  .

tj. równań przemieszczeniowych, naprężeniowych i przemieszczeniowych 'wa
runków brzegowych (por. [4]).

i a na li-

(4.1)



4.2. Problem statyczny

Przeprowadzamy analogiczne rozważania jak dla problemu dynamicznego, 
czyli uwzględniajęc (4.1) w (3.4), otrzymujemy

¿ I (2 ) “ [" Al “ - X  - - B. <5 u] +

+ (̂ aLu " X + “Nu + b, - ( u  - u, O. (4.5)

Oeżeli teraz zdefiniujemy wariacje iteracyjnego funkcjonału przez 

5 I (2) ■ [ -  V fn> “ X  - - B.«Ju(n)] ♦

+ C aLu(n) “ f + V (n-1} + b ' (u(n) - S , ^ )

-25 ,  ------ T . Guzenda

(4.6)

0

oraz wprowadzimy oznaczenia X * .  X*. to otrzymamy cięg równań różniczko
wych 0

. „(n) Y *(n-1) . . „
\ u - X  . (*.y)« d .

v ‘" > .  ! * < « > ,  (x.y,<aS.

u(n) U.  (x , y ) e ©d  ,

tj. równań przemieszczeniowych, naprężeniowych i przemieszczeniowych wa
runków brzegowych (por. [4j).

5. Metoda kolejnych przybliżeń

5.1. Problem dynamiczny

Oeżeli zastosujemy lteracyjne funkcjonały postaci

1 ,1 ., - - .

gdzie wielkości £ (n>, g fn>, 1 £<") określone sę w pracy [5j, to
warunek “ 0 daje nam równanie

j -*<" > „ < " > .  0 ,n> - X .

r
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które Jest równoważne rozwięzanicm równań

• (n) (n) _(n) y «-(” )A 'u + B' ' * X ■ ę u ,

a(n)u (n) + b(n) _ (n-1.2...) (5.3)

podanych w pracy [4]. Przy czym wielkości A^n \- B^n ,̂ a^n  ̂1 39 o-
kreślone w pracy [5].

5.2. Problem statyczny

Oeżeli zastosujemy lteracyjne funkcjonały postaci

l(2) 4  ;<■».<">. s<->. „<■” ] •

. i'">. „ < - > ) . ' " 5 . ( . . ! . } )  «..i

to warunek il(2 ) “ 0 daJe nan równanie

[_ A (n)u (n) - B (n) - X .  S u (n)] +

♦ ( a (n)u (n)+ b{n) - X . « S u (n))-[u-S.a^)=. 0 (5.5)

które Jest równoważne rozwiązaniom równań

A (n)0(n) ♦ B (n) - O.

a (n)u(n) + b (n) - X  (n - 1,2...) (5.6)
o

U -  u .

podanych w pracy £żj.
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lEPiSFECKKE HAirPttKEHHH B ®i3HH2CKIl HEJIHHE0HHX IUIOCKHX 3A£AHAX 
II. BAPHAIfflOHHHS TEOPHiH

P e 3 u m e

IIpescTaBjieHO BapnaimOHHbie TeopeMU rjis repMoynpyrax SHHaMimecKHX a CTam- 
aecKHX $HsaaecKH HejrHHeiliibix mockkx 3a,naq.

THERMAL STRESSES IN PHYSICALLY NONLINEAR PLANE STATE OF STRESS
II. VARIATIONAL PRINCIPLES

S u m m a r y

Variational principles are formulated for dynamical and statical pro
blems of thermoelastic physically nonlinear plane state of stress.


