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NIEJEDNORODNE ZADANIA TERMOLEPK03PRĘŻYST0ŚCI

II. PŁASKIE PROBLEMY BRZEGOWE

Streszczenie. Przyjmując podstawowe równania teorii płyt i tarcz 
oraz zwięźli i konstytutywne termclepkosprężystości i stosując metod?

ch, sformułowano płaskie problemy brzegowe teorii płytsum skończonych 
i tarcz

1. Wstęp

Celem prezentowanej pracy Jest sformułowanie płaskich problemów brzego
wych. Wykorzystując podstawowe związki konstytutywne podane w pracy [5] i 
równania podane w pracach [3J i [4], sformułowano analogicznie jak w teo
rii sprężystości problemy brzegowe teorii płyt i tarcz.

Niniejsza praca jest kontynuacją problematyki podjętej w pracy [l] .[5].

2. Równania konstytutywne

Równania konstytutywne termolepkospręZyetości, zgodnie z [5], przyjmu
jemy w postaci

t
Stj(x,t) - 2G{e1J dt).

O

- K(8 - 3qfT) - J R(x,t,«t)(8 - 30fT)irt,

(2 .1 )

gdzie:
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Odwracając związki (2*1), otrzymamy teneor odkształcenia

V * .t)

- «J^óJdl |+ + f •fMdt ( 2 . 2 )

W równaniu (2.2) P(x,t, ), Q(x,t,'i) sę jądrami operatorów odwrotnych 
do 3i (x,t, t), R(x,t ,t).

Rozpatrując równanie (2.2) w chwili i przechodząc do płaskiego sta
nu naprężenia, mamy

6 ^ ( x . y )  = - b1 (x,y)6^ci).+ T (of? + Cl(x,y),

“yW)(x,y) = a1 (x,y)6^) - b1 ( x , y ) ó ^  + T ' + c2 (x,y), (2.3)

U ^ y 5(x.y) = k i ( x , y ) ^  + c3 (x,y),

gdzie:

ax (x,y) 1 ~ W x>y) 1
3 G ^  + *9K '

, , 1 • W x ''r) 1 -PotJ*-Y)b1 (x.y) =  - 2 ^   - ----- <#*
6G

1

9K TcęT

C„(x,y) =
^ ' ^ ( » . y )  ^(dr-i)(x

2Gv z r ~  + —
zl

£ ł ł | k (x .y )  ^  l 6* 1*’ .
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ł ^ - 1}(x.y) - ¿ ^ ( x . y )  T ------

V x,y)" V u,y,t)' ^ ix'Y) • v ix‘y,t)*
Jeżeli odwrócimy zwięzki (2.3), to wówczas otrzymamy równania określa

jące tensor naprężenia

ó ^ ( x , y )  = a ( s , y ) 6 ^ / + b(x.y)£f*' - c(x ,y)oęT(of? - d.(x,y), x x y 1

<S^( x , y )  = a ( x , y ) £ ^  + b ( x . y ) £ ^  - c(x,y)cęT^ - d2 (x,y), (2.4)

- d3 (x,y),

gdzie:

i2K 1(<>ew [i -P<s<s(x.y)] . [ 2 0 (af,]2 [i - ^ < x . y ) ]

• i x y )  ■ ¿ w tl . w „ > . .to'Łr - w „ y ^ .  w ,.r>i -

« ,  ,) - - W - » ]  - -^<*-r>l
*  *'[» - w - » ’!“ * ° w [i F  - < W ’ł)] '

i s k ^ g ^

ClX,y) " 2KM [i  - W x . y ) ]  ♦ 4GM [i  - ^ ( * . y ) ] '  

, , r ^ ^ . y )  $ ^ ) ( x y n

f‘!l » ^ - 1 )(x.y) *(<*-!), „

d2{x'y) °H  '"""(er) + -----  ^ ;̂ ]C (x,y),

1 >3°'?“ l ) (x ,y )
3 ° ~ g ~ ~7xT y) c(x*y>-
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3. Zagadnienie tarczowe. Rczwięzenie w naprężeniach

Weźmy pod uwagę tarczę, której warstwa środkowa pokrywa się z płaszczyz
nę (X,Y) prostokątnego układu współrzędnych (rys. l). Zakładać będziemy, 
że siły obciążające tarczę umiejscowione są w płaszczyźnie (X,Y) i nie za
leżę od zmiennej “z"; występujący w niej płaski stan naprężania i odkształ
cenia opisany jest współrzędnymi cŜ , 6^, X , ćx - £ y « tfxy-

%>

Wprowadźmy zamiast równań równowagi Cuachy'ego funkcję naprężeń Airy'e- 
go spełniajęcę te równania tożsamościowe, taką że

z warunkami brzegowymi

dx1 + *xyB = X ' txy1 + V  " V * (3.2)

w których 1, m są cosinusami kierunkowymi normalnej zewnętrznej n do
brzegu obszaru płaszczyzny środkowej tarczy: )( , V  sę siłami powierz
chniowymi.

Równania problemu uzyskamy z równań ciągłości de Saint Venante

2 , 2
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Wprowadzając (3.1) do współrzędnych tensora odkształcenia (2,3), 
ostatnie do (3.3), uzyskamy:.

v V F (eę) + B(x,y) ¿ 4 -  + C(x.y) - D(x,y) Ą  +
“ - ©x ©y '*'■©x* ©X

gdzie:

<p 2 3 3
+ E(x,y) + G(x.y) |-| + H(x,y) | ^ a+ K(x,y) |-|

L(x,y)V2r (cy) + V 2
, < * K

■1
j*  XK'*'dx * / Y '”r/dy

[©*«*) <ay(pf)

■ ^ • y f r ł V ł " h

9k(£?)[1 - w * - y > ]

.y)j.

D(x,y)

9KW [l <*oę(x,y)j ♦ 2G(<*)
l1 - < W x *y >]'

/ 2 C(x,y) i ©k
— Ł - 2 
ya1 (*.y) 0x ’ a1(x.y)

1 02a1
E(x,y) = i ©2k.

a1 (x,y) ©x2 ®y2
aj^.y} ®x©y

.1 0 % A K(x,y) = 2
a.U.y;

©y2 0 x Ż ‘ a1 (x,y) ?)y 1

1 ©k ® b3 - 0?
4

a1 (x,y) ®x “ ©x * L ^A ty/ SjU.y)

i

©X &ajU.y) LOy2

Wstawiajęc do (3.2), por. rys. 2, równania (3.1), uzyskamy

a te

(3.4)
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Siły działajęce na brzegu 0JP, w punkcie o współrzędnej 
o obszarze jednospójnym f1 , sę zdefiniowane przez

0F
©y

COD U> ■
s

©F
©X

0FSiny = gy.

» ■ £
0F I 0Fsin^? + -¿H cosCp ---

s Is

Rys. 2

Moment sił działających na brzegu 0 r  o współrzędnej "s" 
czętku układu wynosi

e” dla tarczy

(3.6)

*

względem po-
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Tak więc dla równania tarczy (3.4) mamy następujące warunki brzegowe, 
analogicznie jak w teorii sprężystości, por.[3].

- M (qf)(s). (3.7)
(x ,y )e 0 F

d F (0C'
■®n » N (of5(s), F (of)(e)

(x,y)€'9r

4. Równanie płyty termolepkosprężyste.j

*■
Zgodnie z teorią płyt cienkich [3], przyjmujemy następujące założenie:

1) powierzchnia środkowa jest nieodkształcalna:
2) element normalny do płaszczyzny środkowej pozostaje normalny do po

wierzchni odkształconej (hipoteza Kirchhoffa):
\

3) teoria jest liniowa geometrycznie:
4) na płytę działają siły masowe w kierunku osi Z.

W stronie statycznej przyjmujemy z teorii płyt równania równowagi,por.
[4]

02M. B2M,

» T  * 2 ' q "

® m i + ® k  = o ^  + M  = 0$x~ + 0y yl* By ®x y2'

gdzie:

h/2 h/2 h/2
- J zdz, M£ = J  ó yzdz, K = J t^yZdz, 
-h/2 -h/2 -h/2

h/2 h/2
Q, » f t dz, Q„ = f t dz. 1 J xz 2 J yz

-h/2 -h/2

W stronie geometrycznej mamy

(4.1)

(4.2)

6 y = " Z 0 '  ^xy “ “ ®^0y* « • «

gdzie w = w(x,y,t) oznaczą ugięcie powierzchni środkowej płyty.Ze wzglę
du na niewielką grubość "h" płyty, w porównaniu z wymiarami poprzecznymi.
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zakładany. Za rozkład temperatury. Jako funkcja zmiennej "z" - Jest linio
wy! wobec tego temperaturę określimy w sposób następujęcy

T(x,y,z,t) » Tir - zT(x,y,t). (4.4)

W (4.4) Tór oznacza średnią temperaturę w przedziale (- j|). Dalej

przyjmować będziemy. Ze wszystkie pozostałe wielkości zależę tylko od współ
rzędnych (x,y,t).

Podstawiając do (4.2) współrzędne tensora naprężenia (2.4), uwzględnia
jąc dalej związki geometryczne (4.3), a także rozkład temperatury (4.4), 
wówczas po ecałkowaniu względem zmiennej "z" uzyskamy

- - S [ 0 (x 'y> ^ T T  + b(x 'V ) - ^ 4 “ - + c(x.y)DfT(of)(x ,y ) J-  h (x .y ) .
®x ® y  J

m  h3 r , . ®2w (̂  ,, ,
M2 -  -  12 [a(x.y) —  + b(x,y) — ^  ■ + c(x.y)ofT(Q̂ (x,y)] - h (x,y),

© y  © x J 4

(cę)
t'«> .  - f  k (x .y )  f j p -  .  h3(x ,y ) . (4.5)

gdzie:

l»1(x ,y )  - ]T
3GT37 +

W x,y) ^ (x'y)— 1— r=r- ♦ — ^ C-y ■
6GTćęJ 9KT W

W x ;y) + < W x >y)

6GTqj7 9Kt * r

* < • » »  - Z  « ‘»«..y>.
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Wprowadzając (4.5) do równania równowagi rzutów ( 4 . 1 ,  otrzymamy rów
nania problemu

7 ! , i . W h , r i  . *(«.») ^  * >(«'•») . Ot«.,) ^
Í X  u ©y

N(x.y) v V ^ x . y )  + P(x,y)T(qF)(x.y) + + R(x,y),

(4.6)

DTx,yT

gdzie:

A i«-v) ■ ■ i r f ^ r  á ? -

12

N(x
•V5 “ - f f e y } ^ '  p(x<y) “ “ J7Í777 7  c(x'y)<

R(x
« r©2h. 9 2h„ 02h,

•y> - + +T ¡ ?  + ©y2 + 0x0y.
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HEOJtHOPOJHHE 3ĄĘAHH TEHI0BS3K0yHPJT0CTH 
I I .  IJTOCKHE KPAEBŁE 3ĄĘAHH

P e s ¡0 M e

no.tb3yHCL Mero,noM KOHetouz cyuu b c ia ib e  ci{iopMy^npoBaHO KoaeBue sa^a^jH 
TeopHH wiacTBKOK h .ęhckob HcxoflH H3 $H3HqecKHx cooTHoaeHHii tiexxy TeHcepaMH 
HanpaacetniHiiH h fle^opjiaipifi jj.a  TepMOBa3KoynpyrociH.

HETEROGENEOUS PROBLEMS OF THERMOVISCOELASTICITY
II. FLAT BOUNDARY PROBLEMS

S u m m a r y

Heterogeneous flat boundary problems of the theroy of plates and discs 
are fromulated with the aid of the method of finite sums, basing on fun
damental equations of the theory of plates and discs and the constitutive 
equations of thermoviscoelasticity.


