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FIZYKALNIE 1 GEOMETRYCZNIE NIELINIOWY
PROBLEM ZGINANIA PLYT WIELOWARSTWOWYCH

I. ROWNANIA KONSTYTUTYWNE I POLE PRZEMIESZCZEN

Streszczenie. Zdefiniowano pole przemieszczeh pdyty wielowarstwo-
wej” obcigzonej dowolnym polem si4 poprzecznych. Uwzgledniono duze
ugiecia ptyt (zadanie geometrycznie nieliniowe). O zwigzkach konsty-
tutywnych poszczegdélnych warstw zatozono, ze se typu Kauderers 4
Oprocz pola sit w ptycie uwzgledniono réwniez oddziatywanie pcla te~-
micznego.

1. Zatozenia teorii plyt warstwowych

W pracy ninigejszej rozpatrujemy teorie plyt warstwowych, zdozonych z
warstw izotropowych, jednorodnych, z ktérych kazda jest o statej grubosci.
Nieliniowo$s¢ fizykalng uwzgledniamy przez nieliniowg zaleznosé naprezen
od odksztakcen: przyjmujemy, ze zwiazki te beda stuszne dla osrodka typu
Kauderera. Oednakze o naprezeniach normalnych s33 zakdtadamy, ze se nie-
wielkie i zalezg liniowo od odksztalceh. Za powierzchnie odniesienia przyj-
mujemy powierzchnie Srodkowa pdyty z = O; powierzchnie gérna 1 dolna o-
kreslone sa odpowiednio réwnaniami z = hQ = - H/2 i1 z=h" = H/2, gdzie:
m - liczba warstw: H - grubos¢ catej plyty: powierzchnie graniczne miedzy
warstwami opisujg réwnania z = hk (k =1,2,..., m-1).

Nieliniowo$¢ geometryczng (odksztakcenia skonczone) uwzgledniamy.przyj-
mujac tensor odksztatcenia k-tej warstwy pdyty Jako tensor Greena, tj.:

G1)

gdzie:

- tensor odksztatcenia Greena,

(xx) - przemieszczenie punktu A(x") nalezacego do k-tej war-

stwy w kierunku osi OX".
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Przecinek miedzy wskaznikami dolnymi po prawej stronie rdzenia oznacza

rézniczkowanie wzgledem zmiennej o indeksie po przecinku,np. v <ivi/ i
Wskazniki greckie c¢f.jl,... przyjmuje warto$¢ 1,2» natomiast wskazniki
tacinskie - i,j,--- - 1,2,3. Obowiezuje konwencja susacyjna wzgledem in-

dekséow +dacinskich i greckich.
N naszych rozwazaniach bedziemy sie postugiwali tensorem naprezenia
Kirchhoffa-Trefftza <;j* odniesionym do konfiguracji poczetkowej, zdefi-

niowanym nastepujeco:
5iJ “ 3 xi,aXJ,K®K* @-2)
gdzie:
° - deti,o]-

GﬁK - tensor naprezenia Eulera, odniesiony do stanu odksztakconego.

0 poszczegolnych warstwach zaktadamy, ze se ze sobe tak poteczone, iz
nie zachodzi miedzy nimi poslizg; jest to réwnoznaczne =z naktozeniem na
przemieszczenia i naprezenia dodatkowych warunkéw, stawianych na grani-
cach warstw» mamy mianowicie:

a) dla przemieszczen

vek> v (k+1) y f > (k+1)
z-hk ¥ z-hk z-hk V3 zzhL
.3
xI(x2)t & &k =1,2,,.. m-1);
naprezen
k*1
4 SP s s
z-hK z«hk™ 33
z=hk
a.9
&k =1,2 &, y >fo

gdzie:
m - jest liczbe warstw.
Oprécz obciezenia pdyty polem sit uwzglednia¢ bedziemy réwniez wpdyw po-
la temperatur, o ktérym zakkadamy. Ze wraz z polem sit realizuje w plycie
stan quasi-statyczny (zadanie niesprzezone).

2. Réwnania konstytutywne

Zwiezki konstytutywne typu Kauderera se okreslone dla tensora odksztat-
cen infinltesymalnych (26~ “ Ui j + uj ni*Bni®) Jednak zatozenia, w
oparciu o ktére zostatly one wyprowadzone, "nie przeszkadzaje w przyjeciu ana-
logicznych réwnan dla teorii odksztalcen skonczonych, por. W . co najwy-
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zej jnoze powsta¢ problem opisu analitycznego (dobér wspédczynnikédw apro-
ksymacji nieliniowej). Zgodni* z tym zakozeniem przyjmujemy réwnania two-
rzace w nastepujacej postaci;

siJ - 3KK(eo)ec<iid + 2G"j"2)(eij-e”n), 2.1
gdzie;
So - % e ~ Srednie wydtuzenie wzgledem.
~Q - intensywnos$¢ tensora odksztakcenia,
K, G - state materiatowe.
- funkcja odksztatcenia postaciowego.
af(e0) - funkcja wydduzenia wzglednego.
eij - tensor odksztatcenia Greena,
sii - tensor naprezenia Kirchhoffa-Trefftze.
1

Oczywiscie w teorii fizykalnie liniowedt $ (<)h 1 1 3~(0M)= l.por.fe]l.

Zgodnie z zatozeniem z 8§ 1, przyjmowa¢ bedziemy, ze odksztakceni* wy-
wotane se sitami, a takze polami termicznymi; zatem uwzglednia¢ bedziemy
réwniez w rozwazaniach pole termiczne 0 (X,y,z) » T(X,y,z) - Tq (T™-eonat).
Poniewaz rozpatrujemy zadanie, w ktdrym nie ma sprzezenia miedzy polem tem-
peratur i polem przemieszczen, przyjmujemy, ze rozkkad temperatury bedzie
okreslany z rozwigzania odpowiedniego problemu brzegowego réwnania prze-
wodnictwa ciepta, co oznacza, iz traktujemy go Jako znany.Wobec tago zwig-
zek (2.1) musimy uzupedni¢ o czdon uwzgledniajacy wptyw temperatury [I] -

9ij “ 3K*(eO>VIj ¢ " mWI><*u-«Aj> -

- 3KjiCeqfT )ogrT il j . 2.2)

gdzie;
T
Sredni wspodczynnik rozszerzalnosci liniowej;
To
ji @afj) - Tfunkcja uwzgledniajaca nieliniowy efekt pola termicz-
nego w tensorze naprezenia;
TO - temperatura poczatkowa etata.

Przyjmujac w (2.2) M(eQ)=1, U ) 1. p@OT)= 1, otrzymamy rownania
konstytutywne Duhamela-Neumanna, znane w liniowej termoeprzezyeto [6} -
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Ze wzgledu na rézna whasncsci materiatowe poszczegélnych warstw,nie mo-
zemy zatozyé, tak jak w osrodkach jednowarstwowych, por. np. [3J, ze roz-
k#ad temperatury wzgleatz osi 2 e catej grubosci pltyty jest liniowy.Pro-
ponujemy przyje¢ liniowy.rczktad temperatury jedynie w obrebie kazdej z

warstw w postaci

0 (K)(XL ,x2.2) »0 ok)(V X2~ + z8ik)(x1*X2)" 2*3)

(Xj.x2)ea , ii *Gk_i hk),

przy dodatkowych warunkach

® ,(k+1)
z=h. Z"hk
2.4
. (k+1)
k+1) 00
(€009 (et 00, +* (o).
z=h. z*h

Na podstawie pracy [I] mozna przyje¢ funkcje COHT). uwzgledniajec
nieliniowy wpdyw temperatury na tensor naprezenia, w postaci

b(eog'teo’\ n arenr)1 -5
' 1-1,3,5, ...

Ostatecznie réwnania (2.2) przyjmuje postac
*K** 0 )eoScflb+ 26tftp) (a0 - ~

- 3X"*4,.%9,.4 1~

2.6)
813 - BCEIPR) ¢4i.

S33 - 3Keo + 2G(e33 - eo} “ 3K8"r m °-
Odwrotne zwiezki konstytutywne bede miaty postac

v k k(60)80<W + Ig 9(to)(Bcff*- 8» V

- tecfj )oofT (K.7)
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Fizykalnie
eos3 “ 26 9(to} 83!
gdzie:
60 3 0 o" % Skki to »IEO/G; 10 - intensywnos$¢ naprezen etycznych
k(6 ) “ funkcja $redniego naprezenia:
g(t™) - funkcja intensywnosci naprezen etycznych.

Ze wzgledu na wariacyjne formutowanie problemu (p.cz.ll),wyrazimy »dez-
ki konstytutywne poprzez energie odksztakcenia, ktére definiujemy nasteou-

jeco

€s)

3ak pokazano w pracy Kauderar. [4]
2.9

Am AO Al

przy czym Agq oznacza prace zmiany objetosci; wielkos¢ te obliczamy z ndw

nanla
e
AO - oki " e)ede - po(t,.fcchaj, (2.10)
a At - prace zmiany postaci
*115
- » e i
Wzér (2.10) rézni sie od podanego w [$§] o czdon uwzgledniajecy  wphyw
temperatury.
zwiezkf (2.6) mozemy przedsta-

Majec okreslona energie odksztakcenia,

wi¢ w nastepujecej poetaci

®A(e0 "V ®)
1 ¢ 12)
OACey -, -

B thg
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Teraz Juz nietrudno okresli¢ dopeiniajgca energie odksztatcenial] be-
dzie ona mianowicie réwna

Ac ° AcO + AC" .13)
gdzie;
r
A » 9K | § k(8)d6 - ~(0~)00N
Cco
.0
2.14)
tgfodt.
Uwzgledniajac (2.14) w (2.7), otrzymamy
o a©AC|sO,tO,8)
oi/i
(2.15)
©Ac(so,t0,8)
«3 ©8.<,3

3. Analiza pdl przemieszczen

Funkcje okreslajece przemieszczenia plyt warstwowych nalezy tak kon-
struowa¢, aby mimo réznych wkasnosci fizycznych poszczegdlnych warstw spek-
nione byly w kazdej z nich rdéwnania konstytutywne. Jak i warunki ciagtosci
przemieszczen (1.3) i naprezen (1.4). ¢Jednoczesnie, w przypadku ogranicze-
nia sie do pdyt Jednowarstwowych winnismy otrzyms¢ znane juz réwnania teo-
rii plyt; dodatkowo wprowadzone wielkosci powinny by¢é - w miare mozliwo-
Sci - Interpretowane fizycznie (por. [5])-

Proponujemy okresli¢ pole przemieszczen k-tej warstwy w nastepujacy
sposob

wK)(XI-X2"2) “ V (V X2) + ZV X1°X2} + Fik)i*>1W V x2>"

() o G.D
v Ny(xl x2,z) - w(x1,x2); Ot gHfite, ze(hw ,hk).

W réwnaniach (3.1) oznaczono przez: u(e(xl,x2) - przemieszczenie punktu
(z~g-0) w kierunku of-tej osi] - kat odksztat-
cenia elementu normalnego p4yty jednowarstwowej przy zatozeniu hipotezy
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Kirchhof fa-Love®a ; D(x1 -x2) - wielkos¢ proporcjonalng do kata, bedacego
réznice ketéw odksztakcenia elementu normalnego, otrzymanych przy zatoze-
niu hipotezy Kirchhoffa-Love™ i hipotezy elementu sztywnego; ,
gdzie -ilCR , a R2 jest powierzchnie odniesienia; f (2) - funkcje uwzgled-
niajaca wzajemnv wpdtyw roéznych warstw na wielko$s¢ odksztakcania.

Funkcje (z) definiujemy nastepujaco
fCor-1 -1 ~ t/u
@ _ {2 -21 f¢V prjTfTjr”
J«1
G.D
gUHd)
k=1.2..... a-1)

gdzie f(z) jest funkcja, ktérej pochodna okresla rozkdtad naprezen stycz-
nych % , lub odksztatcen postaciowych eOp?,
Zaktadany, ze

f(h0) - F(c) - F@B) « O. G.3)

Tak okreslone pole przemieszczeh opisuje nastepujacy takt; element nor-
malny, prostoliniowy przed odksztatceniem (lecz przecinajacy wszystkie war-
stwy) przestaje nim by¢ po odksztalceniu; aby zachowa¢ prostollniowosc¢, w

warstwach, proponujemy aproksymowa¢ fukcje Ff~(z) +amang /
-(k) a F(k)(k) - Fk)hk J (--ij
A G ) - @ pmnp+f {3

G-9

przy czym f(k)(h’\) obliczane wg wzoru (4.2).

W przypadku pd#yty jednowarstwowej réwnanie (4.1) redukuje sie do opisu
przemieszczen, zgodnych z hipoteza elementu sztywnego (por. cz. I1I).
Teraz okreslimy sktadowe tensora odksztatcenia, wychodzac =z réwnania

(1.1), tj. przyjmujemy
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W naszych rozwazaniach stosujemy teorie duzych ugie¢, tzn. uwzglednia-

my nieliniowe efekty jedynie w odniesieniu do skfadowej wektora przemie-

szczenia v3, a to sprawia, ze tensor ij redukuje sie do postaci

G Q) QY (ONG

2v “V * WM + V3*v3./*
G.7D
2649 - VL ¢ V4O
Podstawiajac (3.1) do (3.7), otrzymany
Q)
2V fuUrj>+ o><*o*
26~ = (dfk)(z)/7dz)~= F(k)Ffz)";
Réwnania te w tradycyjnym zapisie przyjmuje postac
() ou N L t(k), ,iMir
ex “57 + z5ST + f@E7} + F i*) jRT*
e(k) o ®ev ~Nu & («W)2 @&. -
y ey Oy 20y ; f (& 5y ”
1
3.8

~k)  TSu CBv 72X
*xy -0O0y+0j +z@®r +sr5 +

+

O, v E T

< k)

(K (2)tx> ~  m A K)(Z)1>y.

W réwnaniach (3.8) zastepiono Upg %f {)OF &)jﬁ €nsg odpowiednio przez

v® V. AVTIXT?Yy T ext ey"/xy" ~xzt <fyz’

tatwo sprawdzi¢, ze dla réwnan (3.1) speknione se obydwa warunki cig-
glosci (1.3) i (1.-4). 3ak wynika z definicji pola przemieszczen (3.1);pier-
wszy warunek wymaga, aby
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.(=0 >e1l) k= 3.9
z«h. Z<<hk
gdziet
NCe) L
_ - u<t+ hk?* + Fik)ihk)»
z«h
*D
- hk*V  FQkdD<hk >V
Z-N.
lecz
F o (hk} " f(hk} TnncTTT F(hitotiw IT gG+iW j+i) m
-1
f(k+i)'( k’ ff((} )G)(/k"*i;’m\l(ki-}ﬁ; f(HJi 8{'1'1'?'?_Tln B
G<t) fU>
FORO) AN T ) Y A CXICD)
fhk) Gvi—jrQv+rj +2_, FCVv 61 j 1 =

+ F(hk} G(K)yk) " G(k+ny(k+n m F  (hk)F

Podkreslone cztony uzasadniajg réwnos¢ (3.9); drugi warunek wymaga,aby

8 (k+D) 3.10
55> N X G-10)
z-h. z=h.
gdzie:
dOWCky ()
oY 26 B

z-h" z-h..
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»(O*(k) <tfi(k) (@

z«<h”™
E(i)HT) l] SN '1“.“|hulﬁ,éf‘
14-h,.
*D 26 (k+D<yk+) (k+1}
<3 o3
z«h7 z=h.
(3.10)
g+l yF(k+D(k+ )27
h+V
Z»

GQAV 1V(2)
z=h7

co wykazano w(3.10).

3ak wida¢, pole przemieszczen jest okreslone funkcje ciegle zmiennej z,
ktérej pierwsza pochodna ma te wkasnosé¢, ze jest ciegla, lecz tylko w ob-
szarze jednej warstwy; ten sam wniosek dotyczy odksztakcen i naprezon.

LITERATURA

[1]1 Borkowski Sz.: Dynamical equations of physically nonlinear thermoeta-
sticity, Buli. Acad, Polon. Sei., Ser. Sei. Techn., 9, 24, 1976, 655-

662.

[Z1 Fung Y.C.s Podstawy mechaniki ciata statego. PWN, Warszawa 1969.

[3] Dedrzejczyk 3.: Naprezenia termiczne w pdytach fizykalnie nielinio-
wych, Rozpr. doktorska, 1978, Bibl. GF. Pol. SI., Gliwice.

[4]1 Kauderer H.s Nichtlineare Mechanik, Springer-Verlag Berlin-Gottinger-
Meidelberg, 1958.

[5] Andriejew A_H., Niemirowski B. t Ob odnom warientie teorii uprugich mno-
gostojnych anizotropnych ptastin, Prik#. Mech., 14, 7, 55-62, (1978).

[6] Nowacki W.i Dynamiczne zagadnienia termosprezystosci. PWN, Warszawa



Fizykalnie 1 geometrycznie nieliniowy... 1. 65

AH3HHECKH H FECMETPHL1ECKH HEJIHHEiiHAH 3AM™iA
H3rHEA MHOFOCJIO/iHilX IDIACTHH

I. OnPEFtEJIHICUHE COOTHOEEHHH H nOJIE JtESOHIAUHIS

Pe3ijl ite

B paCoTe onpe,a,aaeHO noxe fleipopMaiodi b MHorocxogaux  mtacxHHax HarpyzeE-
Hocc npoHSBojrbHHM noxeM nonepeaKHX chx, npexnoxarsji «o onpeAsaOTUHe cootho-
mevmn axa HHaHBHayaji-5>Knx caoeB sbjsbtc* ypaBHShhbme Kayxepepa. PaccMOTpeso

oxyaag Soxbhhx hbtkCob (reoMeipHneoKH HexuBegHaa saaaaa) a seileTaae noxa
TeMnepaTyp.-

PHYSICALLY AND GEOMETRICALLY NONLINEAR PROBLEM
OF BENDING OF MULTILAYER PLATES
I. CONSTITUTIVE EQUATIONS AND DISPLACEMENT FIELDS

Summery

Displacement fields of a multilayer plate loaded with an arbitrary
field of transverse force has been defined in this paper. Great deflec-
tions of plate have been taken into consideration (geometrically nonlinear
problem) and the effects of thermal fields have been also discussed. It
was assumed that the constitutive equations of infividual layers are of
Kauderer®s type.



