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FIZYKALNIE I GEOMETRYCZNIE NIELINIOWY 
PROBLEM ZGINANIA PŁYT WIELOWARSTWOWYCH

I. RÓWNANIA KONSTYTUTYWNE I POLE PRZEMIESZCZEŃ

Streszczenie. Zdefiniowano pole przemieszczeń płyty wielowarstwo­
wej” obciążonej dowolnym polem sił poprzecznych. Uwzględniono duże 
ugięcia płyt (zadanie geometrycznie nieliniowe). O związkach konsty­
tutywnych poszczególnych warstw założono, że sę typu Kauderers 4 
Oprócz pola sił w płycie uwzględniono również oddziaływanie pcła te~- 
micznego.

1. Założenia teorii płyt warstwowych

W pracy ninięjszej rozpatrujemy teorię płyt warstwowych, złożonych z 
warstw izotropowych, jednorodnych, z których każda jest o stałej grubości. 
Nieliniowość fizykalną uwzględniamy przez nieliniową zależność naprężeń 
od odkształceń: przyjmujemy, że związki te będą słuszne dla ośrodka typu 
Kauderera. Oednakźe o naprężeniach normalnych s33 zakładamy, że sę nie­
wielkie i zależą liniowo od odkształceń. Za powierzchnię odniesienia przyj­
mujemy powierzchnię środkową płyty z = O; powierzchnie górna 1 dolna o- 
kreślone są odpowiednio równaniami z = hQ = - H/2 i z = h^ = H/2, gdzie: 
m - liczba warstw: H - grubość całej płyty: powierzchnie graniczne między 
warstwami opisują równania z = hk (k = 1,2,..., m-1).

Nieliniowość geometryczną (odkształcenia skończone) uwzględniamy.przyj­
mując tensor odkształcenia k-tej warstwy płyty Jako tensor Greena, tj.:

(1.1)

gdzie:

(xx) - przemieszczenie punktu A(x^) należącego do k-tej war­
stwy w kierunku osi 0X^.

- tensor odkształcenia Greena,
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Przecinek między wskaźnikami dolnymi po prawej stronie rdzenia oznacza 
różniczkowanie względem zmiennej o indeksie po przecinku,np. v <‘ d v i / d x  
Wskaźniki greckie c f . j l , . . .  przyjmuję wartość 1,2» natomiast wskaźnik
łacińskie - i,j,... - 1,2,3. Obowięzuje konwencja susacyjna względem in­
deksów łacińskich i greckich.

IV naszych rozważaniach będziemy się posługiwali tensorem naprężenia 
Kirchhoffa-Trefftza •¿j* odniesionym do konfiguracji poczętkowej, zdefi­
niowanym następujęco:

5iJ “ 3 xi,aXJ,K<SOK* (1.2)
gdzie:

° - det[xi,o]-
6_ - tensor naprężenia Eulera, odniesiony do stanu odkształconego.*jK

0 poszczególnych warstwach zakładamy, że sę ze sobę tak połęczone, iż 
nie zachodzi między nimi poślizg; jest to równoznaczne z nałożeniem na 
przemieszczenia i naprężenia dodatkowych warunków, stawianych na grani­
cach warstw» mamy mianowicie:
a) dla przemieszczeń

v<k> v (k+l)
. - °f z-hk . + ’ z-hk

y f > (k+1)
. ° V3 z-hk

• , +z=h.k
(xl(x2 )t & (k = 1,2,,.. m-1);

naprężeń

s(k)<*3
(k*l)

_ <*3 . . z-hk z«hk
8(k )
33 _ . . < - >  

z-hk z=hk

(k = 1,2 (X V > f 01 2

(1.3)

(1.4)

gdzie:
m - jest liczbę warstw.

Oprócz obciężenia płyty polem sił uwzględniać będziemy również wpływ po­
la temperatur, o którym zakładamy. Ze wraz z polem sił realizuje w płycie 
stan quasi-statyczny (zadanie niesprzężone).

2. Równania konstytutywne

Zwięzki konstytutywne typu Kauderera sę określone dla tensora odkształ­
ceń infinltesymalnych (26^ “ Ui j + uj ni*Bni®J Jednak założenia, w 
oparciu o które zostały one wyprowadzone,'nie przeszkadzaję w przyjęciu ana­
logicznych rćwnań dla teorii odkształceń skończonych, por. W .  co najwy­
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żej ¡noże powstać problem opisu analitycznego (dobór współczynników apro­
ksymacji nieliniowej). Zgodni* z tym założeniem przyjmujemy równania two­
rzące w następującej postaci;

siJ - 3KK(eo )eo<iiJ + 2G'j^2)(ei;j - e ^ ) ,  (2.1)

gdzie;
1

So - 3 e ^  ~ średnie wydłużenie względem.

^0 - intensywność tensora odkształcenia,
K, G - stałe materiałowe.

- funkcja odkształcenia postaciowego.

a£(e0 ) - funkcja wydłużenia względnego.

eij - tensor odkształcenia Greena,

8ij - tensor naprężenia Kirchhoffa-Trefftze.

Oczywiście w teorii fizykalnie linioweJ t $ (<^)h  1 1 3^(0^)= l.por.fe].
Zgodnie z założeniem z § 1, przyjmować będziemy, że odkształceni* wy­

wołane sę siłami, a także polami termicznymi; zatem uwzględniać będziemy 
również w rozważaniach pole termiczne 0 (x,y,z) » T(x,y,z) - Tq (T^-eonat). 
Ponieważ rozpatrujemy zadanie, w którym nie ma sprzężenia między polem tem­
peratur i polem przemieszczeń, przyjmujemy, że rozkład temperatury będzie 
określany z rozwiązania odpowiedniego problemu brzegowego równania prze­
wodnictwa ciepła, co oznacza, iż traktujemy go Jako znany.Wobec tago zwią­
zek (2.1) musimy uzupełnić o człon uwzględniający wpływ temperatury [l] .

9ij “ 3K*(e0 > V l j  ♦ ' ■ W l > < * u - « A j >  -

- 3Kji(eqfT )0qrT il j . (2.2)

gdzie;
T

średni współczynnik rozszerzalności liniowej;
To

ji (@afj) - funkcja uwzględniająca nieliniowy efekt pola termicz­
nego w tensorze naprężenia;

T0 - temperatura początkowa etała.

Przyjmując w (2.2) M(eQ )= 1, U ) 1. ¡b (0<*T ) = 1, otrzymamy równania
konstytutywne Duhamela-Neumanna, znane w liniowej termoeprzężyeto [ój.
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Ze względu na różna własncści materiałowe poszczególnych warstw,nie mo­
żemy założyć, tak jak w ośrodkach jednowarstwowych, por. np. [3J, że roz­
kład temperatury wzglęatż osi 2 "e całej grubości płyty jest liniowy.Pro- 
ponujemy przyjęć liniowy.rczkład temperatury jedynie w obrębie każdej z 
warstw w postaci

0 (k)(x1 ,x2 .z) »0 ok)(V X2^ + z8ik)(xl*X2)' (2*3)

(Xj,x2)ea , ii *Ćhk_i ,hk),

przy dodatkowych warunkach

(k) , (k+1)
z=h. Z"hk

(2.4)

(k)Ć>0(k)
'bz

(k+1) 00 (k+1)
®z

z=h. z*h
+ * (xltx2)til.

Na podstawie pracy [l] można przyjęć funkcję (>>(0tfT). uwzględniajęc
nieliniowy wpływ temperatury na tensor naprężenia, w postaci

!*>(ecęjteo^ ^  a ^ ® ^ ) 1
1=1,3,5,...

Ostatecznie równania (2.2) przyjmuję postać

*K* * o )eoScffb + 2G tftp)( â -  ~

- 3X^*4,. *9,. 4 ^

8^3 - 2G*(<ij>2) e ą j i .

S33 - 3Keo + 2G(e33 - eo } “ 3K8^r ■ °- 

Odwrotne zwięzki konstytutywne będę miały postać

v  k  k(6o)8o < W  + I g 9(to)(8cf|* - 8» V

- t e c f j  )0ofT

(2.5)

(2.6 )

( H . 7 )
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eoę3 “ 26 9(to} 8« 3 !

gdzie:
6 ■ 7 s, . i t »■£ /G; 1 - intensywność naprężeń etycznych;O 3 o O 3 kk o o o
k(6 ) “ funkcja średniego naprężenia:
g(t^) - funkcja intensywności naprężeń etycznych.

Ze względu na wariacyjne formułowanie problemu (p.cz.II),wyrazimy »dęz- 
ki konstytutywne poprzez energię odkształcenia, którę definiujemy nastęou- 
jęco

J W (2.8)
0

3ak pokazano w pracy Kauder ar. [4]

A ■ A Al (2.9)O

przy czym Aq oznacza pracę zmiany objętości; wielkość tę obliczamy z nów- 
nanla

A0 - 9K
e

i "  e)ede - |% («<*,. fcc^aj, (2.10)

a Ał - pracę zmiany postaci

- » • i
i2*115

Wzór (2.10) różni się od podanego w [ś] o człon uwzględniajęcy wpływ 
temperatury.

Majęc określoną energię odkształcenia, zwięzkf (2.6) możemy przedsta­
wić w następujęcej poetaci

®A(eo ' V ® )
1 (2.12)

©A(e .* .•)O o
*<=93 ’ 'tle,'<=93
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Teraz Już nietrudno określić dopełniającą energię odkształcenia] bę­
dzie ona mianowicie równa

Ac ° Ac + AC' o
(2.13)

gdzie;

A » 9K 
C0

r
j  6 k(6)dó - ^ ( 0 ^ ) 0 0 ^  

.0

h :
tgfOdt.

(2.14)

Uwzględniając (2.14) w (2.7), otrzymamy

0 a
of/i

«3

©A i s  ,t ,8) c O O

©A (s ,t ,8) c o o
©8'<*3

(2.15)

3. Analiza pól przemieszczeń

Funkcje określajęce przemieszczenia płyt warstwowych należy tak kon­
struować, aby mimo różnych własności fizycznych poszczególnych warstw .speł­
nione były w każdej z nich równania konstytutywne. Jak i warunki ciągłości 
przemieszczeń (1.3) i naprężeń (1.4). ¿Jednocześnie, w przypadku ogranicze­
nia się do płyt Jednowarstwowych winniśmy otrzymsć znane już równania teo- 
rii płyt; dodatkowo wprowadzone wielkości powinny być - w miarę możliwo­
ści - Interpretowane fizycznie (por. [5]).

Proponujemy określić pole przemieszczeń k-tej warstwy w następujący 
sposób

vcJk)(xl-x2'z) “ V (V X2 ) + ZV X1'X2 } + fik)i*>1,fl/ V x2>'

(k) (3.1)
v ^ y(x1 .x2 ,z) - w(x1 ,x2 ); (xł,jc2 )fitt, ze(hw ,hk).

W równaniach (3.1) oznaczono przez: u0ę(x1,x2 ) - przemieszczenie punktu 
(ż^g.O) w kierunku of-tej osi] - kąt odkształ­
cenia elementu normalnego płyty jednowarstwowej przy założeniu hipotezy
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Kirchhof fa-Love'a ; 'i)>Cę(x1.x2 ) - wielkość proporcjonalną do kąta, będącego 
różnicę kętów odkształcenia elementu normalnego, otrzymanych przy założe­
niu hipotezy Kirchhoffa-Love'a i hipotezy elementu sztywnego; ,
gdzie -il C R  , a R2 jest powierzchnię odniesienia; f (z) - funkcję uwzględ­
niającą wzajemnv wpływ różnych warstw na wielkość odkształcania.

Funkcję (z) definiujemy następująco

fCOr-l ff-1 ^  ł/u ,
(z) _ f{z) - 2 l  f(V  prjTfTjr"

J“1

g U H d )
(3.2)

(k = 1.2.....a-l).

gdzie f(z) jest funkcją, której pochodna określa rozkład naprężeń stycz­
nych s , lub odkształceń postaciowych e.,. t y 0p3Zakładany, że

f(h0 ) - f'(hc ) - f'(hB ) « O. (3.3)

Tak określone pole przemieszczeń opisuje następujący takt; element nor­
malny, prostoliniowy przed odkształceniem (lecz przecinający wszystkie war­
stwy) przestaje nim być po odkształceniu; aby zachować prostollniowość, w 
warstwach, proponujemy aproksymować fukcję f ^ ( z )  łamaną /

-(k) a f(k)(hk) - f(k)(hk J  (i-.ij
^  (*)ft — —  (2 ’ h*-l) + f {ĥ }‘

(3.4)

(k)przy czym f (h^) obliczane wg wzoru (4.2).
W przypadku płyty jednowarstwowej równanie (4.1) redukuje się do opisu 

przemieszczeń, zgodnych z hipotezą elementu sztywnego (por. cz. II).
Teraz określimy składowe tensora odkształcenia, wychodząc z równania 

(1.1), tj. przyjmujemy
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W naszych rozważaniach stosujemy teorię dużych ugięć, tzn. uwzględnia­
my nieliniowe efekty jedynie w odniesieniu do składowej wektora przemie­
szczenia v,, a to sprawia, że tensor redukuje się do postaci3 i j

, (k) (k) (k) (k) (k)-
2V  “ V  * VM  + V3 * v3./*'

2e(k) - v (k) ♦ v (k) of3 V<*,3 + V3

Podstawiając (3.1) do (3.7), otrzymany 

(k)
2V  “ u* j > + > < *  *

26̂  = (df(k)(ż)/dz)^= f’(k)fz)^;

Równania te w tradycyjnym zapisie przyjmuję postać

(k) ©u ^ ^  1 , 7 » ^  t ( k ) ,  , ¡Mir
ex “ 57 + z 5ST + f (®7 } + f i*) ¡RT*

e(k) o ®v ^ u  ¿(«W)2 (k). .
y ®y 0y 2 l0 y ; f (z} 5y '

(3.7)

I

^(k) 'Su 'Bv ,?2.x (3.8)
*xy - ©y+ ©j + z(® r + s r 5 +

+ f (k)fz)f—  + ̂ )  + ®J5i "23!*( H 0y ”0x ’ 57 -Sy'

< k) = f’(k)( z ) t x >  ^  ■ ^ k ) (Z )1>y.

W równaniach (3.8) zastępiono u„, nb , 1) _, e „, e , odpowiednio przezOf TOf t Cf opj» OP-S
v ' V  ^V' 1̂ x'?y' ex' ey'^xy' ^xz' <fyz’
Łatwo sprawdzić, że dla równań (3.1) spełnione sę obydwa warunki cią­

głości (1.3) i (1.4). 3ak wynika z definicji pola przemieszczeń (3.1);pier­
wszy warunek wymaga, aby
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gdzie t

.(•o > ♦ 1 ) (k ■ (3.9)
z«h.

.(■O

z«hk

z«h
_ - u<* + hk?* + fik)ihk)^

(k*l)
+ - hk * V  f(kłl)<hk> V

z-h.

lecz

F (hk} " f(hk} TnncTTT f(hj} gt j w 'J T “ g (j+i W j+i ) ■
“ j-i

(k+i). , ffh ) y * w i}. f(Hj g[i1?-L i  -f ( k (V  G(k*i;^(k-fi; J gTTTfTn

G<t)fU>

G(l)ę(l)  ̂ / Ql
f(hk ) G (kvi-j^(v+rj + 2_, f(V  G m j m  ■

+ f(hk} G( k ) y k ) " G (k+n y ( k + n  ■ f (hk)ł

k-l G (i)*(U g (D?(i )

Podkreślone człony uzasadniają równość (3.9); drugi warunek wymaga,aby

e(k>o?3
z-h.

8(k+l)
% 3 (3.10)

z=h.

gdzie:

8(k)80f3 2G
z-h"

(k)WCk) (k) 
°f3

z-h..
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,(k)*(k) <tf(k)(z)
z«h. V

e ( i ) ł f l )  l j  =  G ^ í '1 V í h ^ ) 1^ .
I 4-h,.

k "cf‘

(k*l)
<?3

2G(k+l)<y(k+l) (k+1}
z«h7 ■of3

z=h.
(3.10)

g(k+l )*f (k+l)^(k+l)^2^
z»h+v

G(1 V 1 V(z)
z=h7

co wykazano w (3.10).
3ak widać, pole przemieszczeń jest określone funkcję cięgłę zmiennej z, 

której pierwsza pochodna ma tę własność, że jest cięgła, lecz tylko w ob­
szarze jednej warstwy; ten sam wniosek dotyczy odkształceń i naprężoń.
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4H3HHECKH H FECMETPH1ECKH HEJIHHEiiHAH 3AM'iA
H3rHEA MHOFOCJIO/iHilX IDIACTHH
I. OnPEftEJIHiCUHE COOTHOEEHHH H nOJIE JtESOHiAUHiS

P e 3 ¡o it e
B paCoTe onpe,a,aaeHO noxe fleipopMaiodi b MHorocxogaux mtacxHHax HarpyzeE- 

Hbcc npoHSBojrbHHM noxeM nonepeaKHX chx, npexnoxarsji « o  onpeAsaOTUHe cootho- 
mevmn ax a HHaHBHayaji-5>Knx caoeB sbjsbtc* ypaBHS hhbme Kayxepepa. PaccMOTpeso 
oxyaag Soxbhhx hbtkCob (reoMeipHneoKH HexuBegHaa saaaaa) a seileTaae noxa 
TeMnepaTyp.

PHYSICALLY AND GEOMETRICALLY NONLINEAR PROBLEM 
OF BENDING OF MULTILAYER PLATES
I. CONSTITUTIVE EQUATIONS AND DISPLACEMENT FIELDS 

S u m m e r y
Displacement fields of a multilayer plate loaded with an arbitrary 

field of transverse force has been defined in this paper. Great deflec­
tions of plate have been taken into consideration (geometrically nonlinear 
problem) and the effects of thermal fields have been also discussed. It 
was assumed that the constitutive equations of infividual layers are of 
Kauderer's type.


