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FIZYKALNIE I GEOMETRYCZNIE NIELINIOWY 
PROBLEM ZGINANIA PŁYT WIELOWARSTWOWYCH

II. WARIACYONE I RÓŻNICZKOWE RÓWNANIA PROBLEMU

Streszczenie. W oparciu o pracę [5] określono wariacyjne i róż
ni czFow¥“r5wnania problemu zginania płyt wielowarstwowych,złożonych 
z warstw izotropowych. Jednorodnych, fizycznie nieliniowych (ośrodek 
typu Kauderera), poddanych odkształceniom skończonym, z uwzględnie
niem wpływu temperatury.

1. Funkcjonał Reissnera dla płyty wielowarstwowej

Szeroko obecnie stosowane do rozwiązywania problemów mechaniki metody 
numeryczne narzucaj? wariacyjny sposób sformułowania zagadnienia.W naszym 
przypadku wykorzystamy do tego celu dość dokładnie już opisany [ij , [2] [4] 
funkcjonał Reissnera w którego budowie, obok równań równowagi, uwzględ
nione sę również wszystkie warunki brzegowe (w przemieszczeniach i naprę
żeniach) oraz równania konstytutywne.

Niech rozpatrywana płyta zajmuja obszar walcowy v »iłx(hc ,hB ), ograni
czony dwiema równoległymi płaszczyznami z = h i z = h , oraz powierz
chnię bocznę B v  = 0 v  U0v =0iłx(h ,h ) (0£ = ®iil U0il, Bił, n b H »  ó ). Na czę- 

A o m  A 7
ści brzegu 'By zadane sę obciężenia brzegowe X^, natomiast na części 
0v - przemieszczenia t^, kęty obrotu elementu normalnego .

W całym obszarze płyty działaję obciężenia masowe
Funkcjonał Reissnera oplsujgcy omawiany tutaj problem przyjmuje postać
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Wprowadzamy dalej następujące wielkości wewnętrzne
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siły masowe, gdzie
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Uwzględniając w (1,1) oznaczenia (1„2)-(1.5), otrzymamy następującą po
stać funkcjonału Reissnera

3r - Vc - 31 - W . (1.6)

w której przyjęto oznaczenia
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Zgodnie z twierdzeniami ekstremalnymi mechaniki ośrodków ciągłych [5], 
rzeczywisty stan naprężeń i odkształceń określają takie pola naprężeń,od
kształceń lub przemieszczeń, dla których funkcjonał Reissnera przyjmuje 
wartość stacjonarnąj(por.§ 2). Za względu na bardzo złożoną formę nieli
niowości, która tutaj występuje, trudno w chwili obecnej mówić o wykaza
niu, że jest to wartość minimalna, czy maksymalna, w zależności od funk
cji; zgodnie z ostatnimi badaniami por. np. [3] należy raczej mówić o 
punkcie siodłowym rozpatrywanego funkcjonału,

2. Równania różniczkowe problemu

Równania płyt warstwowych możemy otrzymać dwiema drogami: wychodząc z
równań równowagi Cauchy'ego lub wykorzystując wariacyjne sformułowanie pro
blemu. My wykorzystamy drugą metodę. Równania różniczkowe zginania płyt 
warstwowych, geometrycznie i fizykalnie nieliniowych otrzymujemy jako rów
nania Eulera dla funkcjonału określonego równaniem (1.6).

Wariacja funkcjonału Reissnera (1.6) względem przemieszczeń ma postać
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zaś wariacja względem naprężeń

, ( k )
. J f  S ^ f k ( 'd * c KI . (kj ? (k) (k)
3 R JJ 2 L J  « i w  c *oęp -  °9ctq> ec*fi *

a. k»l hk. ^

(2 .1 )

+ " ^ 8̂ )â ))dzJd0 ■
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Aby zachodziły równość (2.1) 1 (2.2), przy dowolnych wariacjach 8 u^, 
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Widzimy, ze otrzymane równania s ą : a) równaniami problemu zginania płyt 
warstwowych - (2.3); b) warunkami brzegowymi problemu w naprężeniach 
(2.4); c) warunkami brzegowymi w przemieszczeniach - (2.5): d) zwięzkami
konstytutywnymi - (2,6).

Należy zaznaczyć, że spełnione sę również warunki cięgłoóci przemie
szczeń i naprężeń na granicach warstw, tzn.s
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(k = 1 , 2 , , D-l ).

Równania (2.3)4(2.6) opisuję również problem płyt Jednowarstwowych. Po
każemy, że z założeń wprowadzonych w części I [5] wynikaję równania płyt 
jednowarstwowych, uwzględniajęce wpływ odkształceń e ^  na wielkość prze
mieszczeń, równoważne równaniom (2.3)4(2.6). W tym przypadku funkcja f̂ k\z) 
redukuje się do postaci

(1) f(hJ  - f(hJ
f( }(*) '  -h - h ° (« - h# ) “B O

f(h )
-  — ujjj- 2 . z e  ( -H /2 1H /2 )  (2 . 7 )

Wówczas wektor przemieszczenia określony Jest następujęco

vct “ uoę + 2 v3 - w; (2.8)

gdzie <f>oę 0 ?oę + (f (h)/h)<^, czyli Jak w przypadku zadania zginania płyt 
przy uwzględnieniu hipotezy elementu sztywnego.

Po wprowadzeniu wielkości wewnętrznych i masowych
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i wykorzystaniu funkcjonału (1.1) otrzymujemy funkcjonał Releenera 

etaci
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W tym przypadku równania Eulera dla funkcjonału (2.10) przyjmę 

równań równowagi wewnętrznej
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postać:
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Siłowych warunków brzegowych
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warunków brzegowych w przemieszczeniach
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zwięzków konstytutywnych

0A ©A

^  6qP3 " « f r  (2'17)

Równania (2.14)i(2.17) stanowię zupełny układ równań problemu zginania 
płyt jednowarstwowych, jednorodnych, izotropowych, fizykalnie nielinio
wych, poddanych odkształceniom skończonym, z uwzględnieniem wpływu tempe
ratury, przy założeniu hipotezy elementu sztywnego.
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$H3OTECKH H rEOMETPHHECKH HEJIHHEiiHAfl 3AMHA 
H3PHEA IfflOrOCJIOiiHilX IUIACIHH
II. BAPHAIiHOHHHE H OTS&EPEHIJHOHAJIBHHE yPABKEHHfl 3AHAHH 

P e 3 jo m e

B paCoTe onpesejieHO B a p n a n , n o H H u e  h AH$$epeHBnajn>Hne ypaBHeHHH H3rHfia mho- 
rOCJIOtaliX UJiaOTHH, COCTOHUHX H3 H30TpOIIHHXf OflHOpO^HMX, $H3H'ieCKH HejtHHefi- 
hhx oaoeB (cpefla Kay^epepa), noflBeprnyTHX kohs^ihhm jjeiJiopMaipiHU o yqeioit bzh- 
bhhh TeMnepaiypH.

PHYSICALLY AND GEOMETRICALLY NONLINEAR PROBLEM 
OF BENDING OF MULTILAYER PLATES
II. VARIATIONAL AND DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THE PROBLEM 

S u m m a r y

Basing on the results of the previous paper 5 are introduced varia
tional and differential equations of the problem of bending of multilayer 
plates composed of uniform isotropic physically nonlinear layers (the me
dium of Kauderer's type), subjected to finite deformations and thermal 

effects.


