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Serial MATEMATYKA-FIZYKA z . 36 Nr kol. 625

Andrzej BARANOWSKI

DRGANIA SKRETNE UKLADOW DYNAMICZNYCH
CIAGLO-DYSKRETNYCH

Streszczenie. Zbadano problem drgan skretnych uk#adu dynamiczne-
go BeHecego-modelem silnika poteczonego z nieliniowym odbiornikiem
mocy. Analize przeprowadzono w oparciu o metode Galerkina.

1. Model i oznaczenia

Do rozwazan przyjeto wat Jednorodny o statym przekroju i statej spre-
zystosci, obcigzony momentem skrecajacym, roztozonym roéwnomiernie wzdduz
catej dtugosci watu.

Zatozono réwniez sprzezenie watu z nieliniowym dyskretnym ukdadem fi-
zycznym, reprezentujacym odbidér mocy.

Oznaczenia i

<p, z -wspotrzedne uogélnione,

1 - dtugos¢ watu,

c - sprezystos¢ potaczenia watu i odbiornika mocy,
e - gestos¢ materiatu watu,

GIQ - sztywno$¢ skrecania watu,

m(x,t) - Jednostkowy moment skrecajacy.

2. Sformutowanie problemu

Réwnanie drgan skretnych watu traktowanego Jak uktad ciggty mozna za-
pisaé znanym réwnaniem rézniczkowym czastkowym (np. [2]):

>(x, ) 1
ott “6x $ (1)
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z warunkami brzegowymi:

Glo Sx| y_g

GleAlx-1 ™ “c(tP(l) * ~

oraz z warunkami poczetkowymi:

2(x.t)] t-0 mP 1(x)

ALE-0 A~ 2(X)

Traktujgc odbiornik mocy Jak nieliniowy oscylator sprzezony

mozna Jego dynamike opisa¢ rownaniem postaci:

+ f/z*377 A + _2)
dt2

ze znanymi warunkami poczetkowymi z(0) i g"t(°)-
Rownanie (i) z warunkami brzegowymi (2) tworzy zagadnienie
mieszane, niejednorodne.

Ookonujec podstawienia

«p(x-t) m u(x,t) + zCOfcjp-I]

gdzie X - funkcja charakterystyczna,
mozna problem sprowadzi¢ do Jednorodnego.
Po

przeksztatceniach roéwnanie (i) przyjmie postac:

<t iy e

v
L]

gdzle :

Warunki brzegowe:

Baranowski

(2)

©)

z watenm,

(C))

brzegowe

®

<0)
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(cu(x.0 ¢ SI0 §£) @)
x» 1
Warunki poczatkowe :
u(x,t) L o =

(8)

Réwnanie odbioru mocy:
+ f(z, 2f, t) - gict) + cu(l.t) ©)

dt 01 1

Réwnanie (6) mozna zapisa¢ w postaci operatorowej, wykorzystujgc zde-
finiowany ponizej operator rézniczkowanie:

E “ *“ Ex*k2 V X « G

gdzie:
G C Rn - ograniczony obszar o regularnym brzegu T

r-rlur2. rilnr2=0"

z dziedzing:

M(E) <« c2(9)

Dla rozpatrywanego problemu (6), (7) mamy:
G [o,1], - §x! x-ij. r2 - |x: x«=o|
oraz

d (e) Uz uenm(e), (cu + Gl (10)

Réwnanie (6) przyjmie“postac:

d2u d2z. (11)
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Ola uogélnienia rozwazan mozne rozszerzy¢ operator E do tzw. opera-
tora energetycznego, bedecego ztozeniem trzech operatordéw, w postaci [I] :

A = L*AeL

przeprowadzajacego oawne refleksywne przestrzen Banacha V w sprzezone do

niej V? przy czym:
LE (V-Y)
AL (Y= Y9
L* € (Y*— V*)

Aby znalez¢ rozszerzony operator A, nalezy okres$li¢ poszczegélne prze-
strzenie 1 operatory. Dla rozwazanego problemu mamy!

J]u: u € W1,Z(G)j

Z norme:
Bul*(,/|grad u]2dx + f Jul2dd)1/2
g i\
przy tym przestrzen V jest gesta i ciegta w przestrzeni Hilberta H =
m L2(@) oraz zpchodzl:-
VCHCV*
Mamy dalej:
Y = L2(G) X L2(T1)
Y* - L2(G) X L2(rx)
L u- Au. «
s
gdzie:

i £ (V- L2n));

Aolly UJ- cu)
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Dla tak okreslonych przestrzeni istnieje operator A, wobec czego ré6-

wnanie (Il) przyjmie postac;

+Au . q. (12)

gdzie ;

q € X*
Ae (X= X*¥)

X - 12¢s,v) - X=*, S * [o .t]
3. Rozwigzanie problemu metode Galerkina
Wykorzystujac operator, mozna roéwnanie (9) zapisac:
Nl o+ (2, ) = gt () + c(flu) 13)

Dalej zaktada sie, ze istnieje operator* Aj speiniajacy relacje:

- A.(q. + c(flu)) a4
dt
Wéwczas z (12) i (14) mamy;
iL“ ¢ Au + AL(g + c(Flu))% = ¢ (15)
dt A A

t
Rozpatrywany problem mozna rozwigza¢ metodag Galerkina. w tym celu wy-

bieramy w przestrzeni V (a wiec iw H) uktad zupedny ~hj.hg.-.J- ele-
mentoéw liniowo niezaleznych. Wéwczas Hn oznacza podprzestrzen liniowa,

rozpietag na tych elementach. Stad:

Xn = LZ(S-.Hn)
X* - L2(S.Hn)

Kazdemu operatorowi 0 6 (X- X*) mozna teraz przyporzadkowaé opera-

tor Dn s (xnm““x*) weddug nastepujgcej definicji:
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Oznaczajac:

mozna,

Stad:

n-réwnan Galerkina:

lub,

nia rézniczkowego:

na

tatwo zauwazyc«

<MAj(qi

A, Baranowski

~ Onu, Vy *”"Du, VA, \/\/6 Xn

Du - Aj(gj + C<1U))% [0,1]

korzystajac z definicji (16) . znalez¢ operator Dn:

+ c(iu))X,v)>. Aj(aJ + e(tu))<X ,v)-

- A1(gl * c(7u)) <*n.v~r-<Al(gl ¢ c{Tu))*n.v~

Znajac operator

Niech dalej

dt

Onu - Aj(gql ¢ c(ffu))%n

Dn, mozna teraz zaeiast roéwnanie (15) napisac uktad

wykorzystujac (17):

d2u
- T * Anun + °nun “ «n
dt
2-,
B o 18
~ + Anun * Al(gl * c(*un))5in “ "r as

bedzie z definicji rozwigzaniem nastepujacego roéwna-

- r-+ f(zn- ar1l-0 *“ qi * (19)

dt

ze zachodzi relacja:

d2z. ) )
- Aj(aj ¢ c(®un))
dt

Stad wyptywa wniosek, ze uktadowi roéwnan (18) odpowiada uktad Galerki-

2n

réwnan:
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0

z warunkami poczatkowymi:

un(®) mVIn - *n@) i 57(0) -92n - JIL(0)

Otrzymany uk#ad réwnan (20) ma posta¢ dogodng do obliczen nuranrycznych.
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TORTIONAL VIBRATIONS OF CONTINUOUS-DISCRETE DYNAMICAL SYSTEMS

Summary

Tortional vibrations of the shaft connected with a discrete physical
system have been considered using the method of Galerkin.



