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TRANSFORMACJA LAPLACE"A DYSTRYBUCJI STOCHASTYCZNYCH

Streszczenie. W oparciu o klasyczny transformate Lenigce"a zde-
finiowano szeroka klase dystrybucji stochastycznych. W naturslny spo-
s6b otrzymano uog6lnienie transformaty Laplac9"a dla tak wprowadzo-
nych dystrybucji. W opracowaniu zastosowano, metode reprezentacji
dystrybucji stochastycznych przy pomocy ciegéw zwyczajnych proceséw
stochastycznych, ktoro to metoda jest analogiczna do propozycji C.
Swartza definiowania dystrybucji za pomoca przeksztatcenia Loplaca®a.

Zastosowanie tej metody, zaproponowanej po raz pierwszy przez O.
Mikusinskiego w pracy dotyczacej ciegowej teorii dystrybucji pro-
wadzi do bardzo prostych i prawie elementarnych dowodéw twierdzen
przedstawionej teorii.

1. Oznaczenia i definicje

Oznaczmy przez A klase wszystkich funkcji :(z),_ktoére sa analitycz-
ne w pewnej podptaszczyznie zmiennej zespolonej Re z > aS 0. Poéotplesz-
czyzne ta moze zaleze¢ od funkcji [4],

Przez R oznacza¢ bedziemy zbiéor funkcji p(t) o wartosciach zespo-

lonych, okreslonych na ] ,[  takich, ze:
(i) supp(p(t))C [0,~[;
(i) p e Coo(=<oa ;

(iii) p~r(0) =0V k>0, gdzie p~k)(D dkp(t)/dtk;
(iV) 3C>0 :p”™ (t) S Cexp(kt) Vts [0,*>[,k)0 [4].

Niech jy bedzie przestrzenia zdarzen elementarnych to i P bedzie mia-
ra probabilistyczng na przeliczalnie addytywnej O -algebrze podzbioréw
borelowskich tej przestrzeni. Tr6jka uporzadkowane oznacza¢ bedzie usta-
lona przestrzen probabilistyczng (&, fi, p) .

Mierzalng funkcje f(t,co) argumentéow te ] “ [we<((t6 K, K -
zbior liczb zespolonych) o wartosciach rzeczywistych lub zespolonych na-
zywaé¢ bedziemy procesem stochastycznym. Owa procesy stochastyczne nazwie-
my identycznymi, jezeli dla prawie wszystkich e w posiadajg takie same
realizacje.

Oznaczymy dalej przez klase procesow stochastycznych f(z,w) ,z6K,
ktorych prawie wszystkie realizacje sg analityczne w pewnej poétptaszczyz-
nie Re z > a > 0. Potptaszczyzna analitycznosci moze zaleze¢ od realiza-
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cji procesu stochastycznego, tzn. dla prawie wszystkich ge « funk-
cja f(z,uQ) jest analityczna w pewnej poéiptaszczyznle Ra z >a(“Q) > 0.

Przez P oznaczaé¢ bedziemy klase proceséw stochastycznych f(t, 0)
tg ] ktérych prawie wszystkie realizacje sa klasy R.

Ciag |fn(z.,0>} proceséw stochastycznych w nazwiemy zbieznym do
procesu f(z,<0) przy n- <» i oznacza¢ bedziemy fn(z,co)=s f@u,<>) Ilub
lim f (z,w) = f(z,to), jezeli dla prawie wszystkich woe 2 cieg realiza-
cji f (z,w ) Jest zbiezny do realizacji f(z,uo) niemal jednostajnie ze
wzgledu na t.

Wartos¢ oczekiwane procesu stochastycznego, tzn. | f(t,u>)dP, oznaczac

bedziemy przez £ f(t,<0). "

Kazda funkcjja x(t) 6 R posiada transformate Laplecefe

023
(Lx)(z) - f x(t)exp(-zt)at ,

ktéra jest elementem A. Zauwazmy, ze dla prawie wszystkich w0 istnie-
je transformata Lepigce”a realizacji x(t,ioo) procesu stochastycznego
x(t ) nalezacego do P oznaczona w zwykdty sposéb (Lx) t,»))(z.,u»). Pro-
ces stochastyczny otrzymany w wyniku tak okreslonej transformaty Lepig-
ce "a oznaczymy (Ix)(z,w). W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze stale
bierzemy pod uwage mierzalng modyfikacje tego procesu. Prawie wszystkie
realizacje procesu Lx nslezg do A, stad wynika, zo Lx e A

2. Dystrybucje stochastyczne 1 przeksztalcenie Laplace*a

Definicja 1. Ciag -“xn(tfabhJ} (xn(t,u) 6 2, n = 1,2,...) proceséw sto-
chastycznych nazwiemy podstawowym, jezelicleg procesow Lxn (z ,w) r Jest
zbiezny w A . o d

Definicja 2. Dwa ciggi podstawowe proceséw stochastycznych nalezacych
do fi n 1 > nazwiemy rownowaznymi. Jezeli

lim Lxn(z,w) = Llim Lyn(z,w).

Relacja okreslona definicjag 2 jest relacja réwnowaznosci, co pozwala
na wprowadzenie w zbiorze cigg6w podstawowych klss réwnowaznosci ciggow.
Tak wprowadzone klasy réwnowaznosci cigg6w procesow stochastycznych beda
nazywane dalej dystrybucjami stochastycznymi i bedg oznaczane duzymi li-
terami alfabetu tacinskiego i greckiego: f (t , X(t ,ig) itd. Oezell
m*hU > J Jest ciggiem podstawowym, dystrybucja okreslona przez Axn}
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oznaczona bedzie [ xn(t,u)], przestrzen dystrybucji stochastycznych ozna-
czona bedzie f .

Oezeli x(t,<0) = [xn(t,10)] e ? , transformate Laplece”a LX(t,<0) dy-
strybucji x(t,i*H zdefiniujemy w spos6b nastepujacy:

L(x(t,w)) » lim L(xn(t,e>)).

Definicja ta nie zalezy od wyboru ciegu -Tx'} z odpowiedniej Kklasy

[xn(t.«)].

3. Podstawowe operacje na dystrybucjach stochastycznych

Oznaczmy x(t,w) = £xn(t,w)] i Y(t,u>) m £y" (t,0)] . Niech X, Y6 5 i
niech c e K.

Definicja 3.

x(t,w) + Y(t,t0) = [xn(t"®) + Yr/4")]*

cX(t, B = [cxn(tu)] .
Zauwazmy, ze
L(x(t,to) + Y(t ,<uw)) - L(x(t,0>)) + L(Y(t,w)),
L(cX(E 40)) « cL(x(l ub).

tatwo udowodni¢ inne, mniej elementarna wktaanoéci przeksztatcenia La-
place "a:

L(x(ct,i0)) > (1/c)x(z/c W) c £0

L(X(t-T,t0)) - exp(-Tz)x(z,w) , T > O
L(exp(ct)x(t,«)) -"X(z-c.w),

L((-t)nx(t,e>)) « X~(z,e>) n> 0,

gdzie wprowadzono oznaczenie L(x(t,0F) m X(Z W) .
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4, Roézniczkowanie, catkowanie i zbieznos$é

Zgodnie z czesto stosowang metodg oznaczen (patrz np. [4-]) x~(t) i
x>k "(t) oznacza k~te pochodng i k-te catke iterowane Tfunkcji x(t).

Twierdzenie 1. Oezeli j (t i Jest ciegiem podstawowym takim, ze
lim Lxn » g, wowczas clegL -£x"k"tt ,tO)j jest ciegienm podstawowym i

lim L(x~(t, )) = zka k « 0, -1, -2,
Dow6d pomijamy jako bardzo prosty.

Definicja 4. Niech x(t.,w) »ixn(t,Uk)]Je 1?. Pochodng dystrybucji sto-
chastycznej X (t,w) oznaczymy X~(t,co) i zdefiniujemy w spos6b nostepu-

Jeyi
xN1N(t,co) = [z~t.co)]

Catka dystrybucji stochastycznej nazwiemy wielko$¢

*fx(t,u)dt o[ xA“5°(t,aj)].

Wyzsze pochodne i catki definiujemy w zwykty sposodb.
Zauwazmy, ze wprost z definicji wynika

L(X"k) (t,(0)) = zkL(x(t,a>)) V k - 0, -1. -Z
Twierdzenie 2. Kazda dystrybucja stochastyczna jest nieskonczenie wie-
le razy rézniczkowalna.
Zdefiniujemy teraz zbiezno$¢ w zbiorze dystrybucji stochastycznych.

Definicja 5. Cigg -"Xn(t ,o)l- dystrybucji stochastycznych naleiacych
do i nazwiemy zbieznym do dystrybucji x(t,<0) nalezace]j do f , przy
n , Jezeli

lim LXn(t,u») « LX(t,co).

Przyjmiemy dalej oznaczenie lim Xn (t,u)) = x(t,io0).

tatwe do udowodnienia sa nastepujace whasnosci dystrybucji.

Twierdzenie 3. Oezeli lim XR(t ., = x(t,uj), lim Yn(t,00) = Y(t ,») i
c 8 K, woéwczas
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lim (Xn(tup) + Yn(t,u>»)) = x(t,w) + Y(t,w).
Twierdzenie 4. Dezell lim Xn (t.<0)= x(t,u>), woéwczas

lim XA(t,w) - XAkACLus),V k » 0. -1,

Twierdzenie 5. Dezell cieg -fxn(t,u)j. dystrybucji nalezecych do S po-

siada wkasnosc¢ take, ze lim LXn(t,0>)istnieje w przestrzeni J woéwczas
istnieje dystrybucja stochastyczna x(t,u) e 5 taka, ze limXw(t,w) »
= X (t,ui).

Dowédd. Z definicji wynika, za istnieje ciag podstawowy taki, za

Xn(t,w) - [xnB(t .0»)] . Oczywiscie

Lim L(xnB(t,(§)) « L(Xn(t,UP).

Cleg LX (t,w) jest zbiezny do procesu stochastycznego g(z,to) nale-
zecego do o0? . Cieg I.xnm(tA»)j- dla prawie wszystkich u),e u) posiada pod-
cigg zbiezny niemal jednostajnie do g(z,<00). Oznaczmy ten podciag przez
-I'Lye(t ,u)j-- Wéwczas x(t,u>) =[yk(ti»)] posiada whkasnos¢é¢, ze LX(t,ub) »°
m g(z,u>) prawie wszedzie.

Wynik ten posiada duze znaczenie dladalszych bada6.

Definicja 6 [4]. Cieg [5.,] funkcji nalezecych do R nazwiemy ciegiem
deltowym. Jezeli:

(i> sSn() ~ O,
(i) eupp5n(t)C [o,1/n],
aii) f SAtydt - 1.
0O n
Dezell W Jest cieglem deltowym, dowodzi sie, ze:
lim Lin »1 [4] -

Sted wynika, ze wszystkie ciegi deltowe se réwnowazne. Przyjmiemy tra-

dycyjne oznaczenie & =[5n], odstepujec Jeden raz od przyjetej zasady

oznaczania dystrybucji stochastycznych.

Twierdzenie 6. Dezell proces f(z,io) nalezy do$ woéwczas istnieje
dystrybucja stochastyczne x(t,w)6 S taka, ze

L(x(t =) - f(z,w).
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Dowod. Zauwazmy, ze kazdy wielomian o wspédczynnikachlosowych
jest transformate pewnej dystrybucji stochastycznej nalezecej do J . Na
mocy twierdzenia 5 wystarczy udowodni¢, ze kszdy proces Tf(z,w) nalezecy
do klasy i# Jjest granice zbieznego w Jh ciegu wielomianéw losowych.

Niech -k T bedzie wstepujecym ciegiem zbioréw zwartych, ktérego su-
me Jest pétpisszczyzna D analitycznosci procesu f(z,to). Zbudujmy ob-
szar Jednosp6jny z brzegiem kawatkami gtadkim® 3Gn “ ‘Fn taki, ze
Kn€ Gric D oznacze zawieranie z domknieciem). Z catkowego wzoru
Cauchy"ego dla dowolnego punktu z 6 Kn mamy

\ 1 fFfCI.w)
» 2trTd d5 “

Na poczetku pokazemy, ze f{z,w) mozne przyblizy¢é na Kn mierzalnymi
funkcjami wymiernymi. W tym celu podzielmy ®n punktami Jne( =1,2,...,N)
uporzedkowanymi zgodnie z porzedkiem obchodzenia ”~ , oznaczmy dalej
czes¢ 4n zawarte miedzy 1 5nW+1) . przyjmijmy -5n(i+1)-5n9.
Zatozymy dalej $n(N+1) m5nl-

Proces stochastyczny

S (E RS9

faNn(zw)y " 5rT2_ V9-z 'A5mO
vl in9

Jest mierzalny ze wzgledu na 6 w . Wynika to z faktu mierzalnos$ci.f(z,u)
dla ustalonego t. tatwo wykazaé¢, ze procea fTnN(z,io) Jest =zbiezny Jed-
nostajnie do f(z,u) na Kn przy N- 00

Z faktu, ze dowolne funkcje postaci 1/(S-z), gdzie 5 e 3Gn Jest do-
wolnym punktem, mozna na Kn przyblizy¢ jednostajnie wielomianami, wyni-
ka, ze istnieje cieg wielomianéw mierzalnych zbieznych jednostajnie do
f(z,<0) na KR i niemal jednostajnie na D (dla prawie wszystkich ioCEis?).

tatwo sprawdzi¢, ze mozliwa jest réwniez inna interpretacja pochodnej
procesu stochastycznego o trajektoriach bedecych dystrybucjami.

Twierdzenie 7. Oezali x(t,u)6J i h >0, wbwczas

X~r(t,w) = lim (x(t,w) - x(t-h,co))’/h,
h- 0

5. Procesy stochastyczne w zwykdym sensie

Pokazemy, ze kazdy proces stochastyczny okre$slony na [0, «[, ktoérego
realizacje se funkcjami lokalnie catkowalnymi o wzro$cie ograniczonym eks-
ponencjslnie. Jest w pewnym sensie dystrybucje stochastyczne naleZece do
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5. Zbior proceséw o podanych wyzej whasnosciach oznaczymy przez % , Nisch
x(t ,0) 6 2 > wéwczas

t
x(t ,W*5n(t) =J x(t-xw)Sn(a)da, t> 0

Jest procesem stochastycznym nalezecym do . Latwo zauwazyé, ze

Lxn (t,w) = Lx(t ,0) .L&n = Lx(t,co) i lim Lxn(t,<0) * Lx(t,w).

Wynika sted , ze cieg <Txn(t,0)j- jest ciegiem podstawowym w 9 1 gene-
ruje pewne dystrybucje stochastyczne [xn(t>")] e Element [xn(t.j0]6 $
generowany przez proces Xx(t,<0) oznaczymy przez x*(t,«0).

Niech x(t,w) bedzie procesem stochastycznym o rézniczkowslnych tra-
jektoriach, takim, ze x"(t,<o0) 6 1ii , wéwczas

Lx~(t,<0) = zLx(t,(0) - x(0,u).

Z drugiej strony uogélniona pochodna procesu X* spednia relacje

LX*~M(t.uj) = lim Lx"M(t,e>) « zLx(t,<d)
i Jednoczes$nie
L(X™ (,a))* » Lx~(t.w) - zLX* (t,0 - x(0,io0),

Sted otrzymamy relacje pokazujece ro6znice miedzy zwykte i dystrybucyj-
ne pochodne

X*A(t,w) » (x(1)(t.io)) ¢ x(0,io) =S

6. Warto$¢ oczekiwana dystrybucji stochastycznej

Duze role w analizie probabilistycznej odgrywaje warto$¢ oczekiwana i
momenty zmiennej losowej (procesu stochastycznego). Nie chcec wkraczad,
ze wzgledu na szczuptos$¢é opracowania, w teorie wielowymiarowych dystrybu-
cji stochastycznych, ograniczymy sie w tym miejscu do zdefiniowania war-
tosci oczekiwanej dystrybucji stochastycznej.
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Przypusémy, ze istnieje wartos¢ oczekiwana procesu stochastycznego
f(z,co), oznaczona dalej £f(z,u). Oezeli feldt, L f jest funkcje anali-
tyczne nalezacg do A. Na mocy twierdzenia 6 istnieje jednoznacznie okre-
Slony element Y przestrzeni 5 taki, ze LY(.t) = Cf(z,co).

Oezeli f(z,<0) = Lx(t,<a), to element Y tak okreslony nazwiemy warto-
Scie oczekiwang dystrybucji stochastycznej x(t,co). Z definicji wynika,
ze wartos¢ oczekiwana jest dystrybucje. Mamy ponadto

L(EX(L,<0)) = E£(LX(t,w)).

gdzie EX(t,u>) oznacza warto$¢ oczekiwane x(t,<o0). Z whasnos$ci wartosci

oczekiwanej pokazemy Jedne z najwazniejszych.

Twierdzenie 8. Oezeli x(t,»») e 5 i istnieje jej wartos¢ oczekiwana,

to prawdziwa jest relacjo
EXACE,w) = Exqe<isDk V k = 0, ¢1, iz,...

0 ow 6 d. Korzystajac z wkasnosci dystrybucji, mamy

L(ExFkA(t,U)) = E(LXA(t,w)) = zkE(LX(t,t0)) = zkL(EX(t,w)).
Ze sposobu wprowadzenia klas roéwnowaznosci wynika natychmiast teza
twierdzenia.
7. Splot 1 roéwnania splotowe
Definicja 7. Niech x(t,oj) = [xn(t,00)], Y(t,oJ) =[yn(t<“)] bedg ele-

mentami nalezgcymi do 1if . Splotem dystrybucji stochastycznych x(t,<0) i
Y(t,i0), oznaczonym dalej X*Y, nazwiemy dystrybucje stochastyczng

1t
[xn (t ,io)*yn (t ,u»)] =[ J xn (t-s,io)yn(s,uj)ds.]
0
Poniewaz xn(t,w) yn(t,to) nalezy do 5 i lim t-ix"Ct,to)*yn(t ,»»)), =

= lim (Lxn(t,i0).Lyn(t ,0)) = LX(t ,0).LY(t ), wiec ciag Jixn yn)(t,io)j-
jest podstawowy i definiuje dystrybucje stochastyczng. Podstawowg wkasno-
Scig tak okresSlonego splotu jest relacja

L_(x(t ,<p)*Y(t,(0)) = UX(t,u)).LY(t ,tw).
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Wynika stad natychmiast, ze zbiér $ jest przemienng algebre nad po-
lem liczb zespolonych (mozna wprowadzi¢ zmienne losowe) z Jedynkg (dy-
strybucja 5 ) i bez dzielnikéw zera.

Twierdzenie 9. Splot dystrybucji stochastycznych Jest ciggta opera-
cja ? x3w5.

Dowéd. Zauwazmy, ze Lim L(xn(t,u)*Yn(t,is)) = Lim (LXn(t,w)

LYn (t,to)) = LX(t ,i0) -LY(t ,0) = I (x (t ,co)*Y(t,w)), skad wynik» t*aa twier-
dzenia.

W nauce i zastosowaniach czesto wystepuje tzw. réwnania splotowe. Na-
lezg do nich np. réwnania catkowe pewnej klasy, réwnania rézniczkowe i
inne opisujace uktady dynamiczne przyczynowe, stacjonarne. Rozwiazywanie

réwnan splotowych w wersji stochastycznej nie nalezy do prostych zagad-
nien.

Wezmy pod uwage stochastyczne réwnanie splotowe
A(t ,0>)*x(t ,s) = B(t,w) O)
gdzie A i B sa znanymi dystrybucjami stochastycznymi.

Twierdzenie 10. Dezeli I/LA(t,coo) jest dla prawie wszystkich <0e o
elementem przestrzeni J , wéwczas roéwnanie (I) posiada rozwigzanie nale-
zace do J

Przyktad. Niech W bedzie liniowym operatorem rézniczkowym o statych lo-
sowych wspétczynnikach okreslonych na (o, , P) 1 niech B(t,w) bedzie
dystrybucjg stochastyczng okreslong na tej samej przestrzeni probabili-
stycznej .

Réwnanie rézniczkowe o losowych wspétczynnikach i dystrybucyjnej pra-
wej stronie

n
w(x) » B(t ,0, w(x) » S~" ak(co)xk, @)
k=0

mozna traktowa¢ Jako réwnanie splotowe postaci (1), jezeli przyjac¢, ze:
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ri
3ezell 1/ 3>~ ak(w)zk Jest prawie wszedzie funkcje analitycznag, row-

k=0
nanie (2) posiada rozwigzanie bedaca dystrybucje stochastyczng.

Wnioski

W pracy przedstawiono inne niz spotykane do tej pory ujecie zagadnien
zwigzanych z teorie dystrybucji stochastycznych, por. Urbanik [5], Fernl-
que [i]. Proponowane podejs$cie pozwala na naturalne wprowadzenie prze-
ksztatcenia Laplace"a i zwigzanego z nim rachunku operatorowego dla uog6l-
nionych funkcji losowych. Wydaje sie, ze teoria dystrybucji stochastycz-
nych uzyskujg w ten spos6b interesujgce uzupetnianie.

Zagadnienia dotyczace wielowymiarowych dystrybucji stochastycznyoh,
wyzsze momenty i korelacje zostaty pominiete i beda oméwione w innej
pracy.
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UPEOEPA30BAHHE JIAffilAOA CTOXACTHHECKHX
OEOHEEHHHX ®yHKUHU

Pe3bme

B paSote npe”ciaBjieHo hobhS nojpcoji k cToxacingeoKHM 060Sieghknm pyHKixKaw
ocHOBaHHHfiI Ha npeodpaaoBaHHH Jlanxaca ipyHKiiHfi MexxeHHoro pocTa. IlpeoCpaso-
BaHHe Jlanjiaca 0600meHHHx CToxacTimecKHX $yHKimft nojiynaeicH khk HaTypajiBHOe
o6o6neHHe oChhhoto npeo6pa30BaHaa Jlarwaca. npeaciaBlieHHHa nofixo,n, corzacyei-
ca o ceKBeHipiajiBHOFi teopefl o0606meHHHX $yKKicn0 MHKycHHCKoro.



Transformac.la Laplace*a dystrybuc.li stochaatycznych 113

THE LAPLACE TRANSFORM OF GENERALIZED STOCHASTIC FUNCTIONS

SumbBary

In the paper we deal with an extension of the concept of stochastic
processes utilizing a classical Laplace transform. The"classical Laplace
transform is extended in a very natural way to a space of gsnersli.ced sto-
chastic processes. We apply here the method of representation of genera-
lized stochastic processes by moans of sequences of ordinary stochastic
processes. By the use of this method we get elementary and very simple
proofs of theorems of presented theory.



