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TRANSFORMACJA LAPLACE'A DYSTRYBUCJI STOCHASTYCZNYCH

Streszczenie. W oparciu o klasyczny transformatę Leniące'a zde
finiowano szeroką klasę dystrybucji stochastycznych. W naturslny spo
sób otrzymano uogólnienie transformaty Laplac9'a dla tak wprowadzo
nych dystrybucji. W opracowaniu zastosowano, metodę reprezentacji 
dystrybucji stochastycznych przy pomocy cięgów zwyczajnych procesów 
stochastycznych, któro to metoda jest analogiczna do propozycji C. 
Swartza definiowania dystrybucji za pomocą przekształcenia Loplaca'a.

Zastosowanie tej metody, zaproponowanej po raz pierwszy przez 0. 
Mikusińskiego w pracy dotyczącej cięgowej teorii dystrybucji pro
wadzi do bardzo prostych i prawie elementarnych dowodów twierdzeń 
przedstawionej teorii.

1. Oznaczenia i definicje

Oznaczmy przez A klasę wszystkich funkcji :(z),_które są analitycz
ne w pewnej pół płaszczyźnie zmiennej zespolonej Re z >  a Ss 0. Półpłesz- 

czyzne ta może zależeć od funkcji [4],
Przez R oznaczać będziemy zbiór funkcji p(t) o wartościach zespo

lonych, określonych na ] , [ takich, że:

(i) supp(p(t))C [ 0,~»[;

(ii) p e C°°(-<*>,«■) ;

(iii) p ^ ( 0 )  = O V k > 0 ,  gdzie p^k)(t) d kp(t)/dtk ;

(iV) 3 C > 0  : p ^  (t) sS Cexp(kt) \/ t s [ 0 , * > [ , k ) 0  [4] .

Niech jy będzie przestrzenią zdarzeń elementarnych to i P będzie mia
rą probabilistyczną na przeliczalnie addytywnej 0 -algebrze podzbiorów 
borelowskich tej przestrzeni. Trójka uporządkowane oznaczać będzie usta
loną przestrzeń probabilistyczną (t£, fi , p) .

Mierzalną funkcję f(t,co) argumentów t e ] “  [ w  e <o (t 6 K, K -
zbiór liczb zespolonych) o wartościach rzeczywistych lub zespolonych na
zywać będziemy procesem stochastycznym. Owa procesy stochastyczne nazwie
my identycznymi, jeżeli dla prawie wszystkich <*> e w  posiadają takie same 

realizacje.
Oznaczymy dalej przez klasę procesów stochastycznych f(z,w) , z 6 K,

których prawie wszystkie realizacje są analityczne w pewnej półpłaszczyź- 
nie Re z >  a >  0. Półpłaszczyzna analityczności może zależeć od realiza
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cji procesu stochastycznego, tzn. dla prawie wszystkich g e «  funk
cja f(z,uQ ) jest analityczna w pewnej półpłaszczyźnle Ra z > a ( “Q) >  0.

Przez P oznaczać będziemy klasę procesów stochastycznych f(t, <0 )
t g  ] których prawie wszystkie realizacje są klasy R.

Ciąg | f n (z ,CJ >} procesów stochastycznych w nazwiemy zbieżnym do
procesu f(z,<o) przy n —  <*» i oznaczać będziemy fn (z,co)=s f(u,<*>) lub 
lim f (z,w) = f(z,to), jeżeli dla prawie wszystkich u>o e ¡¿2 cięg realiza
cji f (z,w ) jest zbieżny do realizacji f(z,uo ) niemal jednostajnie ze 

względu na t.
Wartość oczekiwanę procesu stochastycznego, tzn. | f(t,u>)dP, oznaczać

ii
będziemy przez £ f(t,<o).

Każda funkcjja x(t) 6 R posiada transformatę Laplecefe

O«»

(Lx)(z) - f x(t) exp(-zt)at ,

która jest elementem A. Zauważmy, że dla prawie wszystkich u>0 istnie
je transformata Lepiące'a realizacji x(t,ioo ) procesu stochastycznego 
x (t ,łj) należącego do P  oznaczona w zwykły sposób (Lx) t ,u>) ) (z ,u>). Pro
ces stochastyczny otrzymany w wyniku tak określonej transformaty Lepią
ce 'a oznaczymy (lx)(z,w). W dalszych rozważaniach przyjmiemy, że stale 
bierzemy pod uwagę mierzalną modyfikację tego procesu. Prawie wszystkie 

realizacje procesu Lx nsleżą do A, stąd wynika, żo Lx e A

2. Dystrybucje stochastyczne 1 przekształcenie Laplace*a

Definicja l. Ciąg -^xn (t,fał)J- (xn (t,u) 6 ? ,  n = 1,2,...) procesów sto
chastycznych nazwiemy podstawowym, j e że li cl ęg procesów Lxn (z ,w) r Jest 
zbieżny w A  . *•

Definicja 2. Dwa ciągi podstawowe procesów stochastycznych należących 

do fi ;n I * nazwiemy równoważnymi. Jeżeli

lim Lxn (z,w) = lim Lyn (z,w).

Relacja określona definicją 2 jest relacją równoważności, co pozwala 
na wprowadzenie w zbiorze ciągów podstawowych klss równoważności ciągów. 
Tak wprowadzone klasy równoważności ciągów procesów stochastycznych będą 

nazywane dalej dystrybucjami stochastycznymi i będą oznaczane dużymi li
terami alfabetu łacińskiego i greckiego: f (t , X(t ,io) itd. Oeżell 

■ĵ *n U  ,Ł>) J- Jest ciągiem podstawowym, dystrybucja określona przez ”̂ xn}
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oznaczona będzie [ xn (t,u)], przestrzeń dystrybucji stochastycznych ozna

czona będzie f .
Oeżeli x(t,<o) = [xn (t ,10)] e ? , transformatę Laplece'a LX(t,<o) dy

strybucji x(t',i*ł) zdefiniujemy w sposób następujący:

L(x(t,w)) » lim L(xn (t,e>)).

Definicja ta nie zależy od wyboru cięgu -Txn"|- z odpowiedniej klasy 

[xn (t.«)].

3. Podstawowe operacje na dystrybucjach stochastycznych

Oznaczmy x(t,w) = £ x n (t,w)] i Y(t,u>) ■ £ y^ (t ,to)] . Niech X, Y 6 5 i 

niech c e K.

Definicja 3 .

x(t,w) + Y(t,to) =  [xn (t '<°) + Yr/4 '")]* 

cX (t ,oS) =  [ cxn (t,u>)] .

Zauważmy, że

L(x(t,to) + Y(t ,<u)) - L(x(t,o>)) + L(Y(t,w)),

L(cX(t ,ło) ) « cL(x(l ,uł) ) .

Łatwo udowodnić inne, mniej elementarna właanoćci przekształcenia La

place 'a:

L(x(ct,io)) > (l/c)x(z/c ,w) c f O

L(x(t-T,to)) - exp(-Tz)x(z,w) , T  >  O 

L(exp(ct)x(t,«)) -'X(z-c.w),

L((-t)n x(t,e>)) « X^ (z ,e >) n >  O, 

gdzie wprowadzono oznaczenie L(x(t,Oł)) ■ X (z , w) .
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4, Różniczkowanie, całkowanie i zbieżność

Zgodnie z często stosowaną metodg oznaczeń (patrz np. [4-]) x ^ ( t )  i
x > k '(t) oznacza k~tę pochodną i k-tę całkę iterowanę funkcji x(t).

Twierdzenie 1. Oeżeli j (t j  Jest cięgiem podstawowym takim, że
lim Lxn » g, wówczas clęgL -£x^k 'tt ,to)j jest cięgiem podstawowym i

lim L ( x ^ ( t ,  )) = zką k « O, -1, -2,
Dowód pomijamy jako bardzo prosty.

Definicja 4 . Niech x(t ,w) » i x n (t,Uł)]e 1?. Pochodną dystrybucji sto
chastycznej X (t , co) oznaczymy X^(t,co) i zdefiniujemy w sposób nostępu- 

J^cyi

x^1^(t,co) = [ z ^ t . c o ) ]  .

Całką dystrybucji stochastycznej nazwiemy wielkość

*fx(t,u)dt •[ x^“5 '(t,aj)].

Wyższe pochodne i całki definiujemy w zwykły sposób.
Zauważmy, że wprost z definicji wynika

L(X^k)(t,(0)) = zkL(x(t,a>)) V  k - O, -1. - Z ___

Twierdzenie 2 . Każda dystrybucja stochastyczna jest nieskończenie wie
le razy różniczkowalna.

Zdefiniujemy teraz zbieżność w zbiorze dystrybucji stochastycznych.

Definicja 5 . Ciąg -^Xn (t ,co)l- dystrybucji stochastycznych naleiących 
do i nazwiemy zbieżnym do dystrybucji x(t,<o) należącej do f , przy 
n , Jeżeli

lim LXn (t,u>) «. LX(t,co).

Przyjmiemy dalej oznaczenie lim Xn (t,u)) = x(t,io).
Łatwe do udowodnienia są następujące własności dystrybucji.

Twierdzenie 3 . Oeżeli lim XR (t ,<4) = x(t,uj), lim Yn (t,oo) = Y(t ,u>) i 
c 8 K, wówczas
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lim (Xn (t,uj) + Y n (t,u>)) = x(t ,w) + Y(t,w).

Twierdzenie 4 . Deżell lim Xn (t.<o) = x(t,u>), wówczas

lim X ^ ( t , w )  - X^k^(t,u>), V  k » O. — 1,

Twierdzenie 5. Deżell cięg -fxn (t,u)j. dystrybucji należęcych do S po
siada własność takę, że lim LXn (t,o>) istnieje w przestrzeni Jl , wówczas
istnieje dystrybucja stochastyczna x(t,u) e 5 taka, że lim Xw (t,w) »

= X (t ,ui).

D o w ó d .  Z definicji wynika, ża istnieje ciąg podstawowy taki, ża 

Xn (t,w) - [ xnB(t .0»)] . Oczywiście

lim L(xnB(t,(j)) « L(Xn (t,U})).

Cleg LX (t,w) jest zbieżny do procesu stochastycznego g(z,to) nale-
f  ~1

żęcego do o? . Cięg Jl.xnm(tA»)j- dla prawie wszystkich u)„e u) posiada pod
ciąg zbieżny niemal jednostajnie do g(z,<oo ). Oznaczmy ten podciąg przez 
-|̂ Ly(c (t ,u) j-. Wówczas x(t,u>) = [ y k (t,i»))] posiada własność, że LX(t,uł) »' 

■ g(z,u>) prawie wszędzie.
Wynik ten posiada duże znaczenie dla dalszych badaó.

Definicja 6 [4 ]. Cięg [ 5„] funkcji należęcych do R nazwiemy cięgiem

deltowym. Jeżeli:

(i> Sn (t) ^ O,

(li) eupp5n (t)C [o,l/n],

(lii) f  SAt)dt - 1.
O n

Deżell W  Jest cięglem deltowym, dowodzi się, ż e :

lim Lin » 1  [4] .

Stęd wynika, że wszystkie cięgi deltowe sę równoważne. Przyjmiemy tra
dycyjne oznaczenie & = [ 5n] , odstępujęc Jeden raz od przyjętej zasady
oznaczania dystrybucji stochastycznych.

Twierdzenie 6 . Deżell proces f(z,io) należy do $  , wówczas istnieje
dystrybucja stochastyczne x(t,w)6 S taka, że

l_(x(t ,<*>) - f(z,u>).
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D o w ó d .  Zauważmy, że każdy wielomian o współczynnikach losowych
jest transformatę pewnej dystrybucji stochastycznej należęcej do J . Na
mocy twierdzenia 5 wystarczy udowodnić, że ksżdy proces f(z,w) należęcy 
do klasy i# jest granicę zbieżnego w Jh cięgu wielomianów losowych.

Niech -Tk T będzie wstępujęcym cięgiem zbiorów zwartych, którego su
mę Jest półpłsszczyzna D analityczności procesu f(z,to). Zbudujmy ob
szar Jednospójny z brzegiem kawałkami gładkim' 3Gn “ “Jf n taki, że
K €  G C  D oznaczę zawieranie z domknięciem). Z całkowego wzorun ni
Cauchy'ego dla dowolnego punktu z 6 Kn mamy

\ 1 f fCJ.w)
» 2trTJ d5 ‘

Na poczętku pokażemy, że f{z,w) możne przybliżyć na Kn mierzalnymi 
funkcjami wymiernymi. W tym celu podzielmy ■j n punktami J nę( =1,2,...,N) 
uporzędkowanymi zgodnie z porzędkiem obchodzenia ^ , oznaczmy dalej

część ł n  zawartę między 1 5 n W + l )  . przyjmijmy -5n (i+1)-5n9.
Założymy dalej $ n (N+l) ■ 5 nl- 

Proces stochastyczny

i

" f(5 .«)

fn N ( z 'w )  " 5rT 2 _  V 9-z ' A 5n9
v>=l in9

Jest mierzalny ze względu na to 6 u> . Wynika to z faktu mierzalności. f (z,u) 
dla ustalonego t. Łatwo wykazać, że procea fn N (z,io) Jest zbieżny Jed
nostajnie do f(z,u) na Kn przy N — 00 .

Z faktu, że dowolnę funkcję postaci l/(S-z), gdzie 5 e 3Gn Jest do
wolnym punktem, można na Kn przybliżyć jednostajnie wielomianami, wyni
ka, że istnieje cięg wielomianów mierzalnych zbieżnych jednostajnie do 
f(z,<o) na KR i niemal jednostajnie na D (dla prawie wszystkich io0£is?).

Łatwo sprawdzić, że możliwa jest również inna interpretacja pochodnej 
procesu stochastycznego o trajektoriach będęcych dystrybucjami.

Twierdzenie 7 . Oeżali x(t,u)6J i h > 0 ,  wówczas

X ^ ( t , w )  = lim (x(t,w) - x(t-h,co))/h, 
h— 0

5. Procesy stochastyczne w zwykłym sensie

Pokażemy, że każdy proces stochastyczny określony na [0, « [ ,  którego 
realizacje sę funkcjami lokalnie całkowalnymi o wzroście ograniczonym eks- 
ponencjslnie. Jest w pewnym sensie dystrybucję stochastyczne naleZęcę do
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5. Zbiór procesów o podanych wyżej własnościach oznaczymy przez %  „ Nisch 

x(t ,<o) 6 2 > wówczas

xn (t,u) =-

t
x(t ,w)* 5n (t) = J  x(t-xw)Sn (a)da, t >  0

0, * <  0

Jest procesem stochastycznym należęcym do . Łatwo zauważyć, że

Lxn (t,w) = Lx(t ,<o) . Lć>n = Lx(t,co) i lim Lxn (t,<o) * Lx(t,w).

Wynika stęd , że cięg <Txn (t ,<o)j- jest cięgiem podstawowym w 9 1 gene
ruje pewnę dystrybucję stochastycznę [xn (t >")] • Element [ xn (t .¡o)] 6 $ 
generowany przez proces x(t,<o) oznaczymy przez x*(t,«o).

Niech x(t,w) będzie procesem stochastycznym o różniczkowslnych tra
jektoriach, takim, że x^(t,<o) 6 ii , wówczas

Lx^(t,<o) = zLx(t,(o) - x(0,u).

Z drugiej strony uogólniona pochodna procesu X* spełnia relację

LX*^(t.uj) = lim Lx^(t,e>) « zLx(t,<d)

i Jednocześnie

L ( X ^  (t ,0J) )* » L x ^ ( t . w )  - zLX* (t ,(o) - x(0,io),

Stęd otrzymamy relację pokazujęcę różnicę między zwykłę i dystrybucyj- 

nę pochodnę

X * ^ ( t , w )  » (x(l)(t.io)) ♦ x(0,io) • S .

6. Wartość oczekiwana dystrybucji stochastycznej

Dużę rolę w analizie probabilistycznej odgrywaję wartość oczekiwana i 
momenty zmiennej losowej (procesu stochastycznego). Nie chcęc wkraczać, 
ze względu na szczupłość opracowania, w teorię wielowymiarowych dystrybu
cji stochastycznych, ograniczymy się w tym miejscu do zdefiniowania war

tości oczekiwanej dystrybucji stochastycznej.

\
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Przypuśćmy, że istnieje wartość oczekiwana procesu stochastycznego 
f(z,co), oznaczona dalej £f(z,u). Oeżeli feJt, Ł f jest funkcję anali- 
tycznę należącą do A. Na mocy twierdzenia 6 istnieje jednoznacznie okre
ślony element Y przestrzeni 5 taki, że LY(.t) = Ćf(z,co).

Oeżeli f(z,<o) = Lx(t,<a), to element Y tak określony nazwiemy warto-
ścię oczekiwaną dystrybucji stochastycznej x(t,co). Z definicji wynika,
że wartość oczekiwana jest dystrybucję. Mamy ponadto

L(EX(t,<o)) = £(LX(t,w)).

gdzie EX(t,u>) oznacza wartość oczekiwanę x(t,<o). Z własności wartości
oczekiwanej pokażemy Jednę z najważniejszych.

Twierdzenie 8 . Oeżeli x(t ,u>) e 5 i istnieje jej wartość oczekiwana, 

to prawdziwa jest relacjo

E X ^ ( t , w )  = (EX(t.<i>))k V k = 0, ¿1, iz,...

0 o w 6 d. Korzystając z własności dystrybucji, mamy

L(Exfk  ̂(t ,U)) ) = E ( L X ^ ( t , w ) )  = zkE (LX( t , to) ) = zkL(EX(t,w)).

Ze sposobu wprowadzenia klas równoważności wynika natychmiast teza 

twierdzenia.

7. Splot 1 równania splotowe

Definicja 7 . Niech x(t,oj) = [xn (t,oo)], Y(t,oj) = [ y n (t<“ )] będą ele
mentami należącymi do if . Splotem dystrybucji stochastycznych x(t,<o) i 
Y(t,io), oznaczonym dalej X * Y ,  nazwiemy dystrybucję stochastyczną

1 t
[xn (t ,io)*yn (t ,u>)] =[ J  xn (t-s,io)yn (s,uj)ds.]

O

Ponieważ xn (t,w) yn (t,to) należy do 5 i lim t-ix^Ct ,to)*yn (t ,u>) ) , =
= lim (Lxn (t ,io) .Lyn (t ,co) ) = LX(t ,co) . LY( t ,ło) , więc ciąg jjxn yn )(t,io)j- 
jest podstawowy i definiuje dystrybucję stochastyczną. Podstawową własno
ścią tak określonego splotu jest relacja

l_(x(t ,<j)*Y(t,(o)) = UX(t,u)).LY(t ,tu).
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Wynika stąd natychmiast, że zbiór $ jest przemienną algebrę nad po
lem liczb zespolonych (można wprowadzić zmienne losowe) z Jedynką (dy

strybucja 5 ) i bez dzielników zera.

Twierdzenie 9 . Splot dystrybucji stochastycznych Jest ciągłą opera

cją ? x 3 w 5 .

D o w ó d .  Zauważmy, że lim L(xn (t ,u)*Yn (t ,is)) = lim (LXn (t,w)

. LYn (t,to)) = LX(t ,io) .LY(t ,<o) = l (x (t ,co)*Y (t , w ) ) , skąd wynik» t*aa twier

dzenia.

W nauce i zastosowaniach często występuję tzw. równania splotowe. Na
leżą do nich np. równania całkowe pewnej klasy, równania różniczkowe i 
inne opisujące układy dynamiczne przyczynowe, stacjonarne. Rozwiązywanie 

równań splotowych w wersji stochastycznej nie należy do prostych zagad

nień.
Weźmy pod uwagę stochastyczne równanie splotowe

A(t ,o>)*x(t ,s>) = B(t,w) (i)

gdzie A i B są znanymi dystrybucjami stochastycznymi.

Twierdzenie 10. Deżeli l/LA(t,coo ) jest dla prawie wszystkich <o0 e co 
elementem przestrzeni J , wówczas równanie (l) posiada rozwiązanie nale

żące do J .

Przykład. Niech W będzie liniowym operatorem różniczkowym o stałych lo
sowych współczynnikach określonych na (to, , P) i niech B(t,w) będzie 
dystrybucją stochastyczną określoną na tej samej przestrzeni probabili

stycznej .
Równanie różniczkowe o losowych współczynnikach i dystrybucyjnej pra

wej stronie

n
w(x) » B(t ,co) , w(x) » S~" ak (co)xk , (2)

k=Ó

można traktować Jako równanie splotowe postaci (l), jeżeli przyjąć, ż e :

k=0
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ri
3ezell 1/ 3>~ ak(w)zk Jest prawie wszędzie funkcję analityczną, rów- 

k=0
nanie (2) posiada rozwiązanie będąca dystrybucję stochastyczną.

Wnioski

W pracy przedstawiono inne niż spotykane do tej pory ujęcie zagadnień 
związanych z teorię dystrybucji stochastycznych, por. Urbanik [5 ], Fernl- 
que [i]. Proponowane podejście pozwala na naturalne wprowadzenie prze
kształcenia Laplace'a i związanego z nim rachunku operatorowego dla uogól
nionych funkcji losowych. Wydaje się, że teoria dystrybucji stochastycz
nych uzyskują w ten sposób interesujące uzupełnianie.

Zagadnienia dotyczące wielowymiarowych dystrybucji stochastycznyoh, 
wyższe momenty i korelacje zostały pominięte i będą omówione w innej 

pracy.
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ÜPE0EPA30BAHHE JIAffilAOA CTOXACTHHECKHX 

OEOHEEHHHX ®yHKUHÜ

P e 3 b m e

B paSote npe^ciaBjieHo hobhS nojpcoji k cToxacinqeoKHM 060Sięqhknm pyHKixKaw 
ocHOBaHHHfi Ha npeodpaaoBaHHH J la n x a c a  ipyHKiiHfi M exxeH H oro p o c T a .  I lp e o C p a so -  

BaHHe Jlanjiaca oôoÔmeHHHx C ToxacTim ecK H X  $yHKimft n o jiy n a e ic H  k h k  HaTypajiBHOe 

oóoóneHHe oChhhoto npeo6pa30BaHaa J la r w a c a .  n p eac iaB JieH H H a nofixo,n, c o r z a c y e i -  

ca o ceKBeHipiajiBHOfi teopefl o6o6meHHHx $yKKicn0 MHKycHHCKoro.
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THE LAPLACE TRANSFORM OF GENERALIZED STOCHASTIC FUNCTIONS 

S u ra is a r y

In the paper we deal with an extension of the concept of stochastic 
processes utilizing a classical Laplace transform. The'classical Laplace 
transform is extended in a very natural way to a space of gsnersli.ced sto
chastic processes. We apply here the method of representation of genera
lized stochastic processes by moans of sequences of ordinary stochastic 
processes. By the use of this method we get elementary and very simple 
proofs of theorems of presented theory.


