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Podstawowe oznaczenia

Symbole macierzy oznaczone sa wytluszczonymi, duzymi literami. Macierze
jednokolumnowe (nazywane dalej wektorami kolumnowymi lub wektorami) oznaczono
wyttuszczonymi, matymi literami. Nad wielkosciami wektorowymi w sensie fizykalnym lub
geometrycznym umieszczono nadkre$lenia.

WielkosSci fizyczne wyrazone sg w jednostkach systemu Sl lub przedstawione sg w postaci
bezwymiarowej.

Zmierzony przebieg temperatury w danym punkcie ciata (wykorzystywany jako informacja

wejsciowa do rozwigzania zagadnienia odwrotnego) nazywany jest zgodnie z przyjetg

nomenklatura odpowiedzig temperaturong.-

Symbole tacinskie

a wspoétczynnik wyréwnywania temperatury,

a* pochodna czgstkowa funkcji warunku wzgledem wielko$ci mierzonej,

bu - Pochodna czgstkowa funkcji warunku wzgledem wielkosci niewiadomej,

A - macierz gtéwna (lub operator dyskretny, macierz przewodnosci) ukiadu réwnan

réznicowych, macierz wspoétczynnikow &b,

b - wektor kolumnowy wyrazéw wolnych uktadu réwnan réznicowych.
B - macierz wspoétczynnikéw bu,
hL
Bi - liczba Biota; (Bi = — ),
A
C - macierz skupionych pojemnosci cieplnych,
C pojemnos¢ cieplna wiasciwa (ciepto wiasciwe),

Diag- symbol macierzy diagonalnej,

ft — funkcja warunku,
Fo - bezwymiarowy czas (liczba Fouriera; Fo = 7~ ),
G - macierz kowariancji estymowanych wielkosci,

G, - Mmacierz kowariancji estymaty wielkosci mierzonych,
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, - macierz kowariancji estymaty wielko$ci niewiadomych, by - poprawka wielko$ci niewiadomej,
G*, - macierz kowariancji wstepnego oszacowania wielko$ci niewiadomych, sy - Ppoprawka estymaty wielko$ci niewiadomej (by = y-y°),
h - wspoétczynnik wnikania ciepta, X - wspotczynnik przewodzenia ciepta,
H - macierz wskaznikowa, ? - liczba losowa (f £ [0,1)),
| macierz jednostkowa, a - wariancja,
k - numer kroku czasu. T - czas,
K - macierz wzmocnienia, At - krok czasu,
lo - wymiar charakterystyczny, | - macierz przej$cia (macierz stanu),
N - liczba weztéw podziatu réznicowego, n obszar rozwigzania ograniczony brzegiem T.
n liczba wielko$ci niewiadomych w réwnaniu warunkoéow,
Q - gesto$¢ strumienia ciepta, P
r liczba réwnan warunkoéw, Indeksy gorne
S liczba wielkosci mierzonych, - - oznacza transformate lub wielko$¢ estymowana,
S - odchylenie standardowe, - pochodna wzgledem czasu,
T - temperatura, ® . pochodna rzedu k,
Ts - odpowiedZ temperaturowa, T - oznaczenie macierzy transponowanej.
T " macierz kolumnowa (wektor) temperatur w weztach podziatu réznicowego,
To - wektor temperatur poczatkowych, Indeksy dolne
\% - macierz kowariancji wynikéw pomiaréw,
w, - wektor wtasny macierzy (operatora dyskretnego), , - dotyczy numeru punktu weztowego (numer elementu réznicowego),
W - niezgodno$é réwnania warunkéw, i - dotyczy numeru wielko$ci mierzonej (/= 1,..,i),
W - macierz wektoréw wtasnych (macierz modalna), k - dotyczy numeru réwnania warunkéw (k=1,...,r) lub chwili czasu,
X wielkos¢ mierzona, , - dotyczy numeru wielko$ci niewiadomej (/=1,...,n),
X estymata wielkosci mierzonej, s - dotyczy odpowiedzi temperaturowej.
x - wynik pomiaru,
y - wielko$¢ niewiadoma,
! . o . Inne symbole
y - estymata wielko$ci niewiadomej,
? - wstepne oszacowanie wielko$ci niewiadomej. V2 - operator Laplace'a,

E{} - symbol wielko$ci oczekiwanej.

Symbole greckie

13, - warto$¢ wtasna macierzy,
r

- brzeg obszaru rozwigzania,

[e})
1

zaktécenie wyniku pomiaru,
- poprawka wielko$ci mierzonej,

8X - poprawka estymaty wielko$ci mierzonej (& = X-X°),



1. Wstep, cel pracy

Wyznaczenie pola temperatury na podstawie odpowiednio sformutowanego réwnania
r6zniczkowego wraz z warunkami brzegowymi i warunkiem poczgtkowym (dla zagadnien
nieustalonych) oraz znajomos$ci wspétczynnikéw wystepujacych w opisie zagadnienia jest
jednym z podstawowych problemoéw przewodzenia ciepta. Tak postawione zagadnienia, tzn.
wyznaczenie skutkéw (temperatura, strumien ciepta) na podstawie przyczyn (warunki
brzegowe, warunek poczatkowy), nazywane sg zazwyczaj zagadnieniami prostymi (lub
zagadnieniami bezpos$rednimi) przewodzenia ciepta (direct problems, priamyje zadaczi).
Metody rozwigzywania zagadnien prostych sg juz bardzo szczegétowo sklasyfikowane i
przebadane szczeg6lnie pod katem jednoznacznoéci i stabilno$ci rezultatéw.

Od pewnego czasu obserwuje sie znaczny wzrost zainteresowania rozwigzywaniem
probleméw przewodzenia ciepta sformutowanych odmiennie anizeli zagadnienia proste. Jezeli
nie sg znane wszystkie przyczyny, a sg natomiast znane (jako wyniki pomiaréw) pewne
bezposrednie lub posrednie skutki (np. przebiegi temperatury Ilub strumienia ciepta
w pewnych punktach ciata), to tak sformutowany problem nazywany jest zagadnieniem
odwrotnym (inverse problem, obratnaja zadacza). Ogdélng charakterystyke i klasyfikacje
zagadnien odwrotnych dla probleméw przewodzenia ciepta przedstawiono w rozdziale 1.2.
W tym miejscu nalezy tylko stwierdzi¢, ze zagadnienia odwrotne nalezg do grupy problemoéw
Zle uwarunkowanych (ill-posed problems). Oznacza to, ze zagadnienia te sa bardzo czute na
nieuniknione niedoktadnosci (zaktécenia) danych wejsciowych (np. wynikéw pomiaréw). Stad
tez biorg si¢ bardzo wysokie wymagania odno$nie do metod stosowanych do rozwigzywania
zagadnien odwrotnych (nie tak dawno jeszcze uwazano, ze problemoéw tych nie da sie w
og6le rozwigzac¢). Podobnie wysokie wymagania stawiane sg przed technikg pomiarowga
wykorzystywang jako Zrédto danych do rozwigzywania zadan odwrotnych.

Rosngce gwattownie zainteresowanie rozwigzywaniem zagadnieh odwrotnych czerpie swa
inspiracje z nowych, a wiec atrakcyjnych zrédet poznawczych, lecz takze wynika z potrzeb
czysto utylitarnych. Zakres dziedzin wiedzy i techniki, w ktédrych rozwigzuje sie zagadnienia
odwrotne, stale sie poszerza i obejmuje na przyktad geofizyke, meteorologie czy astrofizyke.

Zagadnienia wymiany ciepta to takze bardzo szerokie pole stawiania i rozwigzywania
zadan odwrotnych. Uwaga ta dotyczy zaréwno problematyki bezposrednio zwigzanej
z przepltywem ciepta (np. identyfikacja pél temperatury lub parametrow termofizycznych),

jak réwniez zagadnien sprzezonych (np. naprezenia cieplne, termodyfuzja).
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Niniejsza rozprawa poséwigcona jest metodom rozwigzywania zagadnien odwrotnych
zwigzanych z identyfikacja p6l temperatury i strumieni ciepta w sytuacji, gdy nie sg znane
warunki brzegowe (wszystkie lub cze$¢). Moze takze nie by¢ znany warunek poczatkowy.

Czesto bowiem w praktyce nie jest mozliwe doktadne okreslenie warunkéw brzegowych lub

(i) warunku poczatkowego, a istnieje mozliwo$¢ przeprowadzenia pomiaréw, np. tempera-

tury w wybranych punktach ciata i wybranych momentach czasu. Tak sformutowane zadanie
odwrotne zaliczane jest do tzw. granicznych zagadnien odwrotnych [13],[18],[22],[65].
Prace nad rozwigzywaniem zagadnien odwrotnych przewodzenia ciepta sg od wielu lat
prowadzone w Instytucie Techniki Cieplnej Politechniki Slaskiej w Gliwicach (Kurpisz,
Skorek), a wktad autora w te prace jest przedstawiony w skondensowanej formie

w prezentowanejrozprawie. Inspiracje do podjecia badan stanowity, oprécz wzmiankowanych

waloréw poznawczych, potrzeby utylitarne, takie jak:

. identyfikacja pola temperatury we wlewkach nagrzewanych w piecach wgtebnych
[62],[25],

. identyfikacja potozenia granicy fazy we wlewkach z ciektym jadrem [25],

. identyfikacja strumienia ciepta na powierzchni badawczej komory spalania [47].

W poszukiwaniu efektywnych metod rozwigzywania tych probleméw zastosowano rézne
podejscie, a w efekcie opracowano lub rozwinieto trzy odmienne metody, ktérych zakres
zastosowania nie ogranicza sie wytacznie do granicznych zadan odwrotnych. Dwie z tych
metod bazujg na teorii estymacji statystycznie optymalnej (rachunek wyréwnawczy, filtracja
dynamiczna), a trzecia wykorzystuje dyskretng transformacje spektralng (w potagczeniu
z metodg szeregéw pochodnych). Obydwie grupy metod, cho¢ bazujg na odmiennym
podejsciu do rozwigzania zagadnienia, taczy spos6b sformutowania problemu wyjSciowego:
. rozpatruje sie graniczne zagadnienie odwrotne dotyczgce identyfikacji nieustalonego
pola temperatury i warunkéw brzegowych w rozpatrywanym obszarze (rysunek
11),

. przyjmuje sie, ze do opisu matematycznego pola temperatury stosuje sie metody
numeryczne (przynajmniej ze wzgledu na dyskretyzacje obszaru rozwigzania), co w
rezultacie prowadzi do standardowego zapisu ré6wnan pola temperatury w weztach

podziatu ré6znicowego w postaci nastepujacego réwnania macierzowego:

C™I> =AT(r) + b(r) (1.1)

Wstep =

Przyjecie numerycznego podejsScia
do sformutowania i rozwigzania
zagadnienia wynika z kilku prze-
stanek. W odr6znieniu od metod
analitycznych metody numeryczne
znacznie rozszerzaja zakres moz-
liwych do rozwigzania zagadnien,
np. obszary o skomplikowanych
ksztattach, ztozone warunki brzego-
we, zagadnienia nieliniowe, sprze-

NN zone itd. O wartosci i coraz wie-

s kszym powodzeniu metod numerycz-

nych stanowi tez coraz doskonalsze

oprogramowanie umozliwiajgce roz-

wigzywanie coraz to bardziej zto-

Rys. 1.1. Schemat ogdlny odwrotnegozagadnienia

granicznego zaletg metod numerycznych pow-

Fig. General scheme oftheinverse boundary

1'problem szechme stosowanych do rozwig-
zywania zagadnien brzegowych
przewodzenia ciepta (jak na przykiad Metoda Elementéw Skonczonych, Metoda Bilanséw

Elementarnych, Metoda Ré6znic Skoficzonych czy Metoda Elementéw Brzegowych) jest fakt,

ze dajg one bardzo podobne sformutowanie problemu, np. w postaci rbwnania macierzowego

(1.1). W efekcie uzyskuje sie bardzo pozgdang unifikacje zapisu problemu. Ten sam algorytm

rozwigzania, np. granicznego zagadnienia odwrotnego, moze by¢ na przykiad

wykorzystywany przez uzytkownikéw postugujacych sie r6znymi metodami numerycznymi.

Na bazie przedstawionych zatozen, definiujacych bardzo ogélnie rozpatrywany problem,
zastosowano z powodzeniem trzy rézne metody rozwigzania postawionego zagadnienia
odwrotnego. Sa to:

. Metodarachunku wyréwnawczego (metoda najwiekszej wiarygodno$ci). Wktadem
autora jest opracowanie metody rozwigzywania zagadnien odwrotnych z wyko-
rzystaniem wszelkiej dostepnej a priori informacji o procesie. Podejscie takie
umozliwia znaczng poprawe stabilnosci i doktadnos$ci wynikéw rozwigzania
probleméw stabo uwarunkowanych. Zastosowane podej$cie ma od strony matema-
tycznej cechy algorytmoéw regularyzowanych. Zaproponowana metoda moze by¢
stosowana do rozwigzywania zagadnien nieustalonych i ustalonych. Metoda
dostarcza oceny statystycznej wynikéw obliczen, co jest jej istotnym walorem.

W zagadnieniach nieustalonych mozna rozpatrywaé¢ réwnoczes$nie catla dostepna

zonych probleméw. Bardzo
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informacje pomiarowa, co zwigeksza doktadnos$¢ rozwigzania (lecz komplikuje
algorytm obliczen). Mozliwe jest takze przetwarzanie informacji z kroku na krok
czasu, tzn. w trybie on line, przy czym procedura tajest tu mniej dogodna anizeli
przy zastosowaniu metody filtracji dynamicznej. Zatozenia i opis metody rachunku
wyréwnawczego przedstawiono w rozdziale 3.

. Metoda filtracji dynamicznej. Metoda ta jest dos¢ powszechnie stosowanym
narzedziem identyfikacji zmiennych opisujacych procesy nieustalone (szczegblnie
w automatyce, procesach sterowania itd.). Wykorzystuje sigja takze z powodzeniem
do rozwigzywania zadan odwrotnych przewodzenia ciepta (identyfikacja nie-
ustalonych p6l temperatury). Metoda jest bardzo efektywna numerycznie i podobnie
jak metoda rachunku wyréwnawczego dostarcza oceny statystycznej wynikow.
Swietnie nadaje sie do analizy proceséw nieustalonych w trybie on line. Wktad
autora do poszerzenia zakreu zastosowarn metody filtracji dynamicznej zawiera sie
w adaptacji metody do rozwigzywania zagadnienief nieliniowych, tzn. problemoéw
jednoczesnej identyfikacji pola temperatury i warunkéw brzegowych. Autor
zastosowatl réwniez metode filtracji do rozwigzania granicznych zagadnien
odwrotnych. Zatozenia i opis metody filtracji dynamicznej przedstawiono w
rozdziale 4.

. Metoda dyskretnej transformacji spektralnej DTS. Autor po raz pierwszy
wykorzystat metode dyskretnej transformacji spektralnej, wraz z koncepcja metody
szeregébw pochodnych, do sformutowania modelu odwrotnego zagadnienia
granicznego. Dzieki takiemu wtasnie podej$ciu udato sig autorowi znacznie uproscié
opis matematyczny problemu w stosunku do innych rozwigzan bazujgcych na
koncepcji szeregéw pochodnych. Uzyskano uniwersalna posta¢ algorytmu
rozwigzania zaréwno zagadnien jednowymiarowych, jak i wielowymiarowych.
Metoda zapewnia duza stabilno$¢ rezultatow bez jednak bezpos$redniej mozliwo$ci
ich oceny statystycznej. Zatozenia i opis metody DTS przedstawiono w rozdziale 5.

Zadna z zastosowanych metod nie jest uniwersalnym narzedziem rozwigzywania wszelkich

zagadnien definiowanych jako graniczne zagadnienie odwrotne. Kazda natomiastz tych metod
ma takie obszary zastosowan, gdzie jest z pewnych wzgledéw bardziej efektywna niz
pozostate. Przy omawianiu poszczegdlnych metod przeprowadzono analize ich efektywno$ci
oraz wskazano zasadnicze zalety i wady.

Przy opracowaniu modeli matematycznych analizowanych w pracy zagadnieh stosowano

metode bilanséw elementarnych (Control Volume Method) [55],[57] oraz sporadycznie
metode elementéow skoriczonych. Wybér konkretnej metody nie ma tu wtasciwie zadnego

znaczenia, o ile tylko prowadzido sformutowania analizowanego zagadnieniaw postaci (1. 1).

2. Ogolna charakterystyka zagadnien
odwrotnych przewodzenia ciepta

Zakres problematyki zagadnien odwrotnych jest tak szeroki, ze dokonanie jakiejkolwiek
ich szczegoétowej klasyfikacji jest z géry skazane na niepowodzenie. Trudnos$ci te dotycza
zresztg samej juz definicji zagadnienia odwrotnego. Jedna z najprostszych definicji podaje
Kozdoba [18] okre$lajac zagadnienie odwrotne jako takie, w ktérym poszukuje sig pewnych
przyczyn na podstawie niektérych skutkéw. Tichonow [64] definiuje zagadnienia odwrotne
jako problemy, w ktérych identyfikowane (poszukiwane) wielko$sci nie sa pomiarowo
bezposrednio dostepne, a sg wyznaczane pos$rednio na podstawie pomiaréw innych wielkosci
zaleznych od wielkos$ci poszukiwanych. Definicje te okres$lajg zasadniczy sens problemoéw
odwrotnych, chociaz w wielu przypadkach granica pomigdzy sformutowaniem zadania

bezposredniego i odwrotnego moze by¢ niezbyt wyrazna.

Klasyfikacja zagadnien odwrotnych przewodzenia ciepta jest oczywiécie do$¢ umowna.

Jeden z mozliwych schematéw przedstawiono w [22] i [57]:
. identyfikacja p6l temperatury i warunkéw brzegowych (zagadnienie graniczne),
. identyfikacja parametrow termofizycznych ciata (zagadnienie wspéiczynnikowe),
. identyfikacja wydajnoéci i rozktadu wewnetrznych Zrédet ciepta,
. identyfikacja warunkéw poczatkowych (zagadnienie retrospektywne).

Przedstawiona lista nie wyczerpuje oczywiscie catosci problematyki rozwigzywanych
zagadnien, tym bardziej ze wiele z nich trudno wprost zakwalifikowaé¢ do ktérejkolwiek
z grup (np. dynamicznie rozwijane metody identyfikacji pél temperatury ze zmiang fazy
[15],[68],[71],[72]).

Problemy bedace przedmiotem prezentowanej pracy nalezy zakwalifikowa¢ do grupy zadan
granicznych oraz w pewnych przypadkach do grupy zadan retrospektywnych.

Podstawowa cechgcharakteryzujgcg matematyczne sformutowanie zagadnienia odwrotnego
jest stabe uwarunkowanie problemu. Oznacza to, ze rozpatrywany problem jest bardzo czuly
na wszelkie zaktécenia danych wejSciowych. Nawet nieznaczne zmiany danych wejsciowych
mogg spowodowaé¢ bardzo znaczne zmiany wynikéw. Z taka sytuacja mamy praktycznie
zawsze do czynienia w przypadku rozwigzywania zagadnien odwrotnych. Podstawowym
zré6dtem niedoktadnos$ci danych wejsciowych sa tutaj btedy pomiarowe towarzyszgce zawsze

wynikom eksperymentu. Nastepnym Zrédiem niedoktadnos$ci jest nieunikniona rozbiezno$¢
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pomiedzy modelem matematycznym analizowanego procesu a rzeczywistym przebiegiem
procesu. Niedoktadnos$ci danych wejSciowych i opisu analizowanego procesu tworzg swoisty
szum informacyjny. W przypadku zadan stabo uwarunkowanych szum ten przenosi si¢ we
wzmocnionej postaci na rozwigzanie problemu (w przeciwienstwie do zagadnien bezpos$red-
nich, gdzie niedoktadnos$ci danych wejSciowych sg zazwyczaj przez rozwigzanie tlumione).

Zle uwarunkowanie zadan odwrotnych stawia bardzo wysokie wymagania przed metodami
uzywanymi do ich rozwigzywania. Uwaga ta dotyczy przy tym zaréwno strony
matematycznej, jak i stosowanej techniki pomiarowej. O ile przed technikg pomiarowa
stawiane jest zadanie minimalizacji btedéw pomiarowych, to podstawowym zadaniem metod
matematycznych jest uzyskanie rozwigzania stabilnego numerycznie, a wiec w konsekwencji
ztagodzenie skutk6w stabego uwarunkowania. Poprawa stabilno$ci rezultatéw jest wiec
zasadniczym wymaganiem stawianym przed metodamirozwigzywania zagadniedn odwrotnych,
gdyz do modelowania samych proces6w cieplnych stosuje si¢ zazwyczaj te same techniki co
przy rozwigzywaniu zagadnien prostych.

Rozwigzujac zadania odwrotne nalezy zawsze mie¢ na uwadze fakt, ze zasadnicza
informacjg wejSciowg jest tu obarczona szumem (zaktéceniami) informacja pomiarowa.
W przypadku gdy stosunek zasadniczego sygnatu do btedu jest bardzo niekorzystny, to nawet
zastosowanie najlepszych nawet metod rozwigzania nie da wiarygodnych rezultatéw.

W yniki pomiaréw wykorzystywane do rozwigzania danego zadania odwrotnego
przedstawiajag na ogo6t rézng warto$¢ uzyteczng. Miarg tej wartosci nie jest wytgcznie
wielko$¢ btedu pomiaru zalezna od stosowanej techniki pomiarowej. Warto$¢ ta zalezy takze
od np. potozenia punktu pomiarowego, rodzaju mierzonej wielko$ci czy typu zjawiska.
Szczegblne wymagania sg tu narzucone przez zjawiska nieustalone, gdzie wyraznie rysuje sie
problem wyboru optymalnego potozenia punktu pomiarowego (z uwagi na ttumienie sygnatu
wejSciowego) czy problem doboru optymalnego kroku prébkowania.

Jezelibedziemy abstrahowac¢ od wielkos$ci btedu pomiarowego, to za miare wartoéci danej
informacji pomiarowej mozna uzna¢ wspétczynnik zdefiniowany jako pochodna wielkos$ci

identyfikowanejy, wzgledem wielko$ci mierzonej x].'

(2.9

1 Odwrotno$¢ wspoétczynnika ztj jest tzw. wspoétczynnikiem wrazliwosci [3]
wykorzystywanym w technice rozwigzywania zadan odwrotnych nazywanej metoda

wspoOtczynnikéw wrazliwos$ci.
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Im wieksza jest wartos¢ wspoétczynnika ztf, tym silniejsza jest zaleznoé¢ pomiedzy
wielkoscig identyfikowang i mierzong, i tym samym wiekszajest warto$¢ numeryczna danego
pomiaru. W przypadku np. identyfikacji nieustalonego strumienia ciepta na wewnetrznej
dcianie pieca grzewczego najwigksza warto$¢ beda mialy wyniki pomiaréw temperatury
w punktach $ciany usytuowanych jak najblizej jej powierzchni. W miare oddalania sie od
powierzchni $ciany wptyw oddziatywania strumienia ciepta wnikajacego do $ciany na pole
temperatury jest coraz to mniejszy. Na wielko$¢ wspoétczynnika zty wptywa wiec wyraznie
potozenie punktu pomiarowego, a ponadto moment czasu, w ktérym dokonuje sie¢ pomiaru.

Przedstawiona analiza ma oczywiscie wytacznie charakter jako$ciowy. Pamietajac jednak
o wszystkich ostrych wymaganiach stawianych metodom rozwigzywania zagadnien
odwrotnych nalezy zawsze dgzy¢ do takiej organizacji pomiaréw, aby uzyskiwane rezultaty
miaty jak najwiekszg wartos¢ z punktu widzenia zastosowanej metody rozwigzywania
problemu.

W zrost zainteresowania odwrotnymi zagadnieniami przewodzenia ciepta owocuje
gwattownie zwiekszajaca sie liczbg prac badawczych. Pojawia sig coraz wiecej monografii
poswieconych tej tematyce jak np. [1],[2],[3],[14],[18],[27],[65],[66],[67], a takze wiele
publikacji o charakterze przegladowym [12],[22],[64]. Zakres rozwazanej tematyki i
spektrum stosowanych metod rozwigzywania problemoéw jest na tyle szerokie, ze jest trudno
przedstawi¢ wyczerpujaco i precyzyjnie ich klasyfikacje (tym bardziej ze w przeciwienstwie
do zagadnien prostych w znacznie wigkszym stopniu stosuje si¢ tu metody analityczne).

Za pracami [1],[13],[22] mozna poda¢ nastepujace metody (i grupy metod) stosowane do
rozwigzywania granicznych zagadnien odwrotnych przewodzenia ciepta (te zadania sa

bowiem zasadniczym celem rozwazan prezentowanej pracy):

. metoda regularyzacji rozwinigta przez Tichonowa i Alifanowa [2],[4],[65],[66],

. metoda wspéiczynnikdw wrazliwos$ci rozwinieta przez Becka [3],

. metoda przewidywania rozwigzania w postaci szeregéw wywodzaca sig od Burgraffa
[71.[21],

. metody stochastyczne (np. metoda filtracji dynamicznej [27] czy rachunku

wyréwnawczego [61]),
. metody oparte na teorii potencjatéw [13] (stosowane najcze$ciej do zagadnien

ustalonych),
. inne, polegajace np. na modyfikacji rozwigzania uzyskanego dla zagadnienia

prostego.
Bardzo czesto stosowane jest podejécie polegajgce na tgczeniu ze sobg ré6znych metod
rozwigzywania w celu poprawy stabilno$ci rezultatéw. PodejScie takie reprezentuja réwniez
metody prezentowane w niniejszej pracy, przy czym ograniczono sie do analizy zagadnien

sformutowanych w sposéb dyskretny pod wzgledem obszaru rozwigzania.
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Specyfika i dodatkowe trudnoéci zwigzane nieodtgcznie z zagadnieniami odwrotnymi
narzucajg tez odpowiednie wymagania odnoénie do metod rozwigzywania tych problemoéw.
Beck [3] sformutowat liste kryteriow, ktérym powinna odpowiadaé¢ efektywna metoda
rozwigzywania zagadnien odwrotnych:

. identyfikowane temperatury i strumienie ciepta powinny by¢ doktadne, jezeli dane

pomiarowe sg doktadne,

. metoda powinna mie¢ baze statystyczna,

. metoda powinna dopuszcza¢ wykorzystanie pomiaréw z dowolnej liczby punktéw

pomiarowych,

. metoda powinna by¢ mato czuta na btedy pomiarowe,

. metoda powinna by¢ stabilna dla matych czaséw,

. nie powinna by¢ wymagana informacja o doktadnym czasie rozpoczecia procesu,
. metoda nie powinna by¢ ograniczona do ustalonej liczby obserwaciji,

. analizie moga by¢ poddawane ciata o ztozonej strukturze,

. wspoétczynniki mogg by¢ zmienne z temperatura,

. metoda powinna by¢ tatwa do weryfikacji obliczeniowej,

. koszt obliczen powinien by¢ umiarkowany,

. metoda powinna dopuszcza¢ skokowo zmienng w czasie zmiange temperatury.

Opracowanie metody, ktéra bezwarunkowo spetnia wszystkie przedstawione kryteria, jest
jeszcze sprawg otwartg. Nalezy jednak pamieta¢, ze dla kazdego indywidualnego zagadnienia
pewne z przedstawionych kryteri6w mogg mie¢ jedynie drugorzedne znaczenie (np. jesli
warunki narzucajg potozenie punktéw pomiarowych, to metoda nie musi dopuszczaé
wykorzystania informacji pochodzacej z dowolnej liczby punktéw pomiarowych). Ponadto
cze$¢ z przedstawionych kryteri6w ma charakter raczej jakosciowy anizeli iloSciowy.

Metody prezentowane w pracy w znacznym stopniu odpowiadajg wiekszo$ci przedsta-
wionych kryteri6w. Na uwage zastuguje fakt, ze zastosowanie w dwoéch z trzech prezento-
wanych metod podej$cia stochastycznego prowadzi do uzyskania wprost oceny statystycznej
rezultatéw. Istnienie takiej oceny ma w przypadku zagadnien odwrotnych znaczenie
szczegdlne. Nalezy bowiem pamigtaé, ze przy rozpatrywaniu zadan odwrotnych wielko$ci
identyfikowane sg w zasadzie niedostepne pomiarowo, a wigc ocena statystyczna staje sie
bardzo istotna miarg pewnos$ci uzyskanych wynikéw.

Z zastosowaniem konkretnej metody rozwigzania wigze sie problem weryfikacji
doktadnos$ci metody, co w przypadku zagadnien odwrotnych ma szczeg6lnie istotne
znaczenie. Jak juz bowiem wspomniano, zadania odwrotne niosg ze sobg dwa zasadnicze
rodzaje niedoktadnoéci informacji wejSciowej: nieécistosci modelu zjawiska i btedy
pomiarowe. O ile btedy pomiaré6w da sie oszacowaé¢ stosunkowo doktadnie, to ocena

niedoktadno$ci modelu matematycznego jest w zasadzie niemozliwa do przeprowadzenia
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(szczeg6lnie w ujeciu iloSciowym). Z tego tez wzgledu weryfikacje metod rozwigzywania
zadan odwrotnych przeprowadza sig¢ zasadniczo wytacznie na podstawie eksperymentu
obliczeniowego (symulacyjnego). Pozwala to na wyeliminowanie z rozwazan trudnych do
wyznaczenia niedoktadno$ci modelu. Podej$cie takie pozwala wigc w miarge precyzyjnie
oszacowac czuto$¢ metody ze wzgledu na btedy pomiarowe.

W pracy zastosowano jednolity system weryfikacji obliczeniowej analizowanych metod.
W yniki pomiaréw symulowano opierajac sie na wynikach rozwigzania zagadnienia prostego

odpowiadajgcego zagadnieniu odwrotnemu. Do wynikéw tych dodawany jest sktadnik

symulujgcy btad pomiaru:

x° = x, + 2(0.5 - 5)6 2 2)
gdzie:
X ° - symulowany wynik pomiaru (odpowiedZ temperaturowa),
Xt - warto$¢ doktadna (w sensie modelu matematycznego),
5 - maksymalne zaktécenie pomiaru,
£ - liczba losowa z zakresu [0, 1].

Podczas analizy danego problemu stosowano zawsze te samg sekwencje liczb losowych,
co stwarzato mozliwoé¢ poréwnywania ré6znych wariantéw obliczeniowych. Z tego samego
powodu normowano (o ile byto to tylko mozliwe) zakres zmienno$ci temperatury w procesie
w przedziale [0,1]. W takim przypadku przyjmowano do analizy trzy warto$ci zaktécenia 5:
0.005, 0.01 i 0.05. Wprowadzenie takich zatozen (spotykane w literaturze) pozwala w miare
obiektywnie poré6wnywaé ze sobg wyniki uzyskiwane za pomocag r6znych metod.

W celu utatwienia poréwnania wynikéw obliczen zastosowano pewng standaryzacje
przyktadéw obliczeniowych z wykorzystaniem wielko$ci bezwymiarowych. Warunki
brzegowe trzeciego rodzaju zostaly scharakteryzowane liczbg Biota Bi. Czas jest opisany za
pomocag bezwymiarowej liczby Fouriera Fo. Temperature wyrazano (tam gdzie byto to tylko

mozliwe) w postaci bezwymiarowej, przy czym w takich przypadkach zakres zmiennos$ci

temperatury wynosit re fO :!].



3. Zastosowanie rachunku wyrownawczego

Modele matematyczne proceséw fizycznych zawierajg w sobie zazwyczaj pewne dane
wejsciowe pochodzgce bezposrednio lub posrednio z pomiaréw. W sytuacji gdy znany jest
model matematyczny zjawiska i znane sa takze wyniki pomiaréw pewnych wielkos$ci
wchodzgcych w sktad opisu matematycznego, moze wystapi¢ nadmiarinformacji o zjawisku.
Nadmiar informacjiobjawi¢ sie¢ moze tym, ze liczba niewiadomych stanie sie¢ mniejsza anizeli
liczba niezaleznych ré6wnan modelu.

Nadmiar informacji o procesie mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia bardziej wiarygodnych
warto$ci zaré6wno wielko$ci niewiadomych, jak i mierzonych, a takze pewnych parametrow
wystepujagcych w modelu procesu. Zaréwno bowiem model matematyczny, jak i wielkosci
pomiarowe nie sg absolutnie doktadne. Niedoktadno$ci modelu matematycznego sg najczesciej
wynikiem braku mozliwo$ci uwzglednienia wszystkich czynnikéw majacych wptyw na
przebieg zjawiska. Czesto tez w celu unikniecia nadmiernych trudno$ci matematycznych
wprowadza sie uproszczenia modelu. Czesto tez niedoktadno$¢ modelu wynika po prostu
z niedostatecznej wiedzy o rzeczywistym przebiegu procesu i o czynnikach wptywajgcych na
ten przebieg. Niedoktadno$ci pomiaréw sg zwigzane najczesciej z klasg uzytych przyrzadéw
pomiarowych. Wynik pomiaru moze by¢ takze zaktécony przez obecno$¢ samego przyrzadu
pomiarowego lub przez inne zjawiska towarzyszgace analizowanemu procesowi.

W ystgpienie nadmiaru informacji daje szanse zwiekszenia doktadno$ci poszukiwanych
wielko$ci (a takze innych parametréw) w stosunku do sytuacji, gdy dostepna informacja
o procesie (tzw. minimalny zaséb informacji) pozwala wyznaczy¢ te wielkoSci w sposo6b
jednoznaczny.

Zagadnienie wyznaczania najbardziej wiarygodnych ocen poszukiwanych wielkos$ci
w sensie przyjetego z goéry kryterium jako$ci nosi nazwe uzgadniania. Do najbardziej
znanych i najbardziej efektywnych metod uzgadniania nalezy rachunek wyréwnawczy
zaliczany do grupy metod stochastycznych bazujgcych na estymacji statystycznie optymalnej
(estymacja Bayesa). Nazwa rachunek wyré6wnawczy oddaje w sposéb najbardziej wyrazny
istote samej metody, ktéra od strony matematycznej nazywana jest najczeé$ciej metoda

najwiekszej wiarygodnos$ci [9]. U podstaw metody lezy powszechnie znana zasada

najmniejszych kwadratow.
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Obliczenia prowadzone za pomocg rachunku wyréwnawczego dotycza, najogélniej rzecz
ujmujgc, dwoéch rodzajow wielko$ci: niewiadomych (nie podlegajacych pomiarom) oraz
mierzonych. Wielkoéci te sg ze sobg powigzane réwnaniami modelu matematycznego tzw.
rownaniami warunkéw. W odréznieniu jednak od klasycznych zagadnien algebry wielkos$ci
podlegajace uzgadnianiu sg traktowane jak zmienne losowe, o pewnym przyjetym rozktadzie
prawdopodobiefistwa (zazwyczaj przyjmuje sig, ze jest to rozktad normalny). W zaleznos$ci
od postaci réwnan warunkéw mozna wyr6zni¢ liniowe lub nieliniowe problemy

wyréwnawcze.

Obliczenia prowadzone za pomocg rachunku wyréwnawczego moga stuzy¢ do realizacji

nastepujacych celéw:

. jednoznaczne wyznaczenie najbardziej prawdopodobnych ocen wielkosSci

niewiadomych,

. poprawa doktadnos$ci wielkoéci mierzonych,

. kontrola dotrzymania zatozonej doktadno$ci pomiaréw,

. ocena doktadnos$ci skorygowanych wynikéw pomiaru i niewiadomych,

. kontrola dopuszczalno$ci przyjetych zatozen upraszczajgcych model matematyczny
procesu.

W przypadku rozwigzywania zadan odwrotnych znaczenie maw zasadzie jedynie pierwszy
z wymienionych celéw. Ograniczenia narzucone na warunki pomiarowe (najczes$ciej nie ma
mozliwos$ci powtérzenia identycznych warunkéw realizacji procesu) bardzo ograniczajg tu
ewentualng weryfikacje doktadnos$ci wynikéw pomiaréw czy weryfikacje modelu
matematycznego.

Zakres zastosowan rachunku wyréwnawczego jest bardzo szeroki i obejmuje np. geodezje
(gdzie znalazt pierwsze swe zastosowania), kartografie, astronomig, nawigacje itd.

Od wielu lat jest tez rachunek wyré6wnawczy stosowany w szeroko rozumianej technice
cieplnej. W tej dziedzinie znaczny wktad w rozwéj teorii metody i rozszerzenie jej
mozliwoséci aplikacyjnych wniést Szargut i jego wspoéipracownicy: Kolenda i Styrylska
[58],[59],[54],[56]. Rozwigzywane problemy dotyczyty miedzy innymi probleméw uzgad-
niania bilanséw energii i substancji [59],[61], uzgadniania wieloetapowego i wielogrupowego
[54], wyznaczania wspo6tczynnikéw réwnan empirycznych [60] czy analizy regresji [58].

Tak jak wigkszoé¢ metod, u podstaw ktérych lezy zasada estymacji sredniokwadratowej,
rachunek wyréwnawczy moze byc¢ takze stosowany jako narzedzie tagodzenia skutkéw ztego
uwarunkowania, przy czym efektywno$¢ metody zalezy tu silnie od rodzaju rozwazanego
problemu oraz od sformutowania algorytmu samej metody. Cecha tagodzenia skutkéw ztego

uwarunkowania umozliwia zastosowanie rachunku wyréwnawczego do rozwigzywania
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zagadnien odwrotnych, a w tym zagadnien odwrotnych przewodzenia ciepta. Zakres
zastosowan rachunku wyréwnawczego jest w tej dziedzinie coraz szerszy i obejmuje zadania
sformutowane zaréwno analitycznie, jak i numerycznie.

W pracy [36] zastosowano rachunek wyréwnawczy do identyfikacji pola temperatury
w elektrodzie elektrolizera aluminium przy istnieniu nadmiaru informacji pomiarowej.
W pracach [21] i [23] przedstawiono mozliwoé¢ zastosowania rachunku wyréwnawczego do
poprawy wynikéw rozwigzania odwrotnego zadania granicznego opartego na koncepciji
szeregéw pochodnych. W pracach [35] i [37] zastosowano metode estymacji $rednio-
kwadratowej do rozwigzania zadan granicznych wykorzystujac do sformutowania problemu
metode elementu brzegowego. Estymacje S$Sredniokwadratowg wykorzystuje sie takze do
rozwigzywania nadokre$lonych uktadéw réwnan jak np. przy rozwigzywaniu pewnych
odwrotnych zadan wspoétczynnikowych [33]. W cytowanych pracach wykorzystuje sie te
algorytmy estymacji, ktére bazuja na najprostszych kryteriach wuzgadniania: prostej
minimalizacji Sredniokwadratowej badZ minimalizacji wazonej po wariancjach wynikéw
pomiaréw [5], [58]. Jak wykazujg jednak badania, te wersje algorytmoéw nie zawsze dajag
zadowalajagce rezultaty [61]. Polepszenie stabilno$ci rozwigzania mozna uzyska¢, jezeli
zastosuje sie jako kryterium uzgadniania wazong minimalizacje $redniokwadratowa
rozszerzong takze na wielko$ci niewiadome. Od strony matematycznej nadaje to metodzie
cechy algorytméw regularyzowanych, co przyczynia si¢ do poprawy stabilno$ci rozwigzania.
Podejscie takie (oprécz modyfikacjialgorytmu uzgadniania) wymaga okreélenia dodatkowych
informacji statystycznych o wielko$sciach niewiadomych. W wiekszos$ci problemoéw
fizycznych mozna do tego celu wykorzysta¢ calg dostepng a priori informacje o procesie i
opisujacych go wielkoéciach. Zatozenia matematyczne tejwersji estymacjioptymalnejopisane
sg np. w monografiach [9] i [32]. Rozszerzong wersje metody zastosowano do rozwigzywania
odwrotnych zadan wspétczynnikowych przewodzenia ciepta [33] czy odwrotnych zadan z
dziedziny geofizyki [32]. Autor zastosowat z powodzeniem to podejécie do rozwigzywania
granicznych zadan odwrotnych przewodzenia ciepta [39], [44], [46], [47], [52], [61]
dotyczacych identyfikacji p6l temperatury i warunkéw brzegowych.

W dalszej czes$ci zostang przedstawione podstawowe zatozenia algorytméw rachunku
wyréwnawczego oraz wyniki zastosowania tej metody do rozwigzywania odwrotnych
zagadnien granicznych. Przy omawianiu zatozen rachunku wyréwnawczego ograniczono sig
do przypadku wuzgadniania jednoetapowego. Ten bowiem typ uzgadniania, tzn. na
podstawie jedego zbioru wynikéw pomiaréw iprzy niezmiennym uktadzie rownan warunkow,

ma najczes$ciej miejsce dla rozpatrywanych zagadnien.
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3.1. Podstawy uzgadniania za pomocg rachunku
wyréwnawczego

3.1.1. Kryteria uzgadniania i sformutowanie problemu

Problem uzgadniania z zastosowaniem rachunku wyréwnawczego wymaga sformutowania
modelu matematycznego analizowanego procesu. W przypadku modeli dyskretnych opis

modelu sprowadza sie najczes$ciej do uktadu réwnan nieliniowych w nastepujgcej ogé6inej

postaci:

ftix!,x2,...xs,yvy2,...yn) =0 (3.1)

gdzie k=1,2,...,r.
Rownanie (3.1) moze w og6lnym przypadku zawieraé¢ s wielko$ci mierzonych xt oraz n

wielko$ci niewiadomych (poszukiwanych) yt. Doktadne warto$ci zaré6wno wielko$ci niewia-

domych, jak i wielko$ci mierzonych sg niedostgpne. Znane sa natomiast wyniki pomiaréw
x °, ktére sgjednak zawsze obarczone btedami wynikajgcymi z niedoskonatoéci eksperymentu
pomiarowego. Skonczona doktadno$¢ pomiaréw uniemozliwia wiegc doktadne wyznaczenie
wielkosci mierzonych x. Jest natomiast mozliwe wyznaczenie estymaty (oceny) x, ktéra
przybliza warto$ci x najlepiej w sensie pewnego przyjetego z goéry kryterium. JeSli

przyjmiemy, ze kryterium tym jest minimalizacja nastepujacej formy kwadratowej:

(x - x°)r(x - x°) =» min <]-2)

to uzyskana estymata x jest optymalna w sensie najmniejszych kwadratéw. Kryterium (3.2)
stuzy do wyznaczenia estymaty X w najprostszym przypadku, gdy kolejne wyniki pomiaréw
dotyczg tej samej wielkoéci, pomiary majg te samg doktadno$¢ i na wielkosci mierzone nie
sg narzucone zadne wiezy w postaci rownan warunkéw.

Bardziej ogdlna jest sytuacja, gdzie poszukujemy pewnych wielko$ci z- (/=1,2 n)

bedacych funkcjami wielko$ci mierzonych x:

(3.3)

Z - 1XS)
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Poniewaz doktadne warto$ci zj nie sg dostgpne, wiec istnieje réznica pomiedzy doktadng

(nieznang) warto$cig z, a wartoécig funkcji predykcji:

(3.4)

z, " FJIxD,x2,...,.x2) = Sz,

Jezeli spetniona jest ré6wno$¢ n=s (tzw. przypadek deterministyczny), to optymalne
estymaty £ sprowadzajag do zera kazdg z reszt 5zj. Jezeli wystapi nadmiar informacji

pomiarowej, tzn. s>n, to optymalng estymate wyznacza sie [6],[9] z warunku minimalizacji
formy kwadratowej:

[z - F(x°)]r V [z - F(x°)] -* min (3-5>

gdzie V jest macierzg kowariancji wielko$ci mierzonych.

Wyznaczanie optymalnej oceny z warunku minimalizacji formy kwadratowej (3.5)
wywodzi sie jeszcze od Gaussa. Inna, bardziej ogélna, cho¢ dajgca identyczne rezultaty
metoda wyznaczania ocen optymalnych polega na poszukiwaniu ekstremum tzw. funkcji
wiarygodnos$ci [9].

W zagadnieniach przeptywu ciepta najczesciej wystepuje sytuacja, kiedy wielkos$ci
opisujagce proces (temperatura, strumien ciepta) sg bezpos$rednio dostepne pomiarowo
(w réwnaniu predykcji mamy wiec zZj = x), natomiast rbwnanie wiezéw przybiera postac
(3.1) i zawiera oprécz wielko$ci mierzonych takze wielko$ci niewiadome. Zazwyczaj
zasadniczym celem wuzgadniania jest w takim wypadku wyznaczenie ocen wielko$ci
niewiadomych. Jezeli wystepuje nadmiar informacji, to optymalne oceny wielko$ci
mierzonych Xj oraz niewiadomych y, wyznacza sig z warunku minimalizacji formy

kwadratowej (3.5) przy spetnieniu réwnan wiezéw w postaci:

fx(*,.fa, . =0 (3.6)

Zagadnienie opisane zaleznos$ciami (3.5) oraz (3.6) definiuje klasyczne podej$cie do
problemu uzgadniania za pomoca rachunku wyré6wnawczego (patrz rozdziat 3.1.2).
Zatozenia uogdlnionego algorytmu rachunku wyré6wnawczego zastosowanego w pracy do

rozwigzywania granicznych zagadnien odwrotnych przedstawiono w rozdziale 3.1.3.
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Z zastosowaniem rachunku wyréwnawczego wigze si¢ nierozerwalnie problem
sformutowania ré6wnan wiezéw natozonych na wielko$ci opisujace podlegajace procesowi
uzgadniania (niewiadome i mierzone). W omawianych zagadnieniach réwnania wiezéw sg
po prostu rbwnaniami modelu matematycznego opisujgcego pole temperatury
w analizowanym ciele (np. w postaci (3.1)). W ogdélnym przypadku réwnania te moga by¢
nieliniowe. Rozwigzanie nieliniowego problemu wyréwnawczego polega najczesciej na
linearyzacji rownan wiezéw i rozwigzaniu problemu liniowego z zastosowaniem procedury
iteracyjnej. Nalezy jednak pamigta¢, ze proces linearyzacji wnosi do obliczen uzgadniajacych
pewne bledy.

Roéwnanie wiezéw (3.1) nie jest spetnione, jezeli w miejsce wielko$ci mierzonych x oraz
niewiadomych y podstawimy wyniki pomiarow x° oraz pewne oszacowanie wielko$ci

niewiadomych y°:

PO, ¥) =wk @

Uzgadnianie polega na znalezieniu takich poprawek 5x oraz 5y, ktére minimalizujg forme

kwadratowa (3.5) i spelniajg nastepujgce rownanie:

ft(x° + 5x ,y° + 5y) =0 (3:8)

Jesli funkcje fk sg ré6zniczkowalne, to mozna je zlinearyzowaé¢ poprzez rozwinigcie w
szereg Taylora w otoczeniu znanych warto$ci x° i y° pomijajac przy tym wyrazy zawierajgce

pochodne rzedu wyzszego niz jeden:

0
diff

- #0¢.y°)+E 8 y, O°

ty,
Wprowadzajgc oznaczenia:
alk (3.10)
- te, ; ‘u= ty.
N dy,
oraz wykorzystujac (3.7) i (3.8) otrzymuje sie liniowe sformutowanie zagadnienia

uzgadniania w postaci:
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A5x + Boy = -w (3.11)

Liniowe rbwnanie macierzowe (3.11)jestpodstawowym réwnaniem wiezéw wystepujacym
w wiekszo$ci probleméw rozwigzywanych za pomoca rachunku wyréwnawczego. Oznacza
to réwnoczed$nie, ze model matematyczny analizowanego procesu musi by¢ réwniez
sprowadzony do postaci (3.11), aby mozna bylo zastosowaé¢ obliczenia uzgadniajgce.
Narzucony formalizm postaci réwnan wiezéw ma z jednej strony cechy pozytywne ze
wzgledu na unifikacje zapisu matematycznego, lecz moze takze w pewnych przypadkach
prowadzi¢ do bardzo ztozonych algorytméw obliczeniowych.

Stochastyczne podej$cie do wielko$ci opisujacych dany proces wigze sig z problemem
okreslenia wariancji wyniké6w pomiaréw w celu zbudowania macierzy kowariancji V
wystepujacej w minimalizowanej formie kwadratowej (3.5). Zasady statystyki wymagaja
w tym przypadku powtérzenia pomiaréw tej samej wielkoéci z zachowaniem identycznych
warunkéw pomiarowych. W przypadku analizowanych nieustalonych probleméw przewo-
dzenia ciepta spetnienie takich warunkoéw jest praktycznie niemozliwe. W tej sytuacji przyjeto
powszechnie szacowa¢ wariancje pojedynczego pomiaru na podstawie doktadnosci
przyrzadéw i metod pomiarowych. Ponadto przyjmuje sie, ze estymowane wielkos$ci sg
wielko$ciami losowymi o rozktadzie normalnym. Zalozenie takie jest wymagane przez teorie
metody, cho¢ nalezy przyznaé¢, ze nie zawsze mozna mie¢ pewnos$¢ co do jego stusznos$ci.

W nastepnych rozdziatach przedstawiono dwa podstawéwe algorytmy uzgadniania
z zastosowaniem rachunku wyréwnawczego: wersje klasyczng i rozszerzong. Dla
uproszczenia zapisu w obydwu przypadkach analizie poddano przypadek z réwnaniami
wigzéw w postaci liniowej (3.11). Dla nieliniowych réwnan wiezéw nalezy bowiem i tak

przeprowadzi¢ procedure linearyzacyjng (3.9) w celu utworzenia modelu liniowego.

3.1.2. Klasyczna wersja uzgadniania za pomocg rachunku
wyréwnawczego

Zastosowanie metod numerycznych do modelowania zagadnien granicznych przewodzenia
ciepta prowadzi najczes$ciej do powstania modelu liniowego, w ktérym oprécz identy-
fikowanych wielkoéci (temperatura w punktach weztowych podziatu dyskretnego, warunki
brzegowe, strumienie ciepta) i innych parametréw, wystepujg ro6wniez wielko$ci mierzone
(odpowiedz temperaturowa). W takim przypadku uktad réwnan modelu (uktad réwnan

wiezéw) moze by¢ zapisany w nastgepujgcej standardowej postaci:
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Ax + By +c¢ =0

gdzie:
A - macierz wspo6tczynnikéw (o rozmiarachr>s),
B - macierz wsp6tczynnikéw (o rozmiarach/me«),

x - wektor wielko$ci mierzonych (o dtugoséci j),

y - wektor wielko$ci niewiadomych (o dtugoéci n),

c - wektor statych wspétczynnikéw (o diugosci r).

Postawione zadanie polega na wyznaczeniu za pomocg rachunku wyréwnawczego
najbardziej wiarygodnych ocen (w sensie aproksymacji Sredniokwadratowej) wielko$ci
mierzonych x i niewiadomych y powigzanych réwnaniamiwiezéw (3.12). Proces uzgadniania
jest mozliwy, jezeli spetnione sg nastepujgce dodatkowe warunkidotyczace relacji pomiedzy

liczba réwnan r, liczbg wielkosci mierzonych5 oraz liczbg wielko$ci niewiadomych n:

n < r < n+s oraz r< s (3.13)

Jezeli do réwnania (3.12) podstawi sie wyniki pomiaréw x° oraz wstepnie oszacowane

wielko$ci niewiadome y°, to otrzymamy:

Ax° + By0O +c¢c = w (3.14)

gdzie w jest wektorem niezgodno$ci rownan warunkéw.

Optymalne poprawki (estymaty) wielkosci mierzonych 5x i wielko$ci niewiadomych 5y

minimalizujg forme kwadratowag:

5xrV-,5x = £ > * V;1 =» min (315>
1

oraz spetniajg r6wnania warunkéw, tzn.:

A(x° + 5x) + B(y°® + by) +¢c =0 <3-16)

W wyniku rozwigzania problemu optymalizacyjnego (3.15) i (3.16) otrzymuje sie

nastepujace zaleznos$ci okre$lajgce estymaty poprawek wielko$éci mierzonych 5x i wielkos$ci

niewiadomych by [6],[9]:
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sx = - VArF-‘[w - B(BrF-,B)-|BrF-,w] (3.17)

5y =y° - (BrF-|B)-1BJF-|w (3-18)

gdzie F jest macierza kwadratowa o postaci F=AV ATr.

Estymaty wielko$ci mierzonych x i wielkoéci niewiadomych sg okre$lone zalezno$ciami:

X = Xx° + 5Xx
— o (3.19)
y =y° + 5y
Z uwagi na liniowy charakter problemu mozna zalezno$ci (3.17) i (3.18) przeksztatci¢
do takiej postaci, w ktérej nie wystepuje wstepne oszacowanie wielko$ci niewiadomych y°.

Postepowanie takie upraszcza obliczenia, przy czym w pierwszej kolejnosci musi by¢

wyznaczona estymata wielko$ci niewiadomych y:

y = - (BrF~'B)'IBrF"I(Ax° + c) (3-20)

x =x° - VArF 1(Ax° + By + c) (3-21)

Mozliwo$¢ wyeliminowania z rozwazan wstepnego oszacowania wielko$ci niewiadomych
y° wynika z faktu, ze dla zagadnienia liniowego estymaty x i y nie zaleza od y°.

Macierze kowariancji estymaty wielko$ci niewiadomych Gf oraz wielko$ci mierzonych G*

sg zdefiniowane w nastepujgcy sposoéb:

@
1l

E{(y-y)(y-y)r}
(3.22)
G, = £{(x -x)(x -x)r}

gdzie £{..} oznacza symbol wielko$ci oczekiwanej. Wykorzystujagc prawo propagacji btedéw
[6],[9] oraz zaleznosci (3.20) i (3.21) otrzymuje sie nastepujace zaleznos$ci okreslajace

macierze kowariancji G* i Gy optymalnych ocen x iy:
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Gj=(B ~B)'1 (3.23)
G, =V - VArF-'AV + VArF'IBGjIBrF'lAvV (3.24)

Macierze kowariancji G* i G, sa symetryczne (co wynika z postacizaleznos$ci (3.22)
i (3.23)), aich obliczenie nalezy rozpoczyna¢ od wyznaczenia macierzykowarianciji
wielkosci niewiadomych Gy. Unika sie w ten sposéb dwukrotnego powtarzania operacji
macierzowych wystepujagcych w zaleznoéci (3.22).

Ze wzgledu na swag ogo6lnoé¢ prezentowany algorytm jest najczes$ciej stosowany jako
narzedzie uzgadniania przy obliczeniach numerycznych przewodzenia ciepta. Z drugiejjednak
strony przy rozpatrywaniu tych wtasnie zagadnien napotyka sie na powazne trudnos$ci
obliczeniowe. Dyskretne modele pd6l temperatury wykorzystywane do rozwigzywania
odwrotnych zagadnien przewodzenia ciepta zawierajg zazwyczaj znacznie wigcej wielko$ci
niewiadomych anizeli mierzonych (wystepuje wiec sytuacja, gdy n> >s). Jednocze$nie liczba
rownan modelu r zblizona jest do liczby niewiadomych. Zachodzi wiec sytuacja, gdzie
spetniony jest pierwszy z warunkéw (3.13), a nie jest spetniony drugi warunek. W takim
przypadku macierz F=AV Ar jest osobliwa i nie jest mozliwa inwersja macierzy F.
Uzgadnianie jest jednak mozliwe, jesli przeksztatci sie uktad réwnan (3.12), tak aby byt
spetniony warunek r<s. Przeksztalcenie ukiadu polega najczesciej na cze$ciowej lub
catkowitej eliminacji niewiadomych w celu zmniejszenia liczby niewiadomych i liczby
rownan w uktadzie [58]. Eliminacja niewiadomych pocigga jednak za sobg dodatkowe
komplikacje, przez co zwieksza sie naktad pracy zwigzany z wykorzystaniem algorytmu.

Dodatkowe niekorzystne cechy algorytmu moga si¢ uwidoczni¢ przy rozwiazywaniu
zagadnien Zzle wuwarunkowanych (jak na przyktad granicznych zadan odwrotnych
przewodzenia ciepta). Przeprowadzone eksperymenty numeryczne wykazujg [52],[61], ze
w wielu przypadkach wyniki estymacji charakteryzujg sie nadmierng niepewnoécig ocen x iy
wyrazajgcg sie bardzo duzymi elementami macierzy kowariancji Gi i Gr Wynika to stad,
ze rozwigzywane zagadnienia optymalizacyjne charakteryzujg sie bardzo ptaskim ekstremum,
przez co sa bardzo czute na zaktdécenia danych wejsciowych. Wazona estymacja $rednio-
kwadratowa nie jest w stanie (w przypadku ztego uwarunkowania problemu) zapewnié
dostatecznej stabilno$ci rezultatéw.

Jakos$¢ estymacji mozna poprawi¢ poprzez modyfikacje zagadnienia optymalizacyjnego,
polegajacg na wprowadzeniu do rozwigzania cztonu stabilizujgcego. Koncepcje te realizuje

rozszerzony algorytm uzgadniania za pomocg rachunku wyréwnawczego.
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3.1.3.  Rozszerzony algorytm uzgadniania za pomocg rachunku
wyréwnawczego

Jak juz wspomniano, dyskretne modele matematyczne granicznych zadan odwrotnych
przewodzenia ciepta zawierajg najczeéciej znacznie wiecej wielko$ci niewiadomych anizeli
mierzonych. Ten niekorzystny stosunek wywiera wplyw na strukture rownan modelu, a tym
samym wptywa na stopien ztego uwarunkowania problemu. Praktyczne mozliwos$ci poprawy
ztego uwarunkowania poprzez zwigkszenie liczby punktéw pomiarowych oraz doktadnos$ci
pomiaréw sg zazwyczaj ograniczone mozliwo$sciami technicznymi. Ponadto nalezy pamiegtac,
ze nie jestedémy w stanie wyeliminowac¢ niedoktadno$ci samego modelu, a wigc zwiekszanie
doktadnoéci pomiar6w ma sens do pewnej (trudnej jednak do okres$lenia) granicy.

Do tagodzenia skutkéw ztego uwarunkowania moznajednak wykorzysta¢ dostgpngapriori
informacje o wielko$ciach niewiadomych. W kazdym procesie fizycznym da sie bowiem
oceni¢ aprioriwarto$ci poszukiwanych wielkosci niewiadomych yOoraz macierz kowariancji

wstepnego oszacowania niewiadomych. Oszacowanie to musi opiera¢ sig na
obiektywnych informacjach dotyczgcych rozpatrywanych wielko$ci oraz analizowanego
procesu. Elementy diagonalnej macierzy mozna w tym przypadku interpretowac jako
oczekiwane maksymalne warto$ci rozrzutu woké6t wartosci sredniejy,. Macierz G ” jest wigc
w pewnym sensie odpowiednikiem macierzy kowariancji wynikéw pomiaréw V. Wielko$ci
niewiadome sg bowiem w tym ujeciu traktowane jak wielko$ci "mierzone" o warto$ciach y0
oraz 0 macierzy kowariancji G*. Jezeli np. nalezy oszacowa¢ nieznang poczatkowga
temperature goragcego wlewka stalowego zatadowanego do pieca wgtebnego, to przyjecie
warto$ci y0O= T 0= 1000K oraz G)O= 800K jest catkowicie uzasadnione fizykalnie. Tempera-
tura poczatkowa gorgcego wlewka nie moze by¢ bowiem wieksza od 1000K+800K = 1800K
(tzn. wigecej niz wynosi temperatura ciektej stali) i nizsza anizeli 1000K-800K=200K.

W pracy [44] autor zaproponowat wykorzystanie macierzy G~ do stabilizacji algorytmu
rozwigzywania odwrotnych zadan granicznych przewodzenia ciepta. Koncepcja ta zostata
z powodzeniem zastosowana do rozwigzywania réznych zagadnien uzgadniania, np. [39],
[43], [46], [47], [52] i [58].

Zaproponowane podejScie wymaga sformutowania problemu uzgadniania w innej postaci,
niz przedstawiono w rozdziale 3.2.1. Wszystkie wielkoéci niewiadome i mierzone
wystepujace w opisie zagadnienia najdogodniej jest potagczy¢ w celu utworzenia jednego

wektora wielko$ci "mierzonych" x':

(3.25)
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Podobnie nalezy utworzy¢ macierz blokowg A' o rozmiarach r(n+s), w ktorej skitad

wchodzg macierze A i B wystepujace w réwnaniu (3.12):

3.26
A‘ = [A ,B] ( )
Wykorzystujagc (3.25) i (3.26) uzyskuje sie nastepujacg posta¢ rownania (3.12):
(3.27)
A'x" +c¢c =0
Uzgodnienie uktadu (3.27) jest mozliwe, jezeli spetniony jest warunek [6],[58]:
(3.28)

Dla wigekszo$ci rozpatrywanych granicznych zagadnien odwrotnych uzyskuje sie uktady
rownan warunkéw o postaci (3.27), dla ktéorych warunek (3.28) jest spetniony bez potrzeby
wykonywania dodatkowych skomplikowanych przeksztatcen uktadu ré6wnan warunkéw.

W podobny sposéb definiuje sie macierz kowariancji V' wektora wynikéw pomiaréw:

vV o (3.29)

Jedli do réwnania (3.27) podstawi sig wyniki pomiaréw x° oraz wyniki wstepnego
oszacowania wielko$ci niewiadomych y° (wchodzgce w sktad rozszerzonego wektora

wielko$ci mierzonych x*), to r6wnanie to nie bedzie zazwyczaj spetnione:

(3.30)
AXg" + ¢c =W

Poszukujemy takich poprawek 5x* ktore spetniajg uktad réwnan warunkéw (3.29)

i jednocze$nie minimalizujg forme kwadratowg:

(3.31)
bxfT\ “bx' = [5x ,by ] = bxTib x + byTGyOby - min
G y0 _5y.
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Rozwigzaniem tak postawionego zadania optymalizacji jest estymata x* rozszerzonego
wektora wynikow pomiaréw x*:
X = xo - V*A'T(A'V'A') YA XD + c) (3.32)

gdzie x°* = [ A [f.

Macierz kowariancji G / estymaty x* dana jest nastepujacag zaleznos$cia:

g = . =\ - VXA'T(A'V'A'T)A*V* (3.33)

W celu poréwnania zaleznoséci okreslajacych wyniki estymacji uzyskanych przy

zastosowaniu algorytmu klasycznego i rozszerzonego nalezy wykona¢ wszystkie operacje na

macierzach blokowych wystepujacych w zaleznosciach (3.32) i (3.33). Estymata wielko$ci

niewiadomych y dana jest zalezno$cia:

y =y° + 5y =y° - GYBr(F + BrGyB)~'(AX° + By0 + c) (3.34)
Zalezno$é (3.34) mozna przeksztalcié (patrz Dodatek B) do nastepujacej postaci:
y =y° +5y =y - (" + BrF-,B)-1B7F-'(Ax° + ByO0 + ¢) (3-35>
lub

y = (i -(G;6 +BrF'1B ) IBrF 1B)y° - (Gjo' +BrF'IB)'IBF ""(Ax® +c) (336)

gdzie F=AVAT.

Macierz kowariancji wielkosci niewiadomych Gs wyraza sie zalezno$cia

G, = gyo - Gy®Br(F + BrGyoB) 'BG')D (3.37)
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Po przeksztalceniach (patrz dodatek B) otrzymuje sie ostatecznie:

G9 = (G;J + BrF IB)-' (3-38)

Estymata wielko$ci mierzonych x oraz macierz kowariancji wielko$ci mierzonych G* dane

sg zaleznos$ciami:

X = x°+5x = x° - VAr(F + BrGyOB)-'(Ax° + ByO0 + ¢) (3.39)

G, =V - VAT(F + BrGyOB)'lav (3-40)

Ro6znice pomigdzy klasyczng a rozszerzong wersjg uzgadniania sg najwyrazniej widoczne,
jesli poréwna sie wyniki estymacji wielkosci niewiadomych (ocena tych wielko$ci jest
podstawowym celem obliczen). Zasadnicza r6znica dotyczy giléwnie postaci macierzy
kowariancji wielko$ci niewiadomych G9 (zaleznos$ci (3.23) i (3.38)). Jezeli elementy macierzy
kowariancji wstepnego oszacowania wielko$ci niewiadomych dazg do nieskoriczonos$ci (co
oznacza brak jakiejkolwiek informacji a priori o wielkosciach niewiadomych), to algorytm

uog6lniony ma te sama posta¢ co jego wersja klasyczna:

lim (G;J + BrF 1B)-* = (BrF-'B)-' (3.41)
o -m
Z zalezno$ci (3.41) wynika, ze algorytm rozszerzony zawsze daje lepsze oszacowanie
elementéw macierzy kowariancji G~ anizeli wersja klasyczna. Jezeli bowiem elementy
macierzy G majg skofnczong wartos¢, to z zaleznosci (3.38) wynika, ze jej elementy musza
by¢ mniejsze anizeli elementy macierzy (BTF ‘B)" okres$lajacej macierz kowariancji G» dla
algorytmu klasycznego.
Czuto$¢ algorytmu uzgadniania na zaktécenie danych wejSciowych, ktérymi sa wyniki
pomiaréw x°, mozna analizowac¢ obliczajgc pochodng poszukiwanej estymaty y wzgledem
wektora wynikéw pomiaréw x°. Rézniczkujgc zaleznoé¢ (3.20) otrzymujemy w przypadku

algorytmu klasycznego:

it =(BTF ‘B) 'BAF'1A (3.42)
dx°
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Dla algorytmu rozszerzonego rézniczkowanie zaleznos$ci (3.36) daje:

= (G~ + BrF'IB)"1B 7F'1A (3.43)

Przy analizie zalezno$ci (3.42) i (3.43) uwidacznia sie stabilizujgcy wptyw elementu G*.
W przypadku algorytmu klasycznego (i dla danych macierzy A i B) czuto$¢ algorytmu na
zaktécenie danych wejsciowych zalezy tylko od warto$ci elementéw macierzy kowariancji
V. Dla wiekszo$ci zagadnien Zle uwarunkowanych stabilno$¢ algorytmu jest czesto zbyt mata.

Element wystepujacy w wyrazeniu (3.43) powoduje zmniejszenie czuto$ci algorytmu
rozszerzonego na zaktécenia danych wejsciowych i poprawia stabilno$¢ metody. Szacowanie
elementéw macierzy G” musi by¢ jednak przeprowadzane bardzo uwaznie. Dobér matych
elementéw tej macierzy (duza pewno$¢ oszacowania) poprawia zdecydowanie stabilno$¢
metody, ale nie mozna wykluczy¢ sytuacji, ze metoda bedzie zbiezna do ztego rozwigzania.
Moze to wystapi¢, jezeli oszacowanie y° bedzie jednocze$nie dalekie od rozwigzania
doktadnego. Jak wynika bowiem z zaleznos$ci (3.36), okreS$lajacej estymate y, warto$¢ y
zalezy ré6wniez od oszacowania y° (w przeciwieAstwie do metody klasycznej, gdzie estymata
y nie zalezy od oszacowania y° - zalezno$¢ (3.20)). Oszacowanie elementow macierzy G*,
oraz wektora y° wplywa bowiem nastgpujagco na przebieg estymaciji:

. zmniejszanie elementéw macierzy kowariancji G” zmniejsza czuto$¢ na zakitécenie

danych wejsciowych (ekstremum funkcji (3.31) staje sie wiec bardziej ostre),

. niedoktadnoséci oszacowania wektora y° odsuwajg ekstremum funkcji (3.31) od

rozwigzania doktadnego.

Podczas praktycznej realizacji metody nalezy (w sytuacjach watpliwych) przyjmowac
zawyzone warto$ci macierzy G”. Pozwala to unikngé¢ rozwigzan przeszacowanych (tzn.
niedoktadnych, lecz o duzej pewno$ci oszacowania). Dotyczy to szczegdlnie sytuacji, gdy nie
ma mozliwos$ci weryfikacji doktadnos$ci wynikéw.

Wykorzystanie rozszerzonej wersji rachunku wyréwnawczego wymaga wigc pewnej
ostroznoéci przy oszacowaniu warto$ci i macierzy kowariancji elementéw wektora y°.
Optymalny dobértych wielkoScijestod strony matematycznej sprawg bardzo trudng i zalezng
od rodzaju rozwigzywanego problemu. Dla typowych probleméw technicznych oszacowanie
takie powinno sie w pierwszym rzedzie opiera¢ na dostepnych przestankach fizykalnych.

Poprawe doktadnos$ciobliczen mozna tez uzyskac¢ stosujgc procedure iteracyjng ze wzgledu

na poczatkowe oszacowanie wektora y° oraz macierzy kowariancji Gjo-
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3.2. Rozwigzywanie zadan odwrotnych przewodzenia ciepta

Rachunek wyréwnawczy (podobnie jak i inne metody estymacji statystycznie optymalnej)
moze by¢é zastosowany do rozwigzywania tych probleméw, w ktérych wystepuje nadmiar
informacji. W przypadku zadan odwrotnych dodatkowe informacje o procesie sg dostarczane
przez eksperyment pomiarowy. Istnienie nadmiaru informacji nie jest oczywiscie warunkiem
koniecznym do uzyskania rozwigzania zagadnienia odwrotnego. Do rozwigzania zagadnien
odwrotnych, podobnie jak i zagadnien prostych, wystarcza tzw. minimalny zbiér informacji.
Rzecz jest jednak w tym, ze opierajac sie na minimalnym zbiorze informacji trudno jest
uzyska¢ stabilne, mato czute na zaktdécenia danych wejsciowych rozwigzania zadania
odwrotnego. Sensowne wykorzystanie nadmiaru informacji moze znacznie poprawic
stabilno$¢ takiego rozwigzania. Szanse takg daje migdzy innymi rachunek wyréwnawczy.

W pracy zastosowano rachunek wyréwnawczy do rozwigzywania odwrotnych granicznych
zagadnien przewodzenia ciepta. Eksperymenty numeryczne wykazaly tu zdecydowang
wyzszo$¢ algorytmu rozszerzonego nad klasyczng wersja metody. Algorytm rozszerzony
pozwala uzyskac lepsza stabilno$¢ wynikéw, co ma bardzo istotne znaczenie dla zagadnien
stabo uwarunkowanych. W takich bowiem przypadkach nawet nieznaczne polepszenie metody
moze doprowadzi¢ do znacznej poprawy rezultatbw. Zastosowanie rozszerzonej wersji
algorytmu pozwala ré6wniez w wielu przypadkach upro$ci¢ procedure budowania réwnan
warunkéw i przestrzegania ograniczen narzuconych na liczbe réwnan czy liczbe wielko$ci
niewiadomych i mierzonych (warunki (3.13)). Wynika to z mozliwo$ci traktowania pewnych
wielkosci niewiadomych jako mierzone, przez co uzyskuje sie korzystne zmiany w strukturze
macierzy wspoétczynnikéw wystepujacych w réwnaniach warunkéw.

Rozszerzona wersje algorytmu rachunku wyréwnawczego zastosowano z powodzeniem do
rozwigzywania zagadnien identyfikacji nieustalonych p6l temperatury przy znanych
warunkach brzegowych i nieznanym warunku poczgtkowym (rozdziat 3.2.1), a takze do
rozwigzywania odwrotnych zadan granicznych polegajacych naidentyfikacji polatemperatury
i nieznanych warunkéw brzegowych (rozdziat 3.2.2). W rozdziale 3.2.3 przedstawiono

przyktad zastosowania opracowanej metody do estymacji zmiennego w czasie strumienia

ciepta na powierzchni eksperymentalnej komory spalania.
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3.2.1. ldentyfikacja nieustalonego pola temperatury

Przedmiotem rozwazan jest identyfikacja nieustalonego pola temperatury, w sytuacji gdy
nie jest znany warunek poczatkowy, a znane sg warunki brzegowe (nie jest to wigc klasyczne
odwrotne zagadnienie graniczne, a raczej zagadnienie retrospektywne). Praktycznym
przyktadem moze tu by¢ identyfikacja pola temperatury wlewka w momencie zatadowania
do pieca wgtebnego na podstawie obserwacji temperatury powierzchni od momentu wyjecia
z wlewnicy. Nie jest tu znany poczatkowy rozktad temperatury we wlewku, warunki
brzegowe dajg sie natomiast oszacowac¢ dos¢ doktadnie.

Budowe algorytmu w kazdym przypadku rozpoczyna sie od utworzenia réwnan warunkow,

ktérymi sa réwnania dyskretnego modelu pola temperatury w N weztach podziatu

r6znicowego:

TM =P Tt +c, (3.44)

gdzie TH1 i Tt sg wektorami temperatur wezlowych w chwili czasu t+At oraz r.
Przyjmijmy, ze w dowolnej chwili czasu k w | weztach obszaru dokonuje sie pomiaru
temperatury. Uzyskana w ten sposéb odpowiedZ temperaturowa (wyniki pomiaréw) tworzy
/-elementowy wektor xt+1. Pozostate N -l temperatur weztowych traktuje sie jako wielkosci
niewiadome. Pomiedzy wektorem wielko$ci mierzonych x awektorem temperatur weztowych

T daje sie ustanowi¢ nastepujaca relacje:

X,,=H T It] (3-45)

gdzie H jest macierzg wskaznikowa (o rozmiarach n-N), zawierajgca wytagcznie elementy

0 lub 1. Wykorzystujgc (3.45) mozna réwnanie (3.44) zapisa¢ w postaci:

HTW = = HPTt ¢ Hect (3.46)

W celu uzyskania nadmiaru informacji nalezy wykorzysta¢ wyniki pomiaréw z kilku chwil
czasu (jest to w zasadzie wymoég klasycznej wersji algorytmu uzgadniania). Réwnania pola
temperatury dla kolejnych chwil czasu zawieraja nowe niewiadome temperatury Tt
(Jt=0,l,..p). Wprowadzenie do rozwigzania zbyt duzej liczby zmiennych jest jednak
niepozgdane ze wzgledéw obliczeniowych. Niedogodnoéci tej mozna uniknaé¢ poprzez
eliminacje temperatur Tt (&= 1,2,...,/>), tzn. wszystkich z wyjgtkiem poczatkowego rozktadu

temperatury TO. Podstawiajac y° = TOotrzymuje sie:
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X, = HPy°® + Hc,,
Xj = HPPyO + Hc, + HPc,,
. = . (3.47)

X, = HPWy0O + H £ P<%_,_,
-1

gdzie P<Qoznacza i-ta potege macierzy P, ap oznacza catkowita liczbe krokéw czasu.
Celem zapisania réwnan warunkéw w standardowej dla uzgadniania postaci (3.12) lub

(3.27) nalezy wyznaczy¢ macierze wspoétczynnikéw A i B wykorzystujac do tego celu

rownanie (3.47). W rezultacie otrzymujemy:

HP
HPP (3.48)

H po->

gdzie | jest macierzg jednostkowg.

Na podstawie utworzonych macierzy A i B mozna rozwigza¢ problem identyfikacji
postugujac sie opisanymi algorytmami uzgadniania. Jako przykiad rozpatrzono problem
identyfikacji symetrycznego pola temperatury w plycie jednowymiarowej, przy czym
obliczenia przeprowadzono za pomoca klasycznej i rozszerzonej wersji algorytmu
uzgadniania.

Podziat ré6znicowy ptyty przedstawiono
na rysunku 3.1. Na powierzchni pilyty
przyjeto warunek brzegowy trzeciego ro-
dzaju scharakteryzowany liczbg Biota 10 2 3 4 5 Ts(t)
Bi=0.5 oraz temperaturg plynu Tp=0. 1 X
Poczatkowy rozktad temperatury TO=yO
jest nieznany. Znany jest przebieg tempera-
tury (tzn. odpowiedZ temperaturowa) w
jednym punkcie usytuowanym na brzegu Rys. 3.1. Podziat réznicowy ptlyty
ptyty. Wyniki pomiar6w symulowano na Fig. 3.1. Discretization ofthe piane wali

podstawie rozwigzaniazagadnieniaprostego

ze znang poczatkowag temperaturg TO=y0O=1. OdpowiedZ temperaturowg zaktdcano losowo
za pomocg zaleznosci (2.2) bledem o maksymalnej wartoéci 5=0.01. Elementy macierzy
kowariancji V przyjeto réwne Vil=(0.025)2. Warto$¢ bezwymiarowego kroku czasu wynosi

AFo=0.1. W przypadku algorytmu rozszerzonego oszacowano poczatkowy rozktad tempe-
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ratury y°=0.75, a elementy diagonalne macierzy kowariancji

przyjete oszacowanie jest wiec stosunkowo odlegle od warto$ci rzeczywistych.

Rozwigzanie zadania rozpoczyna sie¢ od sformutowania réwnan dyskretnego modelu pola

temperatury w weztach ptyty. Do tego celu wykorzystano metode bilanséw elementarnych.

W pierwszym etapie uzyskuje sie nastepujgce réwnania pola temperatury:

dT.
d\\Ay 4+ AL2A2
dT.
- d2I T, + d22T2 ¢ d23T2
(3.49)
dT.
77 =d*T*+dSST5+y,

gdzie 7S jest wspéiczynnikiem uwzgledniajgcym wplyw warunku brzegowego. Po
zastosowaniu do aproksymacji pochodnych temperatury wzgledem czasu (lewe strony

rownania (3.49)) metody ilorazu ré6znicowego wstecznego (schemat niejawny) otrzymuje sie

uktad réwnan w nastepujgcej postaci:

(1 + du)Tlk.l + dnT2MI = TxL
+ (1 + "D T2k, * ~23Tik,\ - T2k

d>4 + 0 +"A"HTIMI = Tsk + 7j

gdzie k oznacza rozpatrywana chwilg czasu. Réwnanie (3.50) wygodnie jest przedstawi¢ w
postaci macierzowej:

DTW = Tt + 7t (3-51)

gdzie D jest kwadratowa macierzg wspétczynnikéw.

W chwili czasu k + 1 dokonuje sie pomiaru temperatury w wybranych weztach pilyty.
W analizowanym przyktadzie jest to wezet nr 5, tzn. T5t+i=xsk+l.

Rownania (3.50) sa podstawg do utworzenia rownan warunkéw. W przedstawionej postaci
rownania te zawierajg jednak duza liczbe zmiennych: n=5 temperatur weztowych w chwili

czasu k oraz n=5 temperatur weztowych w chwili czasu &+1. W sumie w n=5 réwnaniach

przyjeto rébwne 0.5. Tak
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wystepuje 2n-1 wielko$ci niewiadomych i jedna wielko§¢ mierzona. Rozszerzona wersja
rachunku wyréwnawczego dopuszcza wykorzystanie r6wnan wiezéw w takiej postaci, lecz
z drugiej strony zbyt duza liczba zmiennych bardzo komplikuje realizacje numeryczng
metody. W celu zmniejszenia liczby zmiennych mozna przeksztatci¢ uktad (3.51) rozwigzujac
go ze wzgledu na temperatury w kroku czasu k (np. wykorzystujgc macierz odwrotng D '1,
co jednak nie jest metodg polecang z uwagi na duzy czas obliczen). Uzyskuje sie w ten

spos6b nastepujace réwnanie:

T*, =D 'Tk+D-'7t =PT, ¢c, (3.52)

W wyniku takiego przeksztatcenia kazde z réwnan uktadu (3.52) zawiera wszystkie
temperatury weztowe dotyczace kroku czasu k i oczywiscie tylko jedna temperature z kroku
czasu k + 1. Do dalszych rozwazan wystarczy wiec wykorzysta¢ wytgcznie te rbwnania, w
ktérych wystepuja mierzone temperatury (w rozpatrywanym przyktadzie temperatura T 3;t+L:

TSMI = PilTUt + P T2k + PsJi + P's + P8) 5Ml + cS[

lub (3.53)
5
*5xL - /El Pvyjj, ~ CSt =0

gdzie: *5*+1= T5Mioraz Yk = Ty (/=1,2,...,5).

Rownanie (3.53) moze byéjuz wprost wykorzystane do identyfikacji pola temperatury Tk
(a wiec na przyktad poczatkowego rozkiadu temperatury TQ, przy zatozeniu jednak ze
wykorzystana zostanie rozszerzona wersja rachunku wyréwnawczego. (W przypadku wersji
klasycznej metody niejestbowiem spetniony warunek (3.13). Zastosowanie tej wersji metody
jest mozliwe, o ile rozpatrzy sie wiekszg liczbe krokéw czasu lub (i) zwiekszy liczbe
punktéw pomiarowych).

Metoda rachunku wyréwnawczego umozliwia jednoczesne wykorzystanie informacji
pomiarowych z wielu chwil czasu. Kolejne réwnania warunkéw wyprowadza sig w
identyczny spos6b jak réwnanie (3.53) eliminujac przy tym wszystkie nieznane temperatury
weztowe z wyjatkiem temperatur poczgtkowych. Proces eliminacji wygodnie jest prowadzi¢
opierajac sig naog6lnym schemacie (3.47). W tym celu nalezy jeszcze zdefiniowaé¢ macierz

wskaznikowa H, ktéra w rozpatrywanym przyktadzie przybiera posta¢:
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H =1[0,0,0,0,lj }3-54>

Opierajac sie na algorytmie (3.47) oraz wykorzystujac macierz H tworzy sie macierze
wspétczynnikéw A i B (zalezno$¢ (3.48)) stanowigce podstawe algorytmu uzgadniania
i identyfikacji pola temperatury w pilycie.

W tablicy 3.1 przedstawiono wyniki estymacji temperatury w wezle o numerze 1. W tym
wezle potozonym najdalej od punktu pomiarowego wyniki estymacji sag bowiem najgorsze.
Zestawiono wyniki uzyskane za pomoca algorytmu klasycznego i rozszerzonego: estymate
f, oraz odchylenie standardowe 5, estymaty f, (5, = (C-MI)OB-O doktadnos$ci obliczen Swiad-
czy nie tylko réznica pomiedzy warto$scig dokladng a estymowang, lecz réwniez wartos¢
odchylenia standardowego uzyskanej estymaty f,. Nalezy bowiem pamigta¢, ze wartos¢

odchylenia standardowego jest miarg wiarygodno$ci uzyskanych ocen.

Tablica 3.1
W yniki identyfikacji temperatury w ptycie

Temperatura T, f, odchylenie standardowe Sf

Wartoéé Wynik Warto$¢ Algorytm klasyczny Algorytm rozszerzony
doktadna doktadna

Fo 15 XS=Tb+6 r,(Fo) f,(Fo) St f,(Fo) f,(Fo) St f,(Fo)

6=0 6=0
0.0 1.0 1.000 43.1 1090. 1000 0.863 0.459 0.881
0.1 0.871 0.876 0.988 7.6 168. 0.988 0.945 0.125 0.953
0.2 0.806 0.814 0.965 2.08 27. 0.965 0.948 0.058 0.951
0.3 0.761 0.770 0.935 1.15 4.8 0.935 0.928 0.036 0.927
0.4 0.724 0.724 0.902 0.956 1.0 0.902 0.896 0.027 0.896
0.5 0.692 0.699 0.867 0.888 0.3 0.867 0.865 0.023 0.863
0.6 0.663 0.661 0.832 0.845 0.14 0.832 0.832 0.020 0.830

Z danych przedstawionych w tablicy 3.1 wynika, ze zastosowanie algorytmu klasycznego
daje wyniki odlegte od rzeczywistych i o bardzo duzej niepewno$ci oszacowania (bardzo duze
warto$ci 5,). Doktadno$¢ oszacowania poprawia sie przy tym dla kolejnych krokéw czasu.

Zdecydowanie lepsze rezultaty otrzymuje sige stosujgc algorytm rozszerzony. Jest to
szczeg6lnie widoczne, jesSli weZzmie sie pod uwage warto$ci odchylenia standardowego 5,. Dla
ostatnich krokéw czasu warto$ci estymaty f, sa juz podobne, natomiast odchylenie

standardowe oceny 5, jest w przypadku algorytmu rozszerzonego prawie o rzad mniejsze.
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Widoczne sa tez wyraznie (szczeg6lnie dla pierwszych kilku krokéw czasu) stabilizujace
wtasnosci algorytmu rozszerzonego, podczas gdy rezultaty uzyskane za pomocag wersji
klasycznej sg zupetnie niedoktadne.

Ciekawe jest réwniez poréwnanie wynikéw obliczen uzyskane przy zatozeniu, ze nie
wystepuje zakté6cenie odpowiedzi temperaturowej, tzn. 5=0 (pozostate wielko$ci pozostajg
bez zmian). Dla algorytmu klasycznego estymata f, jest r6wna warto$ci doktadnej. W
przypadku algorytmu rozszerzonego uzyskuje sie natomiast tylko poprawe doktadnosci
estymaciji temperatury 7'L Nalezy tu jednak pamieta¢, ze w obydwu przypadkach nie ulegaja
zmianie macierze kowariancji Gy, ktéorych posta¢ nie zalezy od wektora wynikéw pomiaréow
(patrz zaleznos$ci (3.23) i (3.38)). Tak wiec w sensie wiarygodno$ci wyniki uzyskane za
pomocg algorytmu klasycznego sa tu réwniez zdecydowanie gorsze. Dla algorytmu
rozszerzonego uwidacznia sie¢ tu jego charakterystyczna cecha numeryczna: poprawa
stabilno$ci i wiarygodnos$ci ocen moze spowodowaé pewne przesuniecie rozwigzania w
kierunku oszacowanych ocen poczatkowych. Z tego tez powodu ocena poczatkowa G*,
powinna by¢ dostatecznie ostrozna (tzn. nie powinna by¢ zbyt optymistyczna), gdyz moze

to prowadzi¢ do niewtasciwych rezultatéw obliczen.

3.2.2. Rozwigzywanie granicznych zagadniehh odwrotnych

Rozwigzanie odwrotnego zagadnienia granicznego polega naidentyfikacji pola temperatury
i nieznanych warunkéw brzegowych na konturze ciata. Problem ten ma szerokie znaczenie
praktyczne. Bardzo czesto bowiem zachodzi konieczno$¢ wyznaczenia pola temperatury
w obszarze, w sytuacji gdy wystepuja trudnos$ci z okre$leniem warunkéw brzegowych (a
takze warunku poczgtkowego). Mozliwe jest natomiast przeprowadzenie pomiaréw
temperatury w pewnych punktach ciata. Przyktadem moze tu by¢ wyznaczanie przebiegéw
temperatury podczas nagrzewania wsadu w piecach hutniczych, wyznaczanie temperatury
w $ciance cylindra silnika itp. Celem zasadniczym moze tez by¢ wyznaczenie warunkéw
brzegowych w celu okre$lenia na przyktad wspéiczynnika wnikania ciepta czy zmian
strumienia ciepta na powierzchni ciata.

Zastosowanie rachunku wyréwnawczego do rozwigzania odwrotnych zadan granicznych
przebiega podobnie jak w przypadku problemu identyfikacji pola temperatury (rozdziat
3.2.1). W pierwszej kolejnos$ci nalezy utworzy¢ réwnania warunkéw, a nastepnie zastosowac
procedure uzgadniania.

Z uwagi na duzg réznorodno$¢ problematyki nie jest mozliwe stworzenie jednolitego,

uniwersalnego sformutowania matematycznego dla odwrotnych zadan granicznych. Znaczna

czeé¢ zagadnien musi by¢ tu rozpatrywana indywidualnie.
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Jako przyktad rozwigzania zadania granicznego przeanalizowano problem identyfikacji
nieustalonego pola temperatury oraz nieustalonego strumienia ciepta na brzegu ciata. Zaktada
sig przy tym, ze znane sa przebiegi temperatury w wybranych punktach ciata usytuowanych
w jego wnetrzu lub nabrzegu. Warunek poczagtkowy moze (lecz nie musi) pozosta¢ nieznany.
Dla tak postawionego problemu rzeczywiste warunki brzegowe sg sprowadzone do warunku
brzegowego drugiego rodzaju. Pole temperatury w ciele jest wigc wymuszane przez nieznany
strumien ciepta q (rj) nabrzegu ciata. Strumien q (rj) jest funkcja czasu oraz wspé6trzednych
geometrycznych. Przy takich zalozeniach dyskretny model matematyczny pola temperatury
w weztach podziatu réznicowego ciata (przy zastosowaniu na przyktad metody bilanséw

elementarnych) mozna zapisa¢ w postaci nastepujacego réwnania macierzowego:

Tw = PT, ¢ Rtfe., ¢ c, (3-55)

gdzie P i R sgq macierzami znanych wspétczynnikéw, a wektor c zawiera te wielkos$ci, ktére
nie podlegaja identyfikacji. Zaktadamy, ze w obszarze rozwigzania wyrézniono N weztéw
r6znicowych oraz Ngodcinkéw brzegu z nieznanym warunkiem brzegowym q(j). Odno$nie
do punktow pomiaru temperatury zakladamy jedynie, ze pokrywaja sie one z weztami
podziatu réznicowego ciata. W kazdej chwili czasu k dokonuje sig pomiaru temperatury w
s punktach. Pomiedzy odpowiedzig temperaturowa x,(r) a temperaturg w weztach podziatu
réznicowego obowigzuje wigc zaleznos¢ (3.45).

Mnozgc ro6wnanie (3.55) przez macierz wskaznikowa H uzyskuje sie rownanie okres$lajace

wektor odpowiedzi temperaturowej we wszystkich punktach pomiarowych:

=HTH = HPTt + HRa,., ¢ Hct (3 56)

Roéwnania (3.56) zapisane dla kolejnych chwil czasu k=0,l,...,/> zawierajg niewiadome
temperatury weztowe T*, oraz strumienie ciepta na brzegu ciata gq*. Kazde z ré6wnan (3.56)
zawiera wigc N +N g niewiadomych wielkoéci. Celowe jest zatem wyeliminowanie czeéci z
nich: na przyktad wszystkich temperatur weztowych z wyjatkiem poczatkowego rozktadu

temperatury TO. Podstawiajagc y° = TOotrzymuje sie:

x, = HPy® + HRq, + Hc,

v = HPPy0O+ Hg2+ HRqg. + Hc. + HPc,
= (3.57)

<
1

HP~y0 ¢ H £ (R(>g"., + P<>C,M)

gdzie P° i R<Qoznacza i-tg potege macierzy P i R, ap oznacza liczbe krokéw czasu.
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Roéwnanie macierzowe (3.57) jest punktem wyjsScia do utworzenia réwnania warunkéw
w postaci (3.12). Wektor wielkoSci mierzonych x o ditugos$ci p -s oraz wektor wielko$ci

niewiadomych y o dtugos$ci (N+pN g dane sg zalezno$ciami:

X =[x, X ]r
(3.58)

y=>q,.02....4]

Macierz A jest macierzg jednostkowa o rozmiarach {p -s)(p -s), a B macierzg blokowg
o rozmiarach {p -s"N +pN J. Posta¢c macierzy B jest zazwyczaj bardzo ztozona (szczeg6lnie
dla zagadnien wielowymiarowych) cho¢ w strukturze macierzy wystepuja pewne
prawidtowo$ci.

Opierajgc sie na réownaniu (3.57) oraz wykorzystujgc rozszerzony algorytm rachunku
wyréwnawczego przeprowadzono szereg obliczen testujgcych zaproponowana metode.
Zrezygnowano ze stosowania wersji klasycznej algorytmu, gdyz (jak wykazaty obliczenia)
uzyskuje sie zazwyczaj gorsze wyniki anizeli dla algorytmu rozszerzonego.

W dalszej kolejno$ci zostang przedstawione rezultaty rozwigzania dwéch odwrotnych
zagadnienn granicznych. Pierwsze z analizowanych zagadnieri zostalo zaproponowane przez
Becka w pracy [3] jako swoisty test efektywno$ci metod rozwigzywania granicznych zadan
odwrotnych. Problem polega na identyfikacji nieustalonego strumienia ciepta na jednym
z brzegéw ptyty jednowymiarowej (rysunek 3.2). W rzeczywistoéci, tzn. w zagadnieniu

prostym, jeden z brzegéw jest zaizolowany, a nadrugim brzegu strumien ciepta zmienia si¢

w czasie zgodnie z zalezno$cia:

Fo ,dla 0. <Fo<0.6 (3-59)
<7.(Fo) 1.2-Fo ,dla 0.6 <Fo< 1.2
Zadanie odwrotne polega nawyznaczeniu przebiegu strumienia ciepta q,(Fo) na podstawie
pomiaru temperatury na zaizolowanym brzegu ptyty (wezet nr 1). Poczatkowy rozktad
temperatury w ptycie jest znany i wynosi To=0. Krok catkowania podiug czasu AFo=0.1.
Tak postawiony problem stawia bardzo duze wymagania przed metodg zastosowang do
jego rozwigzania. Przyczynia sie do tego nieliniowy przebieg strumienia ciepta oraz duze
op6znienie sygnatu temperaturowego w punkcie pomiarowym. OdpowiedZ temperaturowa jest

symulowana na podstawie rozwigzania zagadnienia prostego dla problemu sformutowanego

dyskretnie.
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Rys. 3.3. Estymacja strumienia ciepta na powierzchni ptyty
doktadna a mierzong, natomiast bltgd pomiaru V, jako mozliwy zakres rozrzutu wyniku

Fig. 3.3. Estimation ofthe heatflux on the surface ofthe piane wall
pomiaru. Tak wiec zaktécenie 5 nie powinno by¢ wigksze anizeli btad pomiaru V,, pomijamy

bowiem zgodnie z przyjetymi zatozeniami statystycznymi mozliwo$¢ wystapienia btedéw

systematycznych. W dalszym ciggu przyjeto zasade, ze catkowite zaburzenie odpowiedzi

Tablica 3.2
temperaturowej pochodzi w potowie od zaktécenia 5 oraz w potowie od btedu Vu. Omawiany W yniki estymacji strumienia ciepta na powierzchni phyty
problem nie wystepuje oczywiscie w zagadnieniach praktycznych, gdzie szacuje sie tylko btad (jeden punkt pomiarowy: nr 1)
Sredni.
Strumien ciepta g, g odchylenie standardo\we
Na rysunku 3.3 oraz w tablicy 3.2 przedstawiono wyniki estymacji strumienia ciepta dla o 6 0.05
- 6 = 0.01 =
&G 5 = 0.005
trzech warto$ci zaktécenia 5. Linia ciagta na rysunku oznacza doktadny przebieg strumienia Wartosé
Fo doktadna Fo) <?(Fo)
ciepta gs(j). W tablicy 3.2 przedstawiono takze obliczone warto$ci odchylenia standardowego <7?(Fo) <?(Fo) :
101 .0025
Sq estymaty q. Poczatkowe oszacowanie strumienia q przyjeto state dla catego przedziatu 01 1 100 .0002 .100 .0005 o o115
' 0011 201 .0023 . :
czasu (tf=0.3), podobnie jak w przypadku elementéw macierzy kowariancji GO (Goli=0.3). 0.2 2 igi 0032 296 0065 281 0321
0.3 -3 : ’ ' 442 .0684
Przyjete oszacowanie obejmuje wigc caly przedziat zmienno$ci strumienia ciepta. 0.4 4 405 .0070 .409 0141 373 1173
' 0129 470 0257 : '
Uzyskane wyniki estymacji mozna uzna¢ za zadowalajace, szczeg6lnie dla zaklécenia 0.5 5 -485 0209 658 0416 696 .1673
0.6 6 630 : : 2062
5 = 0.005 i 0.01. Charakterystyczne jest pogarszanie sie jakos$ci estymacji dla ostatnich 07 5 M I 0311 442 .0608 .518 Sa08
: i 435 0421 462 0811 St :
krokéw czasu. Jest to spowodowane tym, ze wartosci poszukiwanego strumienia dla 0.8 4 . .0528 261 0996 .349 .2455
.270 . : ’
0.9 3 .2544
kolejnych krokéw czasu sa wyznaczane na podstawie coraz mniej pewnego oszacowania pola 10 5 a1 0623 263 1148 332 2501
: ’ 081 1262 .218 :
temperatury. Taki wtadnie przebieg estymacji wystepuje wszedzie tam, gdzie estymowane 1.1 1 076 0701 089 2634
o 004 0758 002 1342 .
wielko$ci dotyczgce kolejnych krokéw czasu sg od siebie niezalezne. 12 '
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Duza zaleta zastosowanej metody rachunku wyréwnawczego jest mozliwo$¢ oceny
wiarygodnos$ci uzyskanego rozwigzania na podstawie macierzy kowariancji G». Dla danego
oszacowania poczatkowego yO oraz doktadnos$¢ estymacji zalezy przede wszystkim od
doktadnoéci wynikéw pomiaré6w Vu. W analizowanym przypadku pewnos$¢ estymacji jest
stosunkowo duza (szczego6lnie dla pierwszych krokéw czasu). Odchylenie standardowe
estymaty q zwieksza si¢e dla kolejnych krokéw czasu, lecz zmiany sa coraz to mniejsze. Duza
wzgledna niepewno$¢ oszacowania dla koncowych krokéw czasu wynika gtéwnie z
niekorzystnego stosunku bezwzglednych warto$ci strumienia ciepta gq oraz odchylenia
standardowego Sa.

Jako$¢ estymacji mozna nieco poprawi¢ stosujgc procedure iteracyjng. W kolejnych
iteracjach jako poczatkowe wielkosci yOoraz nalezy podstawia¢ warto$ci wyznaczone w
poprzedniej iteracji. Jak wykazaty jednak testy numeryczne, uzyskiwane w ten sposoéb

zwiekszenie doktadnos$ci nie przekraczato kilkunastu procent.

Na doktadno$é estymacji wptyw majg rézne czynniki. Dla analizowanego przyktadu Rys. 3.4. Estymacja strumienia ciepta na powierzchnipiyty
oprécz doktadnos$ci pomiaréw i poczatkowego oszacowania znaczny wptyw na jakos¢ Fig. 3.4. Estimation ofthe heatflux on the surface ofthe plane wall
estymacji wywiera potozenie i liczba punktéw pomiarowych. Takze wielko$¢ kroku

prébkowania AFo ma wplyw na przebieg estymacji, przy czym poprawe wynikow

uzyskiwano dla krokéw czasu wigekszych od analizowanej warto$sci AFo=0.1.

Tablica 3.3
Na rysunku 3.4 oraz w tablicy 3.3 przedstawiono wyniki estymacji strumienia ciepta
. . X . L = W yniki estymacji strumienia ciepta na powierzchni ptyty
uzyskane dla kroku AFo = 0.2. Widoczne jest pewne zwigkszenie doktadno$ci estymaciji
(1 punkt pomiarowy: nr 1; AFo = 0.2)
w stosunku do kroku prébkowania AFo=0.1. Poprawa dokladno$ci estymacji wynika tu z
dwéch przestanek. Dla wigkszych warto$ci kroku AFo zmiany mierzonej temperatury sa Strumien ciepta a. <3 odchylenie standar lowe S.
wieksze, co zmniejsza zte uwarunkowanie operacji r6zniczkowania temperatury wzgledem W artoéé 5 = 0.005 6= 001 6 =005
F
czasu. Ponadto, do analizy tego samego przedzialu czasu wymagana jest mniejsza liczha © doktfadna <2(Fo) <J(Fo) <?(Fo)
<?(Fo) ’
krokow prébkowania, co réwniez przyczynia sie¢ do osiggniecia wigkszej koricowej jakosci 202 .0049
0.2 2 200 10005 .200 .0010 o108
estymacji. Nalezy tu jednak podkre$li¢, ze przyjecie nadmiernie duzych warto$ci kroku AFo 04 4 201 0019 402 .0039 412 :
. : 594 0102 574 .0491
moze spowodowac utrate informacji o rzeczywistych zmianach mierzonej temperatury i 0.6 .6 597 0051 412 0187 441 .0854
4 406 0094 : ’
przyczynié sie do zafatszowania przebiegu estymowanych wielko$ci. Podobna prawidtowos$é (1?) 2 184 0135 168 .0269 221 .1153
. . ’ 0331 083 .1409
obserwuje sie takze w przypadku innych metod jak na przyktad metody dyskretnej 1.2 .0 .025 0167 050

transformacji spektralnej opisanej w rozdziale 5.
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Rys. 3.5. Estymacja strumienia ciepta na powierzchni ptyty

Fig. 3.5. Estimation ofthe heatflux on the surface ofthe plane wall Rys. 3.6. Estymacja temperatury na powierzchni ptyty

Fig. 3.6. Estimation ofthe temperature on the surface ofthe piane

wali
Tablica 3.5
Tablica 3.4 W yniki estymacji temperatury na powierzchni ptyty
W yniki estymacji strumienia ciepta na powierzchni ptyty (jeden punkt pomiarowy: nr 1)
(jeden punkt pomiarowy: nr 3 )
Temperatura T, f, odchylenie standardowe Sf
Strumien ciepta q, g, odchylenie standardowe S¢ Wartose 5 = 0.005 5= 0.01 6 = 0.05
Warto§é 6 = 0.005 5= 001 6 = 0.05 Fo dokladna
dokiadna U Fo) f%Fo) | st f¥Fo) j  Sf f¥Fo) : S
d(Fo) a(Fo) «Fo) <?(Fo)
0.1 .029 .029 i  .0001 .029 1 .0001 .029 1 .0007
| .001 .0002 .100 .0004 .102 .0018 0.2 076 076 i .0003 .077 ' 0006 .078 i .0032
2 .200 .0007 .200 0014 201 0071 0.3 136 136 ; .0008 135 1 .0017 132 1 .0084
3 .300 .0018 .300 .0036 .299 .0178 0.4 .207 208 | .0018 209 i .0035 218 1 .0172
4 401 .0035 402 .0070 412 .0343 05 289 285 i  .0031 282 i 0062 .257 ! .0286
5 502 .0058 504 .0116 517 .0572 0.6 .382 .388 i .0049 395 1 .0098 411 1 .0405
6 .600 .0088 599 0176 593 .0843 0.7 425 419 i 0071 414 1 0141 435 1 .0503
5 .500 0121 499 .0241 501 1115 0.8 445 452 i .0094 457 i 0183 477 | .0572
4 .395 .0153 .391 .0302 .368 .1332 0.9 448 443 1 0117 441 i 0222 465 1 .0619
3 314 0179 327 .0353 358 .1493 1.0 438 447 | .0136 454 | 0253 485 |  .0652
2 195 .0200 193 .0392 261 .1607 11 417 414 i 0151 416 | .0277 463 i .0674
A .104 0214 .107 0431 149 1684 1.2 385 385 1 .0162 .383 | .0293 418 1 .0687
.0 .004 .0223 .009 .0440 .058 1718
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Jak juz wspomniano, znaczny wplyw na przebieg estymacji ma usytuowanie i potozenie
punktéw pomiarowych. Optymalne usytuowanie powinno w zasadzie wynika¢ z rozwazan
teoretycznych przeprowadzonych na podstawie analizy wspotczynnikow wrazliwosci [3].
Z drugiej jednak strony zazwyczaj mozliwoéci praktyczne w znacznym stopniu ograniczaja
swobodna lokalizacje punktéw pomiarowych. W analizowanym zagadnieniu jest sprawag
oczywistg, ze doktadnoé¢ estymacji bedzie tym lepsza, im punkt pomiarowy znajdzie sig
blizej brzegu z poszukiwanym strumieniem ciepta. W takim bowiem przypadku ttlumienie
sygnalu temperaturowego bedzie coraz to mniejsze. Sytuacje taka potwierdzajg wyniki
obliczen przedstawione na rysunku 3.5 oraz w tablicy 3.4, a dotyczace identyfikacji
strumienia ciepta uzyskane na podstawie wynikow pomiar6w temperatury w wezle nr 3
(potozonym w potowie grubosci ptyty).

Przedstawione rezultaty dotyczyly estymacji strumienia ciepta na powierzchni pilyty.
Przeprowadzona identyfikacja dotyczy réwniez pola temperatury w weztach podziatu
r6znicowego. Na rysunku 3.6 oraz w tablicy 3.5 przedstawiono wyniki identyfikacji
temperatury napowierzchniptyty oparte na pomiarze temperatury przeprowadzonym w wezle
nr 1 (dla kroku prébkowania AFo = 0.1). Uzyskane rezultaty dowodzg, ze doktadnos$¢
estymacji temperatury jest zdecydowanie wieksza anizeli doktadno$¢ estymacji strumienia
ciepta (rysunek 3.3 i tablica 3.2). Fakt ten ma swoje uzasadnienie matematyczne. Strumien
ciepta w danym punkcie ciata jest proporcjonalny do gradientu temperatury w tym punkcie.
Operacja ré6zniczkowania jako stabo uwarunkowana, a przeprowadzona na niedoktadnych
warto$ciach, zwieksza niedoktadno$¢ wyniku, jakim jest obliczony strumien ciepta.

Kolejny przyktad dotyczy identyfikacjipola temperatury i strumienia ciepta na powierzchni
ptyty jednowymiarowej z warunkiem brzegowym trzeciego rodzaju (drugi brzeg pilyty
zaizolowany). Podziat ré6znicowy obszaru przedstawiono na rysunku 3.7. Tym razem
przeanalizowano doktadniej wptyw poczatkowego oszacowania identyfikowanych wielko$ci
na doktadnos$¢ estymaciji.

OdpowiedZz temperaturowa jestzakiécana btedem o warto$sci maksymalnej5 = 0.005,0.01
i0.05. Krok pro6bkowania wynosi AFo =0.1. Poczatkowy rozktad temperatury w plycie jest
wyréwnany i wynosi TO= 0. Warunek brzegowy trzeciego rodzaju jest scharakteryzowany
liczbg Biota Bi = 1 oraz temperatura ptynu Tpl = 1. Przy takich zalozeniach strumien ciepta
na brzegu ptyty zmienia sie¢ od warto$ci 1 do 0 (dla Fo =» » ).

Oszacowana warto$¢ poczatkowa nieznanego strumienia ciepta jest stata i wynosi
q0=y0=0.5. Szczegodtowej analizie poddano natomiast wplyw oszacowania macierzy
kowariancji wielkoéci niewiadomych G~. Obliczenia przeprowadzono dla nastepujacych
wartosci elementéw Gyo=(S,0)2: Sroo0 (brak jakiejkolwiek informacji o przedziale
zmienno$ci strumienia ciepta), S# = 0.5, = 0.25, SP = 0.05 (zdecydowanie przesza-

cowana ocena mozliwego przedzialu zmienno$ci strumienia ciepta).
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Na rysunkach 3.8 i 3.9 oraz w tablicach

3.6 i 3.7 przedstawiono wyniki estymaciji —

strumienia ciepta &(Fo) dla wartosci (0] )
zaktécenia 5 = 0.01 i 0.05. Odpowiedz 1 > 3 4 w5 <=

temperaturowa dotyczy jednego punktu 10X
potozonego na przeciwlegltym brzegu ptyty Bi= 1.
(wezet nr 1). Na rysunkach linig ciagta T =1

przedstawiono rozwigzanie doktadne. Na

rysunku 3.10 i w tablicy 3.8 przedstawiono

wyniki estymacji dla zaktécenia 5=0.05 i Rys. 3.7. Geometriazadania granicznego

w sytuacji gdy pomiary temperatury Fig.3.7. Geometryo fthe boundary problem
dotyczg wezta nr 3 (a wigc blizej brzegu z

nieznanym warunkiem brzegowym).

Obliczenia potwierdzajg wptyw wstepnego oszacowania wielko$ci niewiadomych (a
szczegoblnie elementéw macierzy kowariancji G”) na dokladno$¢ estymacji. Zbyt duze
warto$ci Syopowoduja, ze estymaty y sg bardzo niepewne, bowiem charakteryzujg sie duzymi
warto$ciami odchylenia standardowego Sf (tablice 3.6, 3.7 i 3.8). Dla wartoéci £,0-0.5,
a wiec takiej, ktéra obejmuje caly fizykalnie mozliwy (dla liczby Biota Bi= 1) zakres
zmienno$ci identyfikowanego strumienia ciepta, uzyskano zadowalajgcg doktadno$¢ estymacji
(zwtaszcza w pierwszych pieciu krokach czasu). Doktadno$¢ estymacji zwieksza sie
oczywiscie wraz ze zmniejszaniem warto$ci oszacowania S~. Nieuzasadnione przyjecie zbyt
matych wartosci (a wiec przeszacowanie oceny poczatkowej) moze jednak prowadzi¢ do
niewtasciwych rezultatéw. W efekcie uzyskuje sie rozwigzanie o duzej wiarygodnos$ci (mate
wartoéci Ss), lecz zbiezne do niewtadciwego rozwigzania. Sytuacje taka przedstawiono na
prezentowanych wykresach dla ~=0.05 (dla ostatnich krokéw czasu rozwigzanie odchyla
sie wyraznie od wartosci doktadnych).

W artoé§¢ zaktécenia 5 wptywa na wyniki obliczen estymaty y, cho¢ nie ma oczywiscie
wplywu na zmiane macierzy kowariancji Gr Tak wiec réznica pomiedzy estymatg y a
rozwigzaniem doktadnym (symulowanym) tylko cze$ciowo okres$la doktadno$¢ estymaciji.
Miarg doktadnos$ci sg takze elementy macierzy kowariancji Gs estymaty y. Rozwigzanie y,
moze si¢ bowiem z réwnym prawdopodobiefistwem znajdowaé¢ w przedziale yr S~ :

Podobnie jak w poprzednich przyktadach doktadno$¢ estymacji silnie zalezy od

usytuowania punktéw pomiarowych. Przeniesienie punktu pomiarowego z wezta nr 1 do

wezta nr 3 zwieksza wyraznie doktadnos$¢é estymaciji (rysunek 3.10 i tablica 3.8)
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Rys. 3.8. Estymacja strumienia ciepta na powierzchniptyty

Fig. 3.8. Estimation ofthe heatflux on the surface ofthe plane wall

Tablica 3.6
W yniki estymacji strumienia ciepta na powierzchni ptyty

(zaktécenie 5=0.01, jeden punkt pomiarowy: nr 1)

Strumien ciepta q, g, odchylenie standardowe S,

o Warto$¢ 10.8 A . 0.25 g# - 0.05

doktadna

«(Fo) <QFo) «Fo) <?(Fo)
0.1 772 774 13.6 774 .0038 773 .0038
0.2 670 676 18.0 675 .0136 .670 .0123
0.3 .605 586 17.3 .588 .0306 5% .0230
0.4 556 594 14.9 .585 .0514 .560 .0305
0.5 514 424 16.3 449 .0721 .506 .0345
0.6 AT7 633 15.1 .584 .0902 .490 .0368
0.7 443 279 26.9 .350 .1049 430 .0382
0.8 412 556 19.7 474 1165 418 .0393
0.9 .383 .260 20.1 .336 .1260 420 .0415
1.0 .357 497 18.8 .394 1471 466 .0465
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Rys. 3.9. Estymacja strumienia ciepta na powierzchniptyty

Fig. 3.9. Estimation ofthe heatflux on the surface ofthe plane wall

W yniki estymacji strumienia ciepta na powierzchni ptyty

(zaktécenie 5=0.05, jeden punkt pomiarowy: nr 1)

Strumien ciepta q, q, odchylenie standardowe St

Warto$é ¢« = 08 S# = 0.25 sq0
I B
772 782 1 13.6 782 ! .0199 774
670 699 i 18.0 .688 i .0614 .655
.605 512 17.3 560 | .1150 .580
.556 747 ) 14.9 579 i 1527 .544
514 .065 i 16.3 475 1726 514
AT77 1.256 15.1 551 .1840 .502
443 -371 1 26.9 409 | 1913 487
412 1.135 i 19.7 443 i .1968 487
.383 -.230 ! 201 434 .2080 .489

357 1054 iy 188 459 | 2330 497

Tablica 3.7

.0171
.0336
.0408
.0432
.0445
.0455
.0465
0477
.0488
.0497
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Fig. 3.10. Estimation ofthe heatflux on the surface ofthe plane wall
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Rys. 3.10. Estymacja strumienia ciepta na powierzctfHiptyty
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Tablica 3.8

W yniki estymacji strumienia ciepta na powierzchni ptyty

(zaktocenie 6=0.01, dwa punkty pomiarowe: nr 1i 3)

Wartos$¢
doktadna
a(Fo)

772
.670
.605
.556
514
AT77
443
412
.383
.357

Strumien

S
?(Fo)

.782
*694
.553
.642
.319

ciepta q, q, odchylenie standardowe S,

o8

S,

3.74
3.16
3.18
2.83
2.44
4.89
2.83
4.84
5.65
2.44

S, =

<7(Fo)

774
.668
.605

0.25

S4

.0027
.0081
.0163
.0229
.0299
.0364
.0423
.0476
.0525
.0577

S* = 0.05
<2(Fo) ! st
724 1 .0027
.668 .0078
605 | .0141
561 ! .01%
519 i .0236
471 | .0266
436 | .0288
403 ] .0306
403 j .0320
408 1 _.0362
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3.2.3. ldentyfikacja strumienia ciepta na powierzchni komory
spalania

Proponowana metoda rozwigzania odwrotnego zagadnienia granicznego zostala
z powodzeniem zastosowana do analizy parametréow rozpylania paliwa ciektego na podstawie
identyfikacji strumienia ciepta w $cianie komory spalania.

Charakterystyczna cecha ptomienia olejowego jest jego duza emisyjnos¢. Praktyka
pokazuje jednak, ze zakres mozliwych wartosci parametréw ptomienia decydujgcych
o intensywnos$ci promieniowania cieplnego jest do$¢ szeroki. Z tego wzgledu dla jednakowej
wydajnosci cieplnej palnika strumienie ciepta przejmowane przez nagrzewany materiat moga
sie znacznie r6zni¢. Dla danego paliwa i danego stosunku nadmiaru powietrza do spalania
decydujgca role odgrywaja tu parametry rozpylania paliwa.

Celem przeprowadzonych badan byta ocena wplywu parametrow rozpylania paliwa na
efektywnos$¢ przekazywania ciepta przez plomien. Na podstawie badan laboratoryjnych
przeprowadzonych w komorze spalania okre$lono dla r6znych ptomienirozktady temperatury
w $cianie komory. Na podstawie wynikéw pomiaré6w wyznaczono strumienie ciepta w $cianie
komory. ldentyfikacje strumieni ciepta przeprowadzono rozwigzujac zagadnienie odwrotne
za pomocag zaprezentowanej metody estymacji statystycznie optymalnej.

W laboratoryjnej komorze spalania o wydajnos$ci cieplnej okoto 50 kW spalano olej
napedowy w palniku gazodynamicznym, w ktérym paliwo ciekte rozpylane jest za pomoca
strumienia powietrza. Przy statej wydajnos$ci palnika oraz statym stosunku nadmiaru
powietrza zmieniano parametry rozpylania poprzez zmiane ilosci i temperatury powietrza
rozpylajgcego. W sumie przebadano 20 ré6znych wariantéw ptomienia.

Dla kazdego wariantu stosowano identyczng procedure pomiarowag. W czasie jednego
cyklu trwajgcego 90 minut nagrzewano komore od stanu zimnego rejestrujac co Ar=15
minut temperature w kilkunastu punktach $ciany komory. Pomiary wykonywano za pomocg
termopar (usytuowanie punktéw pomiarowych w $cianie komory spalania przedstawiono na
rysunku 3.11). Na podstawie tych pomiaréw opierajac sig na rozwigzaniu granicznego
zagadnienia odwrotnego wyznaczono $rednie wartoéci strumienia ciepta wnikajgcego do
wewnetrznej powierzchni $ciany komory. Poczatkowy rozkiad temperatury w $cianie
przyjmowano jako znany na podstawie wynikéw pomiar6w. Bilad pomiaru temperatury
wynosit Vij,=3K. Przyjete wstepne oszacowania strumienia ciepta wynosity:

Jo(r)= 10000W/m2, 590=5000W /m 2. Na zewnetrznej powierzchni $ciany przyjeto warunek

brzegowy trzeciego rodzaju.
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Rys. 3.13. Rozktad strumienia ciepta na $cianie komory

Fig. 3.13. Distribution o fthe heatflux on the wailofa chamber

Rys. 3.11. Usytuowanie punktéw pomiarowych w $cianie komory spalania

Fig. 3.11. Location ofsensors in the wali ofa combustion chamber
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Rys. 3.14. Rozktad strumienia ciepta na $cianie komor
Rys. 3.12. Rozklad strumienia ciepta na $cianie komory y z umienia ciep lani y

Fig. 3.12. Distribution ofthe heatflux on the wallofa chamber Fig. 3.14. Distribution o fthe heatflux on the wallofa chamber
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Na rysunkach 3.12 i 3.13 przedstawiono typowe rozktady identyfikowanego strumienia
ciepta w funkcji czasu dla réznych punktéw potozonych na $cianie komory. Uzyskano
stosunkowo duzg doktadnos$¢ estymacji, co ilustruje rysunek 3.14. Linia ciggta przedstawia
obliczona estymate q(r), a obszar zacieniowany wyznacza granice q{T)+Sa, gdzie
Sajest obliczonym odchyleniem standardowym estymaty q(r).

Uzyskane wynikipozwolity przeprowadzi¢ analize przeptywu ciepta od ptomienia do $cian
komory w czasie jej nagrzewania, jak réwniez analize wplywu parametréw rozpylania na
jakoéciowe i iloéciowe zmiany strumieni ciepta w komorze [47].

Wykorzystanie metodykirozwigzywania zagadniefhodwrotnych do wyznaczenia strumienia
ciepta na powierzchni $cian komory spalania umozliwito ponadto przeprowadzenie badan w

stanach nieustalonych, przez co uzyskano znaczng oszczedno$¢ czasu i kosztéw badan.

3.3. Wnioski

Z przeprowadzonych analiz wynika, ze metoda estymacji statystycznie optymalnej, jaka
jest rachunek wyréwnawczy, stanowi skuteczne narzedzie rozwigzywania odwrotnych
zagadnien granicznych przewodzenia ciepta. Przeprowadzone testy numeryczne stawiajgce
duze wymagania odnoénie do stabilnosci metody wykazaly jej zadowalajagcqg doktadno$¢,
w przypadku jednak rozszerzonej wersji metody. Wykorzystanie wiedzy a priori o
estymowanych wielkosciach poprawia stabilno$¢ metody i zmniejszajej czuto$¢ na zaktécenia
danych wejsciowych. Efektywne stosowanie metody wymaga jednak pewnego doswiadczenia
w celu wtasciwego okreélenia poczgtkowej oceny poszukiwanych wielko$ci.

Istotna zaletg rachunku wyréwnawczego, jak i innych metod estymacji statystycznie
optymalnej jest mozliwo$¢ bezposredniej oceny statystycznej uzyskanych wynikéw, a tym
samym ich wiarygodno$ci. Jest to wazna cecha, gdyz w warunkach praktycznych nie istnieje
zazwyczaj mozliwo$¢ weryfikacji doktadnos$ci obliczen, gdyz identyfikowane wielko$ci sa
najczesciej niedostepne pomiarowo. Wazne jest, ze metoda nie narzuca zadnych ograniczen
dotyczgacych lokalizacji punktéw pomiarowych. Rachunek wyréwnawczy moze by¢ tez
stosowany do rozwigzywania probleméw nieliniowych. Dla zagadnien nieustalonych analizie
poddaje sie zazwyczaj informacje pomiarowe dotyczace pewnej grupy lub wszystkich
rozpatrywanych krokéw czasu. Zwieksza to dokltadnos$¢é estymacji w poréwnaniu z algo-
rytmami sekwencyjnymi (jak np. algorytm filtracji dynamicznej), lecz dla zagadnien
wielowymiarowych znacznie komplikuje strukture algorytmu obliczeniowego.

Uniwersalny charakter metody sprawia, ze zakres jej zastosowan nie ogranicza si¢ do

rozwigzywania granicznych zagadnien odwrotnych.

4. Zastosowanie metody filtracji
dynamicznej

Ogélne zadanie dynamicznej estymacji statystycznie optymalnej (filtracji dynamicznej)
polega naokre$leniu, na podstawie zaktéconych pomiaréw, pewnego przyblizenia czasowego
identyfikowanych wielko$ci okre$lajgcych stan procesu. Poniewaz jako$¢ tego przyblizenia
(estymaty) wynika z minimalizacji pewnego wskaznika jakos$ci, to zagadnienie nazywamy
estymacjg optymalna.

Rozwigzanie zagadnienia estymacji optymalnej sktada sie z nastepujgcych etapow:

. Opracowanie modelu matematycznego procesu (obiektu) wigzgcego ze soba
wielko$ci podlegajace estymacji (niewiadome, mierzone) oraz okres$lenie modelu
zaktécen pomiaréw i zaktécen obiektu.

. Okres$lenie wskaznika jako$ci (a wigc funkcji celu estymacji).

. Wyprowadzenie algorytméw obliczeniowych.

W przypadku gdy wielkosci podlegajace estymacji oraz zakiécenia traktowane sg jako
zmienne stochastyczne o normalnym rozktadzie gestosSci prawdopodobiefstwa, problem
nazywa si¢ estymacja statystycznie optymalng.

Metoda filtracji dynamicznej, znanaréwniez pod nazw"filtru Kalmana, jestjedng z najpo-
pularniejszych metod estymacji statystycznie optymalnej stosowanych do wyznaczania
pomiarowo niedostepnych zmiennych procesowych, na podstawie znajomoéci biezgacych
wartosci wielkosci pomiarowo dostepnych oraz znajomos$ci modelu matematycznego
wigzacego obie te grupy wielkoséci. Zakres zastosowan filtru Kalmana jest bardzo rozlegty
i obejmuje gtéwnie takie dziedziny jak sterowanie (w przypadkach gdy znajomo$¢
niedostepnych pomiarowo zmiennych procesowych jest niezbedna do sterowania procesem),
nawigacja, radiolokacja i wiele innych. Filtracja dynamiczna jest réwniez wykorzystywana
do identyfikacji parametrow modeli proceséw dynamicznych czy do przewidywania
(predykciji) ciagéw czasowych [34]. Tak zdefiniowany przedmiot zastosowan metody filtracji
dynamicznej miesci sie¢ robwniez w pewnej klasie zagadnien odwrotnych, a w tym réwniez
zagadnien nieustalonego przewodzenia ciepta. Do typowych probleméw zaliczy¢ tu mozna
wyznaczanie pél temperatury przy nieznanym warunku poczatkowym, wyznaczanie

nieznanych warunkéw brzegowych czy identyfikacje parametrow termofizycznych.
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Pierwsze prace dotyczace mozliwos$ci zastosowan metody filtracji dynamicznej do
rozwigzywania odwrotnych zagadnien przewodzenia ciepta, a dotyczace identyfikacji
nieustalonych pé6l temperatury sa autorstwa J.M. Macewitego i A.V. Multanowskiego np.
[28],[29],[30]. W zespole tym powstaty liczne prace poswiecone tej tematyce jak na przyktad
monografia [27]. W Instytucie Techniki Cieplnej Politechniki Slaskiej prowadzone byty prace
dotyczgce zastosowan metody filtracji dynamicznej do identyfikacji pola temperatury we
wsadzie nagrzewanym w piecach wgtebnych przy nieznanym poczatkowym rozktadzie tempe-
ratury wsadu [50],[62]. Model filtru Kalmana zostat tu sprzezony z opracowanym modelem
matematycznym procesu nagrzewania wsadu. Prowadzone bytly takze prace teoretyczne
dotyczace zastosowan metody filtracji do rozwigzywania nieliniowych zagadnien odwrotnych
(identyfikacja wspétczynnikéw wnikania ciepta) czy odwrotnych zagadnien granicznych
[25],[47],[50]. Metoda filtracjidynamicznej, podobniejak metoda rachunku wyréwnawczego,
nalezy do tej samej grupy metod estymacji statystycznie optymalnej. Z tego tez wzgledu
podstawy teoretyczne metod, jak i ich wtasciwos$ci sg bardzo podobne. Uwaga ta dotyczy
zwtaszcza stabilnosci metod i ich czutosci na zakitécenia danych wejsSciowych. W tym
przypadku stabilizujgce dziatanie filtru Kalmana opiera sie na zasadzie analogicznej jak
w przypadku rozszerzonej wersji algorytmu rachunku wyré6wnawczego (rozdziat 3.1.3).

Ro6znice pomiedzy metodami polegaja gtéwnie na odmiennym sformutowaniu problemu
i zakresie zastosowan (filtracja dynamiczna z zatozenia przeznaczona jest do analizy
proces6w nieustalonych). W przypadku rachunku wyréwnawczego model matematyczny
procesu reprezentowany jest poprzez réwnania wigzéw (np. (3.12) lub (3.27)). Wskaznik
jakosci zdefiniowany jest poprzez odpowiednig forme kwadratowg (np. (3.15) lub (3.31)).
W stosunku do btedéw pomiaréw przyjmuje sig postulat o normalnym rozktadzie funkcji
gestosci prawdopodobienstwa (cho¢ statystyczne uzasadnienie tej tezy jest w wiekszos$ci
przypadkéw prawie niemozliwe). Wielkosci poddawane uzgadnianiu sa wielko$ciami
stochastycznymi, cho¢ zatozenie takie nie zawsze jest przyjmowane explicite
w opracowaniach dotyczgcych zastosowan rachunku wyréwnawczego.

W przypadku metody filtracji dynamicznej postulat o stochastycznym charakterze
wielkosci charakteryzujacych proces (wielko$ci stanu) i normalnym rozktadzie funkcji
gestosci prawdopodobiefstwa wielko$éci obserwowanych lezy u podstaw teoretycznych
metody. Metoda filtracji moze by¢ stosowana do obiektéw, ktérych opis matematyczny moze
by¢ przedstawiony w postaci ciggtej lub dyskretnej. W dalszym ciggu analizowana bedzie
wytagcznie wersja dyskretna metody. W rozdziale 4.1 przedstawiono podstawowe zatozenia
algorytmu filtracji. W rozdziale 4.2 przedstawiono przyktady zastosowan metody do

rozwigzywania liniowych i nieliniowych zagadnien identyfikacji p6l temperatury.
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4.1. Podstawy teoretyczne metody filtracji dynamicznej

Zaktada sie, ze model matematyczny procesu (np. model nieustalonego pola temperatury
w weztach podziatu réznicowego ciata) da sig zapisa¢ w pewnej standardowej postaci

nazywanej réwnaniem stanu:

Y. =7 uy* + ¢+ Az* (4'0
gdzie:

y*+i> yk ~ wektory (o diugosci N) identyfikowanych wielko$ci w chwili czasu
k + 1, oraz k,

<+ u - tzw. macierz stanu (lub macierz przej$cia) owymiarach# -N
ustalajagca relacje pomiedzy szukanymi wielko$ciami y w dwéch
kolejnych krokach czasu,

ck - wektor statych wspétczynnikow,

zk - wektor statystycznie niezaleznych zaktécen oddziatujacych na
analizowany proces,

A - macierz wspoétczynnikow.

Przyjmuje sie, ze wektor zaktécen stochastycznych zko macierzy kowariancji G, spetnia

warunek:

E{zk} =0 (4.2)

Dla rozpatrywanych zagadnien zakl6cenia reprezentowane przez wektor z mozna interpre-
towacé¢ jako miare niepewnos$ci (szum) poszczegdblnych réwnan modelu matematycznego.
Z uwagijednak na brak przestanek do okres$lenia wartosci elementéw macierzy kowariancji
Gz zaktécenie to wyeliminowano z dalszych rozwazan.

W chwili czasu k+ 1 dokonuje sie pomiar6w w s punktach uktadu (obszaru). Wyniki

pomiaréw tworzg wektor xt+I. Zwigzek pomiedzy wynikami pomiaré6w xt+1 a zmiennymi

stanu yH1l wyraza tzw. réwnanie wyj$é:

4.3
** = Hy*i + v (4-3)
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gdzie:
*kyp - wektor wynikéw pomiaréw (zawierajgcy s elementéw),
H*+1=H - macierz wskaznikowa ustalajgca relacje pomiedzy wynikamipomiaréw
i wielkoSciami estymowanymi,
vH1 - wektor statystycznie niezaleznych zaktécen oddziatujgcych napomiary.

Macierz H wyraza relacje, jakie wystepujag pomiedzy wielkoSciami podlegajgcymi
estymacji a wynikami pomiaréw. W przypadku gdy pomiary dotyczg bezpos$rednio identy-
fikowanych wielkoéci, elementy macierzy H sg rébwne 1 lub 0. Taka sytuacja wystepuje
wtasnie w przypadku analizowanych zagadniern odwrotnych, gdyz przyjmuje sie, ze mierzona
jestwprost temperatura w pewnych punktach ciata. W takim przypadku potozenie elementow
macierzy H o warto$ci 1 wskazuje na te wezty podziatu réznicowego obszaru, w ktérych
dokonuje sie pomiaru temperatury. Posta¢ macierzy H moze ulega¢ zmianie w sposo6b
dynamiczny, jezeli w trakcie trwania procesu zmienia sie zestaw danych pomiarowych.

Odnos$nie do zaktécen pomiarowych reprezentowanych przez elementy wektora v

przyjmuje sie, ze sg one statystycznie niezalezne o $redniej wartosci:

E{yk] = 0 (4.4)

oraz o macierzy kowariancji:

comfyk} = E{vtv} = {1 Jjiii k%]j (4'5)

Ostatecznie przyjmujemy, ze model procesu, np. model nieustalonego pola temperatury,
W pewnym obszarze jest opisany rownaniami (4.1) i (4.3), przy czym réwnania te traktuje
sie jako stochastyczne, gdyz wigzg one ze sobg zmienne losowe.

Celem estymacji jest wyznaczenie nieznanych wielkoéci (zmiennych stanu) yt+, przy

czym nie sg one bezpos$rednio dostepne pomiarowo. Znany jest natomiast ciag pomiaréw Zj:

Kazdy z wektoréw z( powigzany jest zaleznoécia (4.3) ze zmiennymi stanu y,. Estymata
warunkowa yk+v) wektora yt+l wyznaczona na podstawie pomiaréw z,, Zj,..., z,jest pewna

funkcja wektorowa pomiaréw:

OKIj = /*(*1s *»>eee>®l)  f 1(Z) (4.7)
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Zadaniem estymacji jest wyznaczenie postaci funkcji Ct+i- Jezeli k + I> j, to zadanie
nazywane jestpredykcjg (przewidywaniem). Gdy k+ 1=j, to moéwimy o filtracji (korekcji),
adlak + K j mamy do czynienia z tzw. wygtadzaniem.

Zadanie to polega, jak juz wspomniano wczeéniej, na zdefiniowaniu funkcji celu
(wskaznikajakos$ci) irozwigzaniu zdefiniowanego problemu optymalizacyjnego. W literaturze
[31], [34] mozna spotka¢ rézne metody wyprowadzenia réwnan algorytmu filtracji
dynamicznej, tzn. algorytmu filtru Kalmana. W monografii [34] r6wnania filtru wyprowadza

sie bazujac na pojeciu wskaznika jako$ci estymacji Jk+I zdefiniowanego w nastepujacy

spos6b:
_ * - * _ (4.8)
= f (y*. -y*.)riy*. - y*iy*.,|Zw)rfyi
gdzie:
y*+1 - wektor doktadnych wartosci identyfikowanych wielkos$ci,
yk+Vj - optymalna estymata identyfikowanych wielko$ci,
p(y |2) - warunkowa funkcja gestosci prawdopodobieristwa a posteriori, tzn.

wyznaczona w warunkach znajomos$ci sekwencji pomiaréw zZk+1.
Wyrazenie yt+1 - yH1l wyraza btad estymacji zdefiniowany jako réznica pomiedzy nieznang
warto$cig prawdziwg yHl a estymatg yt+l. Optymalna estymate yHl wyznacza sie na
podstawie twierdzenia Shermana, w my$l ktérego estymata yk+i minimalizuje wskaznik

jakoéci Jt+1. Funkcja gestosci prawdopodobiefistwa warunkowego p(yjz) ma w tym

przypadku posta¢ [34]:

)
xxvM (211)05(detv)05(detG,M/MH05

*exp{ -1 [(YtH - * ktlkyk)TG k\/k (yktl - + (4.9)

~(*w - H IWiH/(H G w/ir +V)-(zw - H *MJtyt) 1}

gdzie:

(4.10)
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W zalezno$ci od rodzaju rozpatrywanego zagadnienia (i co si¢ z tym wigze - od postaci
rownania stanu (4.1)) rozr6znia sig rézne algorytmy filtracji dynamicznej. Dwa podstawowe
algorytmy filtracji to filtr liniowy (elementarny) oraz filtr nieliniowy. Réwnania tych dwéch
algorytmo6éw przedstawiono w rozdziatach 4.1.1 i 4.1.2.

Metoda filtracji dynamicznej oraz metoda rachunku wyré6wnawczego bazuje na analo-
gicznych zalozeniach estymacji statystycznie optymalnej. Jezeli rozpatrzymy rekurencyjng
wersje algorytmu rachunku wyréwnawczego (uzgadnianie z kroku na krok czasu), to okaze
sig, ze algorytmy obydwu metod sg prawie identyczne. Réznica wynika z nieco odmiennego
sformutowania wyj$ciowego réwnania wigzéw, np. (3.12) dla rachunku wyréwnawczego
i rownania stanu (4.1) dla filtracji dynamicznej.

W réwnaniach wiezéw wystepujag dwie grupy wielko$ci: mierzone x i niewiadome vy.
Wielkoéciom tym odpowiadajg dwie ré6zne macierze wspétczynnikéw A i B. W przypadku
filtracji dynamicznej réwnanie stanu zawiera wytacznie zmienne stanu y, czyli wielko$ci
niewiadome. Zwigzek (posredni Ilub bezposredni) pomiedzy wielkosciami mierzonymi
i niewiadomymiwyrazony jestodrebnym réwnaniem wyj$s¢ (4.3). Jezeli pomiarom podlegaja
bezposrednio zmienne stanu (np.mierzona jest temperatura w wybranych punktach ciata), to
pewne wielko$ci sa jednocze$nie traktowane jako niewiadome i mierzone. Ma to réwniez
swéj wyraz w postaci réwnania stanu, ktére zawiera wytgcznie jedna macierz
wspotczynnikéw, tzn. macierz przejécia * t+li*. Posta¢ r6wnania stanu jest wiec prostsza
anizeli analogicznego réwnania wiezéw, co przyczynia sie rowniez do uproszczenia procedur
numerycznych. Nie jest konieczne dodatkowe przeksztatcanie rownan modelu procesu w celu
wyodrebnienia obydwu grup wielko$ci. Z drugiej strony nalezy jednak pamigta¢, ze metoda
filtracji daje sie stosowa¢ do rozwigzywania znacznie wezszej klasy probleméw estymacji
anizeli metoda rachunku wyréwnawczego.

Podobnie jak w przypadku rozszerzonej wersji rachunku wyréwnawczego proces filtracji
rozpoczyna sie od oszacowania poczatkowych warto$ci niewiadomych yk i ich macierzy
kowariancji Gt (gdzie k oznacza poczgtkowa chwile czasu, np. k=0). Poczatkowe
oszacowanie estymaty yk oraz elementéw diagonalnych macierzy kowariancji Gk powinno
opiera¢ sig na przestankach fizykalnych. Nalezy unika¢ przeszacowania oceny poczatkowej,
tzn. zbyt malych elementéw macierzy kowariancji G*. Gdy brak jest jakichkolwiek
przestanek odnoénie do oszacowania elementéw macierzy Gk, to nalezy przyjmowa¢ bardzo

duze poczatkowe warto$ci elementéw tej macierzy.
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4.1.1. Filtr liniowy

Podstawowy przypadek filtracji dotyczy ro6wnania stanu w postaci liniowej:
Y. = y* +c* @V

Problem filtracji liniowej wystepuje na przyktad podczas identyfikacji nieustalonych pél
temperatury czy przy rozwigzywaniu granicznych zagadnien odwrotnych (identyfikacja
strumienia ciepta na brzegu ciata). Algorytm filtracji optymalnej wyprowadza sie opierajac
sie na minimalizacji wskaznika jako$ci (4.8). Wyprowadzone w ten sposéb réwnania filtru
dzieli si¢ zazwyczaj na dwie grupy majace odmienny sens statystyczny.

Roéwnanie modelu zjawiska (réwnanie stanu) przedstawia tzw. informacje a priori
o przebiegu procesu. Informacja ta moze by¢é wykorzystana do przewidywania (czyli tzw.
predykcji) estymowanych wielko$ci w chwili czasu k+ 1 bez wykorzystania jakichkolwiek
informacji pomiarowych. Jezeliw chwili czasu k znanajest estymata zmiennych stanu y* oraz
macierz kowariancji Gk, to estymata y*+i/t oraz macierz kowariancji G k+Vk wyznaczane sa

na podstawie rownania stanu (4.11) oraz prawa propagacji btedow:

IJm * % kxy yr4cH (4'12)

G*« =iu G .C 413

W chwili czasu k+ 1 przeprowadza sie pomiary wielko$ci stanu w s punktach ciata.
W yniki pomiaréw tworzg wektor zH1 i sa zwigzane z wielkoéciami stanu réwnaniem wyjsé¢,
tzn. (4.3). Btedy pomiaréw sa reprezentowane przez macierz kowariancji Vi+1. W yniki
pomiaréw zksa podstawg do statystycznej korekcji ocen yt+1/t i Gt+l1/t. Proces ten nazywa sie
filtracja (korekcja). Optymalna estymata yt+l oraz macierz kowariancji G+, opisane sa
nastepujacymi zalezno$ciami [31],[34]:

y*n + K - H**tyd (4-14)

(4.15)
Gkil = Gkuk - GHITtHr [HG tHlHr ¢ VM ]" HG W
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Macierz Kt+1l nosi nazwe macierzy wzmocnienia filtru i dana jest zalezno$cia:
.6 worv A (4.16)

Wyrazenie:

2 “HiIDUjw = - Hy H(d (4.17)

wystepujgce po prawej stronie zalezno$ci (4.14) przedstawia réznice pomiedzy wynikami
pomiaru zk a ocena yk+l/k wynikajacag ze znajomoéci modelu matematycznego procesu.
Réznica ta pomnozona przez macierz wzmocnienia Kt1 stanowi poprawke dodawana do
oceny vyk+ut, a wynikajaca z uwzglednienia dodatkowej informacji a posteriori, tzn.
informacji pomiarowej.

Algorytm liniowego filtru Kalmana jest réwniez bardzo dogodny do realizacji

numerycznej. W kazdym kroku czasu oprécz operacji macierzowych nalezy odwracac jedynie

macierze o stosunkowo matych rozmiarach (s-s). W przypadku gdy parametry wystepujace
w réwnaniu stanu nie sa funkcjami czasu, to algorytm filtru jest zbiezny, jezeli elementy
macierzy wzmocnienia Kt+1l i macierzy kowariancji GH1 malejg do pewnych statych
warto$ci. Zbieznoé¢ algorytmu da sig oceni¢ wytacznie na podstawie modelu procesu
(réwnania stanu) i doktadnos$ci pomiaréw Vi+, natomiastbez znajomos$ciwynikéw pomiaréw

(identyczna ceche wykazuje algorytm rachunku wyréwnawczego).

4.1.2. Filtr nieliniowy

Modele matematyczne wielu probleméw opisywane sgréwnaniami nieliniowymi. Sytuacja
taka wystepuje réwniez bardzo czesto w przypadku rozwigzywania granicznych zagadnien
odwrotnych. Przyktadem moze tu by¢ na przyktad identyfikacja liczby Biota, tzn. warunku
brzegowego na powierzchni ciata (nieliniowo$¢ typu iloczynu identyfikowanych wielko$ci:
liczby Biota i temperatury).

Nieliniowe ré6wnanie stanu mozna zapisa¢ w nastgepujacej macierzowej postaci:
y*i = + c* (4'18)

przy czym wyeliminowano tu zrozwazan wektor stochastycznych zaktécen zkoddziatujgcych

na analizowany proces.
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Teoretycznie ré6wniez ré6wnanie wyj$¢ moze mie¢ posta¢ nieliniowa (jezeli np. zmienne
stanu nie sga bezposSrednio mierzone, a zwigzki pomiedzy zmiennymi stanu a wynikami

pomiaru sg nieliniowe):
Xt = + vw (419)

Nalezy jednak stwierdzi¢, ze w przypadku analizy odwrotnych zagadnien przewodzenia
ciepta rownanie wyj$s¢ ma zazwyczaj posta¢ liniowa, tzn. (4.3).

Rozwigzanie problemu filtracji nieliniowej sprowadza sig w zasadzie do linearyzacji
w kazdym kroku czasu réwnania stanu (4.18) i r6bwnania wyj$s¢ (4.19). Podobnie jak dla filtru
liniowego i w tym przypadku algorytm filtru nieliniowego mozna podzieli¢ na dwie czesci
odnoszace sie do etapu predykcji i korekcji [31],[34].

W procesie predykcji estymate y*+i/t oraz macierz kowariancji Gt+1/t wyznacza sie na

podstawie ré6wnania stanu (4.11) oraz prawa propagacji btedéw:

=P u (M )+ (420)

9¥M JI{yt,k) r d¥M A yt, k) 4.21)

* = _ * aj;

gdzie yk jest znana estymatg zmiennych stanu w chwili czasu k+ 1, a Gt oznacza macierz

kowariancji wektora yk.

Optymalne estymaty yt+l oraz GH1 dla procesu filtracji (korekcji) opisane sa

nastepujacymi zalezno$ciami [34]:

dhT(yk.uk,k+1)
Gt,i ~ - Gt.1t
dyk.uk

(4.22)

dh(yk.llkM D

3h(ytMferl) G dhr(yiti/t.fcrl) +v
3y* 3ytrw*
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y=i =W+ Khtl[zth - h(yt,k+) (4-23>

Macierz wzmocnienia filtru Kt+1 jest dana zaleznos$cia:

= Gt, § TU* u~r+1) yM (4.24)

W przypadku gdy réwnanie wyj$s¢ (4.19) jest liniowe (tzn. dane zaleznoécia (4.3)), to

rownania (4.23),(4.22) i (4.24) obowigzujg w dalszym ciggu, z tym tylko ze w réwnaniu
(4.23) nalezy podstawic:

h(y*,Ar-1) = H** u yt (4-25)
a w réwnaniach (4.22) i (4.24):
3hr(yt.rt,*+1) _ n (4.26)
5y<>,

Rozwigzywanie nieliniowych zagadnien odwrotnych wigze sie zazwyczaj z konieczno$cig

zmiany struktury réwnan modelu matematycznego. Struktura ta musi by¢ bowiem
dostosowana do ogélnej postaci r6wnania stanu. Z tego wzgledu nalezy zazwyczaj rozszerzy¢
wektor zmiennych stanu (czesto nawet w dos$¢ sztuczny spos6b) o dodatkowe parametry
podlegajgce identyfikacji, a wystepujace w cztonach nieliniowych. Rozszerzenie wektora
zmiennych stanu pocigga za sobg konieczno$¢ przebudowy macierzy przej$cia, tak aby mozna
byto uzyskaé¢ réwnanie stanu w swej standardowej postaci (4.11). Kosztem dodatkowych

przeksztalcen macierzowych uzyskuje sie ostatecznie bardzo pozadana numerycznie unifikacje
zapisu réwnan filtru.

4.2. Rozwigzywanie zadan odwrotnych przewodzenia cieplta

Statystycznie optymalna filtracja dynamiczna jako metoda identyfikacji niedostepnych
pomiarowo parametréw procesu obejmuje obszarem swych zastosowan réwniez pewne zagad-
nienia odwrotne przewodzenia ciepta. Warunki wstepne, jakie muszg by¢ w tym przypadku
spetnione, to: nieustalony charakter procesu oraz opis modelu matematycznego procesu w

postaci r6wnania stanu, a wigc na przyktad w postaci (4.11) lub (4.18).
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Jak juz wspomniano, pierwsze zastosowania filtracji dynamicznej do rozwigzywania
odwrotnych zagadnien przewodzenia ciepta dotyczyty probleméw identyfikacji nieustalonych
pél temperatury przy nieznanym warunku poczgtkowym [28],[30],[62]. Jest to zreszty
problematyka (mieszczaca sie w klasie zagadnien liniowych), do rozwigzywania ktérej
filtracja dynamicznajest narzedziem szczegdlnie efektywnym. Przyktady zastosowan filtracji
dynamicznej do identyfikacji jedno- i dwuwymiarowych pél temperatury przedstawiono
w rozdziale 4.2.1. Jednoczesna identyfikacja pola temperatury oraz warunkéw brzegowych
(klasyczne odwrotne zagadnienie graniczne) moze byé¢ sformutowana w rézny sposoéb.
W rozdziale 3, gdzie do rozwigzania problemu zastosowano rachunek wyréwnawczy, identy-
fikacji podlega wprost zmienny w czasie strumienn ciepta na powierzchni ciata. Nieco
odmienne podej$cie zastosowano w przypadku filtracji dynamicznej, gdzie zalozono, ze
identyfikacji podlegajg parametry charakteryzujgce warunek brzegowy trzeciego rodzaju,
a wiec liczba Biota i temperatura ptynu [25]. Przyktady rozwigzania tak sformutowanego
odwrotnego zagadnienia granicznego przedstawiono w rozdziale 4.2.2.

Rozwigzanie kazdego problemu nalezy rozpoczyna¢ od sformutowania modelu matema-
tycznego rozpatrywanego procesu. Model ten nalezy przeksztalci¢ do postaci r6wnania stanu
(4.11) lub (4.18), przy czym wszystkie podlegajace identyfikacji wielkosci muszg by¢
elementami wektora zmiennych stanu. Procedura ta jest prosta, gdy identyfikacji podlega
wytacznie pole temperatury. W takim bowiem przypadku dyskretny model pola temperatury,
dany np. zaleznos$cig (1.1), jest zarazem wprost réwnaniem stanu. Odmienna sytuacja
wystepuje, gdy identyfikacji podlegaja réwniez inne parametry procesu, jak np. wielko$ci
charakteryzujace warunki brzegowe <czy parametry termofizyczne ciata. W takich
przypadkach konieczne jest przeksztalcenie modelu dyskretnego (1.1) do postaci réwnania
stanu oraz rozszerzenie wektora niewiadomych wielkosci o dodatkowe identyfikowane
parametry. Ponadto uzyskuje sie zazwyczaj w takich sytuacjach nieliniowe sformutowanie
r6wnania stanu (przy czym typ nieliniowo$ci zalezy od rodzaju rozpatrywanego problemu).

W nastepnym etapie nalezy utworzy¢ réwnanie wyjs¢ ((4.3) lub (4.19)) okre$lajace
zaleznos$ci pomigedzy wielko$ciami mierzonymi a zmiennymi stanu. Problem ten sprowadza
sie do wyznaczenia macierzy wskaznikowej H wystepujacej w réwnaniach (4.3) i (4.19).

Sformutowanie problemu korficzy oszacowanie poczgtkowych warto$ci zmiennych stanu
y, oraz elementéw diagonalnych macierzy kowariancji G0. Przy szacowaniu tych wielko$ci
nalezy kierowac¢ sie tymi samymi przestankami jak w przypadku rozszerzonej wersji

rachunku wyré6wnawczego (patrz rozdziat 3.1.3).
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4.2.1. ldentyfikacja nieustalonych pdl temperatury

Jak juz wspomniano, najbardziej klasyczne zastosowanie metody filtracji w problematyce
zagadnien odwrotnych przewodzenia ciepta dotyczy identyfikacji nieustalonego pola
temperatury w ciele, gdy nie jest znany warunek poczatkowy, a znane sg wyniki pomiaru
temperatury w wybranych punktach na powierzchni lub wewnagatrz ciata. W praktyce sytuacja
taka dotyczy np. wyznaczenia pola temperatury w nagrzewanych w piecu wlewkach, gdy nie
jest znany rozktad temperatury wlewkéw w momencie zatadowania do pieca. Innym intere-
sujacym problemem badawczym (cho¢ nie bedgacym przedmiotem niniejszej rozprawy) jest
tu problem identyfikacji temperatury i potozenia granicy fazy w zagadnieniach ze zmiang fazy
(problemy hutnicze, mrozenie i rozmrazanie produktéw zywnos$ciowych itp.).W dalszej
kolejnosci przedstawiono przyktady zastosowania metody filtracji dynamicznej do
identyfikacji nieustalonego pola temperatury w obszarach jedno- i dwuwymiarowych.

Pierwszy z przyktadéw dotyczy identy-
fikacji nieustalonego pola temperatury w
ptyciejednowymiarowej (rysunek 4.1). Ten
sam problem zostat rozwigzany za pomoca 1 2 3 4 5 T.(0)
metody rachunku wyréwnawczego, a wyni-
ki zaprezentowano w rozdziale 3.2.1.
Przyktad ten wykorzystano w celu poréw-
nania efektywnos$ci algorytmoéw i wynikéw
uzyskanych za pomocg obydwu metod. Rys. 4.1. Podziat réznicowy ptlyty

Przyjeto identyczne dane do obliczen jak  pjg_ 4.1, Discretization ofthe piane wali

w przypadku stosowania rachunku wyréw -
nawczego: poczatkowa (nieznana) temperatura w ptycie jest wyréwnana i wynosi TO=y0= 1,
temperatura ptynu Tpl= 0, aliczba Biota charakteryzujgca warunek brzegowy wynosi Bi=0.5.
Przyjeto, ze dokonuje sig pomiaru temperatury w jednym tylko punkcie potozonym na
powierzchni ptyty (wezet nr 5). Doktadng odpowiedZz temperaturowa zaktécano losowo (za
pomoca zaleznos$ci (2.2)) btedem 5=0.01. Do obliczen przyjeto nastepujagce oszacowanie
warunku poczatkowego yO0 i macierzy kowariancji G,: yi0=Q .15, GM=0.5. Tak przyjete
oszacowanie jest wigc dos$¢ odlegte od warto$ci doktadnych.

Podobnie jak w przypadku zastosowania rachunku wyréwnawczego (patrz rozdziat 3.2.1)
rozwigzanie zadania rozpoczyna sie od sformutowania r6wnan modelu matematycznego pola
temperatury w weztach ptyty. Zastosowanie na przykiad metody bilanséw elementarnych

prowadzi na wstepie do nastepujgcych réwnan temperatury w weztach ptyty:
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N
=de>r*+ W *
77 = N diri + d2272 + d23T1 (4 27)
ati _ . T , T A
~sa 4t s s 'Ys

gdzie 75jest wspotczynnikiem uwzgledniajgcym wptyw warunku brzegowego.

W przeciwienstwie do rachunku wyréwnawczego utworzenie réwnania stanu (4.11) nie
wymaga praktycznie zadnych transformacji uktadu (4.27). Nalezy tylko przeprowadzi¢
dyskretyzacje pochodnych wystepujacych po lewej stronie réwnan (4.27). W najprostszym

przypadku mozna zastosowa¢ schematjawny, co prowadzi do ré6wnania stanu w postaci:

1= 0 +AIN7'1,* + di2r2k
= d20 T\ + (1 +d22°2,k  +d2irik
AV =d*J » +(1 +d»)Tu + dM TAk (4.28)
nggen = ~a3\K o+ (2w dV) TEK + nas nsx

A5 *»1  =dS*/M4* + (N + Nss5) Ak + CSk

gdzie k oznacza rozpatrywang chwile czasu. Zastosowanie schematu jawnego nie jestjednak
zalecane ze wzgledu na konieczno$¢ kontroli dopuszczalnego kroku czasu ze wzgledu na
fizyczng poprawnos$¢ réwnan (4.28) [54]. Zastosowanie schematu niejawnego prowadzi
natomiast do réwnania w postaci, ktéra nie moze by¢ bezposrednio wykorzystana jako

rbwnanie stanu, tzn.:

DThl = Tt + ¢, (4-29)

Rownanie (4.29) mozna przeksztatcié w prosty sposéb do réwnania stanu (4.11)
identycznie jak w przypadku stosowania rachunku wyréwnawczego (rozdziat 3.2.1).
Ostatecznie uzyskuje sie r6wnanie stanu w postaci (4.11), gdzie y*+1=T#+1| oraz yt=T".

W poréwnaniu z metodg rachunu wyréwnawczego wyprowadzenie réwnania stanu jest
prostsze anizeli wyprowadzenie rownania warunkéw (3.53). W przypadku metody filtracji
nie jest bowiem konieczne rozdzielanie zmiennych na dwie grupy wielko$ci: mierzonych i
niewiadomych, a co za tym idzie - nie jest konieczne dzielenie macierzy wspoétczynnikéw D

na dwie podmacierze A i B.
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W chwili czasu k+ 1 dokonuje sig pomiaru temperatury w wybranych weztach ptlyty.
W analizowanym przyktadzie jest to wezet nr 5, tzn. Tit+] =xSi+l. Ré6wnanie wyj$S¢ wyraza

sie zalezno$cig (4.3). Macierz wskaznikowa H ma w analizowanym przyktadzie postac:
H =1[0,0,0,0,I] (4'30)

W yniki obliczern uzyskanych za pomoca filtracji dynamicznej (liniowa wersja algorytmu)
oraz za pomocg rozszerzonego algorytmu rachunku wyréwnawczego zestawiono w tablicy
4.1. Przyjeto krok catkowania po czasie AFo=0.1. Dla obydwu algorytméw zastosowano
identyczng sekwencje zaktécania odpowiedzi temperaturowej.

Tablica 4.1

W yniki identyfikacji temperatury w ptycie

Temperatura 7, T | odchylenie standardowe St

W artosé Metoda filtracji Metoda rachunku
Fo doktadna dynamicznej wyréwnawczego
7'i(Fo)
f.(Fo) St U Fo) sj
0.0 1.000 0.750 0.500 0.863 0.459
0.1 0.988 0.836 0.248 0.945 0.125
0.2 0.965 0.926 0.120 0.948 0.058
0.3 0.935 0.925 0.064 0.928 0.036
0.4 0.902 0.894 0.038 0.896 0.027
0.5 0.867 0.867 0.026 0.865 0.023
0.6 0.832 0.830 0.020 0.832 0.020

Z analizy rezultatéw obliczeniowych wynika, ze w obydwu przypadkach uzyskano
zadowalajgcg jakos¢ estymacji. Dla pierwszych kilku krokéw czasu wyniki identyfikacji
uzyskane za pomocg rachunku wyréwnawczego sg doktadniejsze anizeli uzyskane za pomoca
filtracji dynamicznej. Wynika to z faktu, ze w tym pierwszym przypadku do estymaciji
wykorzystano informacje pomiarowe pochodzgce z wszystkich analizowanych krokéw czasu.
W przypadku filtracji dynamicznej estymacji dokonuje sig z kroku na krok czasu, a wigc
w trybie on line, wykorzystujgc jednorazowo informacje pomiarowe z jednego, biezgcego
kroku czasu. Kolejne oceny sg coraz to doktadniejsze idla czasu Fo wiekszego od 0.4 wyniki
estymacji sg juz dla obydwu metod praktycznie takie same. Wieksza doktadno$¢ estymacji
osiggnieta w wyniku zastosowania rachunku wyréwnawczego jest jednak okupiona bardziej

skomplikowang strukturg réwnan wiezéw (3.47).
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Ze wzgledu na wzgledng prostote algorytmu obliczen metoda filtracji dynamicznej nadaje
sie szczegbdlnie dobrze do identyfikacji temperatury w obszarach wielowymiarowych. Istotny
jest tez fakt, ze metoda nie narzuca zadnych ograniczen co do usytuowania punktéw
pomiarowych, co ma istotne znaczenie przy rozwigzywaniu problemoéw praktycznych.

Kolejny przedstawiony przyktad dotyczy identyfikacji pola temperatury w obszarze
dwuwymiarowym (pret z warunkami brzegowymi trzeciego rodzaju). Geometrie preta ijego

podziat r6znicowy przedstawiono na rysunku 4.2.

Biy=1

13 | 14 15 16
8 o) n 12
> 1 ° (o] W
5 6 7 8
. (o] (0]
1 ! 2 3 4

Rys. 4.2. Geometria preta dwuwymiarowego

Fig. 4.2. Geometry ofthe 2D domain

W precie wyodrebniono 16 weztéw, przy czym ze wzgledu na symetrig warunkéw brzego-
wych do rozwazan przyjeto tylko ¢wiartke preta. Poczgtkowa (nieznana) temperatura w
precie jest wyréwnana i wynosi TO=y0=0. Warunki brzegowe na powierzchni plyty sa
nastepujace: liczba Biota Bi= 1 oraz temperatura ptynu 7~=1. Przyjeto, ze pole temperatury
W precie wyznacza sie na podstawie pomiaru temperatury w jednym tylko punkcie: w $rodku
preta (wezet 1) lub na powierzchni preta (wezet 13). Przyjeto bardzo niedoktadne oszaco-
wanie wielko$ci poczgtkowych y0i G0: yJO= 1, GM= 4. OdpowiedZ temperaturowg zaktécano
losowo btedem o warto$ci 5=0.01 i 0.05. Tak przyjete zatozenia stawiajg dos$¢ ostre
wymagania przed metodg rozwigzania problemu. W yniki identyfikacji temperatury w precie

przedstawiono na rysunkach 4.3 i 4.4 (pomiar w wezle 1) i 4.5, 4.6 (pomiar w wezle 13).
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Rys. 4.3. Estymacja temperatury w wezle nr 1

Fig. 4.3. Estimation ofthe temperature at node 1

Rys. 4.4. Estymacja temperatury w wezle nr 1

Fig. 4.4. Estimation ofthe temperature at node 1
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Rys. 4.5. Estymacja temperatury w wezle nr 11

Fig. 4.5. Estimation ofthe temperature at node 11

Rys. 4.6. Estymacja temperatury w wezle nr 11

Fig. 4.6. Estimation ofthe temperature at node 11

79



80 Zastosowanie metod stochastycznych i spektralnych

Przedstawione wyniki dotyczg tych weztéw, w ktérych wyniki estymacji temperatury sa
jednymi z najgorszych: wezet 1 (rysunek 4.3 i 4.4) oraz wezet 11 (rysunek 4.5 i 4.6). Linig
ciggta przedstawiono rozwigzanie doktadne. We wszystkich przypadkach uzyskano
zadowalajaca zbiezno$¢ i dokiadno$¢ estymacji temperatury. Obszar zacieniowany
przedstawia przedziat [T-S~T+St], gdzie STjest odchyleniem standardowym estymaty T.
Obszar ten reprezentuje wiec ocene statystyczna wynikéw obliczern. Z rysunkéw wynika, ze
juz po trzech krokach czasu uzyskuje sie rozwigzanie bliskie doktadnego, pomimo bardzo
ztego oszacowania warto$ci poczatkowych i wykorzystywania informacji pomiarowych z
jednego tylko punktu. Wielko$§¢ zaktécenia 5 ma wptyw na doktadnoé¢ procesu filtracji, lecz
nawet dla stosunkowo duzej warto$ci 6=0.05 (rysunek 4.4 i 4.6) wyniki estymacji sa
zadowalajace. Podobnie pozytywne rezultaty zastosowania metody filtracji dynamicznej do
identyfikacji nieustalonych pé6l temperatury uzyskano réwniez w innych przypadkach, np.

przy identyfikacji tréjwymiarowych pdél temperatury [62].

4.2.2. ldentyfikacja temperatury i warunkéw brzegowych

Rozwigzanie granicznego zagadnienia odwrotnego polega na jednoczesnej identyfikacji
temperatury w ciele i warunkéw brzegowych. Nieznany warunek brzegowy na powierzchni
ciata moze by¢ identyfikowany badZz wprost jako zmienny w czasie strumien ciepta (takie
podejscie zastosowano przy identyfikacji za pomocg rachunku wyréwnawczego - rozdziat 3),
badz poprzez identyfikacje liczby Biota Bi, ktéra charakteryzuje warunek brzegowy trzeciego
rodzaju. To drugie podejscie jestjednak mozliwe tylko wtedy, gdy temperatura ptynu Tpljest
zadana lub jest znana jako wynik pomiaru. W takiej sytuacji wyniki moga by¢ bowiem
doktadniejsze anizeliw przypadku bezpos$redniej estymacji strumienia ciepta na brzegu ciata.

Metoda filtracji dynamicznej moze by¢ oczywiscie stosowana do rozwigzania odwrotnych
zagadniern granicznych sformutowanych na podstawie obydwu przedstawionych podej$¢.
W niniejszym rozdziale przedstawiono wytgcznie rezultaty zastosowania metody filtracji do
identyfikacji temperatury i warunku brzegowego trzeciego rodzaju. Jak wykazaty bowiem
przeprowadzone badania, zastosowanie metody filtracji do identyfikacji strumienia ciepta na
brzegu ciata daje identyczne wyniki jak estymacja za pomocg rachunku wyréwnawczego
w ujeciu sekwencyjnym, tzn. z kroku na krok czasu (uzgadnianie z wykorzystaniem
informacji pomiarowych z jednego tylko kroku czasu).

Dalej przedstawiono jedynie rezultaty zastosowania metody filtracji dynamicznej do
jednoczesnej identyfikacji pola temperatury i liczby Biota na powierzchni ciata (na
przyktadzie preta dwuwymiarowego). Rezultaty badan dotyczgcych tego zagadnienia sa

szczegb6towo przedstawione w pracy [25].
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W przypadku jednoczesnej identyfikacji temperatury i warunku brzegowego trzeciego
rodzaju nie jest mozliwy opis problemu w postaci liniowego réwnania stanu. W pewnych
rownaniach modelu matematycznego wystepuja bowiem iloczyny temperatury na powierzchni
ciata i liczby Biota (co wynika z uwzglednienia warunku brzegowego). Liczba réwnan
dyskretnego modelu pola temperatury jest réwna liczbie niewiadomych temperatur
weztowych. Model musi by¢ wiec uzupetniony o dodatkowe réwnania w ilosci réwnej liczbie
dodatkowych, podlegajgcych identyfikacjiwielkoéci brzegowych. W najprostszym przypadku,
gdy brak jest jakichkolwiek informacji odno$nie do przebiegu zmian np. liczby Biota,

dodatkowe ré6wnania moga mie¢ nastgepujaca postac:

Bi*., = »i* (4-31)

Ostatecznie uzyskujemy opis procesu w postaci nieliniowego ré6wnania stanu (4.18) i do
rozwigzania problemu konieczne jest zastosowanie algorytmu filtru nieliniowego (rozdziat
4.1.2). Z zastosowaniem filtru nieliniowego wigze sig¢ konieczno$¢ wyznaczenia pochodnej
nieliniowej funkcji przejscia FH1Jt(yk,k) wzgledem rozszerzonego o wielko$ci brzegowe

wektora zmiennych stanu yk. R6zniczkowanie to daje w efekcie macierz o postaci:

(4.32)

gdzie jest macierzg kwadratowa o rozmiarach nmn (n jest liczbg temperatur
weztowych), D jest macierzg prostokatng o rozmiarach d-n (d jest liczbg dodatkowych,
identyfikowanych wielko$ci brzegowych), a | jest macierzgjednostkowg o rozmiarach d d.
Macierz $ k+lk powstaje w wyniku rézniczkowania funkcji przejscia Ft+1 kwzgledem tempe-
ratur weztowych, a macierz D*+i w wyniku rézniczkowania funkcji F*+1kwzgledem identyfi-
kowanych wielko$ci brzegowych.

Jako przyktad rozpatrzono problem identyfikacji warunku brzegowego i nieustalonego pola
temperatury w precie dwuwymiarowym (rysunek 4.2). Przyjeto identyczne zatozenia jak
w przyktadzie analizowanym w rozdziale 4.2.1. Przyjmuje sie¢ ponadto, ze liczba Biota
charakteryzujaca warunek brzegowy na powierzchni preta nie jest znana i podlega identy-
fikacji. Przyjeto nastepujace poczatkowe oszacowania identyfikowanych wielko$ci: liczba
Biota Bio=0.5, wariancja GBi0=22, poczatkowa temperatura w precie TO=y0=0.1, Gyo=0.12.
Rzeczywiste warto$ci wynoszg odpowiednio: Bi=1, T0=0. Zatozono, ze identyfikacje
przeprowadza sie na podstawie wynikéw pomiaru temperatury w jednym tylko punkcie

usytuowanym w $rodku preta (wezet 1). OdpowiedZ temperaturowg zaktécano losowo btedem
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0 wartoéci maksymalnej 5=0.01 i 0.05. W yniki estymacji liczby Biota dla dwéch réznych
wartosci 5 i dla kroku prébkowania AFo=0.1 pokazano na rysunkach 4.7 i 4.8. W obydwu
przypadkach proces estymacjijest zbiezny do rozwigzania doktadnego. Uzyskuje sige rowniez
zadowalajagcag doktadno$¢ estymacji mierzona wielkosciag odchylenia standardowego SHB
uzyskanych ocen (obszar zacieniowany na rysunkach przedstawia rozrzut statystyczny oceny
Bi). Dla zaktécenia 5=0.01 uzyskano bardzo duza doktadno$¢ identyfikacji liczby Biota. Dla
zaktécenia 5=0.05 wyniki sajuz mniej doktadne, lecz na podkres$lenie zastuguje fakt, ze
proces filtracji jest zbiezny do rozwigzania doktadnego.

Jeszcze lepsza doktadno$¢ maja wyniki estymacji temperatury w precie. Na rysunkach 4.9
14.10 przedstawiono wyniki identyfikacji temperatury w wezle 11. Doktadno$¢ estymacijijest
bardzo duza (nawet dla zaklécenia 5=0.05), pomimo ze warunek brzegowy jest oszacowany
z mniejsza doktadnos$ciag. Prawidtlowo$¢ te obserwowano réwniez w przypadku stosowania
rachunku wyréwnawczego (patrz rozdziat 3.2.2).

Osiggnieta doktadno$¢ estymacji nalezy uzna¢ za bardzo dobra zwazywszy réwniez fakt,
ze identyfikacje oparto wylagcznie na odpowiedzi temperaturowej dotyczacej jednego tylko
punktu pomiarowego (usytuowanego zresztag bardzo niekorzystnie z punktu widzenia
doktadnoéci estymacji liczby Biota). Zwiekszenie liczby punktéw pomiarowych, badZ ich

przesuniecie w kierunku brzegu ptyty przyczynia sie¢ do zwiekszenia doktadno$ci estym acji.
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Rys. 4.7. Estymacja liczby Biota

Fig. 4.7. Estimation ofthe Biot number
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Rys. 4.8. Estymacja liczby Biota

Fig. 4.8. Estimation ofthe Biot number

Rys. 4.9. Estymacja temperatury w wezle nr 11

Fig. 4.9. Estimation ofthe temperature at node 11
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Rys. 4.10. Estymacja temperatury w wezle nr 11

Fig. 4.10. Estimation ofthe temperature at node 11

4.3. Wnioski

Przeprowadzone analizy itesty numeryczne wykazaly, ze metoda statystycznie optymalnej
filtracji dynamicznej (metoda filtru Kalmana) jest efektywnym narzedziem rozwigzywania
pewnej klasy zagadnien odwrotnych przewodzenia ciepta. W pracy metode filtracji
zastosowano z powodzeniem do rozwigzywania probleméw identyfikacji pol temperatury i
warunkéw brzegowych. Podobniejak w przypadku metody rachunku wyréwnawczego metoda
daje wprost ocene statystyczng wynikéw estymacji, co jestjej niewatpliwg zaletg. Algorytm
metody jest bardzo zwarty, efektywny w realizacji numerycznej i - co zastuguje na
podkredlenie - identyczny dla zagadnien jedno- i wielowymiarowych. Metoda nie narzuca
rowniez zadnych ograniczen w doborze punktéw pomiarowych. Algorytm filtracji nadaje sie
szczeg6lnie dobrze do analizy proces6w w tzw. czasie rzeczywistym (w trybie on line), gdyz
wykorzystywane sg informacje pomiarowe pochodzgce wytacznie z biezgcej chwili czasu.

W arunkiem stosowania metody jest opis modelu matematycznego procesu w postaci

rbwnania stanu, w ktéorym wystepuje funkcja przejscia (lub macierz przej$cia). Tego typu
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rownania wystepujg na przyktad przy opisie proceséw nieustalonych. Mozliwe jest jednak
rowniez (chociaz w nieco sztucznej postaci) sformutowanie réwnan stanu dla proceséw
ustalonych rozwigzywanych w sposéb iteracyjny.

Badania wykazaty, ze metoda jest stabilna w do$¢ duzym przedziale zmiennos$ci kroku
czasu AFo (od AFo=0.5 do AFo0=2.0) i intensywno$ci wymiany ciepta na brzegu ciata
scharakteryzowanej wielkos$cig liczby Biota (od Bi=0.5 do Bi=4). Czuto$¢ metody na
zakl6cenia pomiarowe jest poréwnywalna z innymi metodami (np. rachunkiem wyréw-
nawczym czy metodg szeregéw pochodnych).

Metoda filtracji moze by¢ stosowana do rozwigzywania zagadnien liniowych i nieliniowych
sformutowanych zaréwno analitycznie, jak i dyskretnie. Zakres zastosowan metody nie
ogranicza sie tylko do prezentowanych probleméw granicznych. Mozliwe jest takze
stosowanie metody do rozwigzywania takich zagadnien, jak identyfikacja parametréw term ofi-
zycznych ciata czy identyfikacja p6l temperatury w zagadnieniach ze zmiang fazy.

Nalezy tu takze podkresli¢, ze metoda filtracji dynamicznej i metoda rachunku
wyréwnawczego (w wersji rozszerzonej) stanowia w istocie bardzo zblizone narzedzie
rozwigzywania problemoéw identyfikacji. Obydwie metody bazujg na podobnych zatozeniach
i nalezg do jednej grupy metod statystycznie optymalnych. Filtracja dynamiczna nie jest na
pewno metoda tak og6lng jak rachunek wyréwnawczy, lecz w wielu przypadkach jest

prostsza i bardziej efektywna w realizacji numerycznej.



5. Zastosowanie metody dyskretnej
transformaciji spektralne]

Metoda dyskretnej transformacji spektralnej (zwana dalej metoda DTS) jest w zasadzie

metoda rozwigzywania uktadéw réwnan rézniczkowych liniowych, ktére moga by¢ zapisane

w nastepujacej ogdlnej postaci:
L T(r,r) = AT(r,r) + b(r,r) (5-1)

gdzie L jest pewnym operatorem rézniczkowym. Istota metody DTS polega na transformacji
wyjsciowego uktadu rownan rézniczkowych do nowej bazy na podstawie widma (spektrum)
dyskretnego operatora A [10]. Spektrum operatora dyskretnego A tworzg wartosci wtasne /3,
oraz wektory wtasne w, operatora A. Stad tez w publikacjach anglosaskich spotka¢ sie mozna
z nazwg: metoda wartosci wtasnych - discrete eigenvalue method. Dalsze rozwigzanie
przebiega w sposéb charakterystyczny dla metod polegajacych na pewnej transformacji
zagadnienia wyjSciowego: nastepuje rozwigzanie w dziedzinie transformaty (o wiele prostsze
niz w dziedzinie oryginatu) i retransformacja rozwigzania do dziedziny oryginatu.
Interesujgcym walorem metody DTS jestto, ze umozliwia ona migdzy innymi uzyskiwanie
rozwigzaniaprobleméw w postaciciggto-dyskretnej. Na przyktad dla zagadnien nieustalonych
mozna uzyska¢ rozwigzanie ciggte ze wzgledu na czas ijednoczes$nie dyskretne ze wzgledu
na obszar rozwigzania, tzn. na siatce weztow wynikajacej z podziatu r6znicowego
analizowanego obszaru. Pozwala to uzyska¢ rozwigzanie dla dowolnej chwili czasu bez
potrzeby wykonywania obliczen dla poprzednich chwil czasu (unika sie kroczenia po czasie).
Ponadto uzyskuje sie zazwyczaj znaczne zwiekszenie doktadnos$ci obliczen w stosunku do
podej$cia czysto dyskretnego [57]. Ta bardzo interesujgca zaleta metody DTS idzie jednak
w parze z pewng niedogodnos$cia, jaka jest stosunkowo wysoki koszt numeryczny metody
wynikajagcy z koniecznos$ci rozwigzania dyskretnego zagadnienia wtasnego. Stad tez stopien
zainteresowania stosowaniem metody DTS jest écidle zwigzany z rozwojem komputerowej
techniki obliczeniowej, ktéra umozliwita rozwigzywanie zagadnien o duzej liczbie stopni

swobody. Jednak i wcze$niej wykorzystywano transformacje spektralng do analizy
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dyskretnych uktadéw drgajacych (np. problem drgan wtasnych i rezonansu [73]) lub
zagadnienia automatyki i sterowania [34].

Metode DTS stosuje sie takze z powodzeniem do rozwigzywania zagadnien brzegowych
przewodzenia ciepta. Wigze si¢ to z faktem, ze stosowanie metody DTS dla zagadnien
opisywanych rézniczkowym operatorem samosprzezonym, jakim jest na przyktad operator
Laplace’a V2, jest znacznie prostsze anizeli w przypadku operatora pozbawionego tej cechy
[48]. Problemowi stosowania metody DTS do rozwigzywania sformutowanych dyskretnie
zagadnienn przewodzenia ciepta poswiecone sg na przyktad prace [26],[38],[40],[41],[42],
[45],[49],[53]. Z uwagi na swe wtasciwoéci metoda DTS nadaje sie szczegdlnie do

wyznaczania szybkozmiennych lub periodycznych p6l temperatury, np. [5],[17].

Nalezy tu takze wspomnie¢,
ze metoda transformacji spek-
tralnych byta juz od dawna sto-
sowana do analitycznego roz-
wigzywania réznego rodzaju
zagadnien matematycznej fizy-
ki, aw tym réwniez zagadnien
brzegowych przewodzenia cie-

4sco pta. W tej dziedzinie proble-
moéw jest ona najczesciej na-
zywana metoda skonczonych
przeksztatcen catkowych (Finite

Integral Transformation [8]).

Rys. 5.1. Geometria odwrotnego zagadnienia granicznego Tak jak zdecydowana

Fig. 5.1. Geometryofan inverse boundary problem kszos¢ metod analitycznych
metoda ta moze by¢ stosowana

jednak tylko do rozwigzywania stosunkowo prostych probleméw. Uwaga ta dotyczy
szczegdblnie ksztattu obszaru rozwigzania.

Transformacja zagadnienia brzegowego do przestrzeni generowanej przez wektory witasne
operatora dyskretnego stanowi takze narzedzie do rozwigzywania pewnej klasy zagadnien
odwrotnych przewodzenia ciepta. W pracy [63] przedstawiono np. koncepcje wykorzystania
transformacji spektralnej do zmniejszenia stopni swobody zagadnienia odwrotnego.

Proponowane w niniejszej pracy podejécie opiera si¢ na wykorzystaniu dyskretnej trans-
formacji spektralnej do rozwigzania dyskretnego granicznego zadania odwrotnego w pota-
czeniu z koncepcjg metody szeregéw pochodnych [7],[20], [21]. Opracowany algorytm zasto-

sowano z powodzeniem do rozwigzania granicznych zadan odwrotnych zaréwno jedno-Jak

i dwuwymiarowych [23],[24],[51].
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Bedace przedmiotem rozwazan odwrotne zagadnienie graniczne sprowadza si¢ wiec do
identyfikacji nieustalonego pola temperatury w analizowanym obszarze i jest nastepujgco
sformutowane.

Niech bedzie dany pewien obszar Q ograniczony konturem T (rysunek 5.1.). Kontur T
moze by¢ rzeczywistym brzegiem ciata lub moze by¢ w dowolny sposéb wyodrebniony
wewnatrz obszaru 0. Poszukujemy zmiennego w czasie rozktadu temperatury w weztach
podziatu r6znicowego wewnatrz konturu T przy nastgepujacych zatozeniach:

. nie jest znany warunek poczatkowy wewnatrz obszaru fl,

. nie sg znane warunki brzegowe na konturze r,

. znany jest przebieg temperatury Ts(t), tzn. odpowiedz temperaturowa w wybranych

/ punktach na konturze T,
. rozwigzuje sig zagadnienie wewnetrzne, tzn. identyfikacji podlega wytacznie pole
temperatury wewnatrz konturu I\

Przedstawione zalozenia sprowadzajg problem do rozwigzania zagadnienia brzegowego
w obszarze 0 z warunkami brzegowymi pierwszego (lub drugiego) rodzaju zadanymi na
brzegu T. Zagadnienie jest oczywiscie odwrotne, bowiem w dalszym ciggu nie jest znany
warunek poczatkowy.

Rozwigzanie tak sformutowanego zagadnienia odwrotnego z wykorzystaniem dyskretnej
transformacji spektralnej i koncepcji szeregéw pochodnych przedstawiono w rozdziale 5.2.

W rozdziale 5.1 przedstawiono podstawowe wiadomo$ci dotyczace teorii metody DTS ijej

stosowania do rozwigzywania zagadnien brzegowych przewodzenia ciepta.

5.1. Podstawy metody dyskretnej transformacji spektralnej

Zatozenia i podstawowe elementy metody DTS zostang przedstawione na konkretnym
przyktadzie rozwigzania klasycznego zagadnienia brzegowego przewodzenia ciepta

w domknietym obszarze 0 ograniczonym brzegiem F. Zagadnienie to opisano réwnaniem

Fouriera-Kirchhoffa w postaci:

iM il = v271(Ft) + qv(7,x) (5.2)
a dt

Rownanie (5.2) jest uzupetnione réwnaniami warunkéw brzegowych na brzegu T oraz
warunkiem poczatkowym. Przyjmujemy przy tym, ze rozpatrywane zagadnienie jest liniowe.
Jezeli do dyskretyzacji operatora Laplace’a wystepujacego w réwnaniu (5.2) zastosuje sie

jedng z metod ré6znicowych (na przyktad metode elementu skoiczonego MES lub bilanséw
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elementarnych MBE) opartg na siatce N weztéw, to pole temperatury w weztach obszaru 0

jest opisane nastgpujgcym réwnaniem macierzowym:

c dT(r) = AT(r) + b(r) (5.3)
dr

gdzie A jest tzw. macierza przewodnos$ci, C jest macierzg pojemnoséci (zazwyczaj
diagonalng), T jest wektorem temperatur weztowych, a b jest wektorem wspétczynnikéw
wynikajgcych z uwzglednienia warunkédw brzegowych icztonéw Zrédtowych. Macierz A jest
operatorem dyskretnym powstatym =z dyskretyzacji ciggtego rézniczkowego operatora
Laplace’a. Operator Laplace’a nalezy do klasy operatorow samosprzezonych, ktére spetniajg

warunek [10]:

[ u(Lv(nIdT = | v(ir)Llu(n)ldT (5.4)

gdzie u(r), v(r) sa dwiema dowolnymi funkcjami nalezgcymi do dziedziny operatora L.

Dyskretyzacja operatora samosprzgezonego powinna prowadzi¢ do uzyskania operatora
dyskretnego o analogicznych wtasnos$ciach: awigec do macierzy symetrycznej [10]. Wiekszo$¢
metod dyskretnych stosowanych do rozwigzywania zagadnienn przewodzenia ciepta, jak na
przyktad MRS, MBE czy MES (z wyjatkiem ujecia bilansowego), prowadzi do utworzenia
symetrycznych operatoré6w dyskretnych (macierzy A). Jest to istotna zaleta, gdyz stosowanie
metody DTS dla zagadnienn z symetrycznymi operatorami dyskretnymi jest znacznie prostsze
niz w przypadku operatoré6w niesymetrycznych.

Sprowadzenie rozpatrywanego zagadnienia do ré6wnania macierzowego typu (5.1), jak na
przyktad do réwnania (5.3) opisujacego nieustalone pole temperatury, jest wstepnym etapem
stosowania metody DTS. Rdéwnanie typu (5.1) moze sig¢ r6zni¢ rodzajem operatora
r6zniczkowego wystepujacego po lewej stronie rownania, ale po prawej stronie musi pojawi¢
sie wyrazenie bedace iloczynem wektora warto$ci funkcji w weztach podziatu r6znicowego
i operatora dyskretnego (macierzy) charakterystycznego dla danego zagadnienia.

Uktad réwnan ré6zniczkowych (5.1) zawiera N ré6wnan, przy czym N jest liczbg zazwyczaj
na tyle duza, ze analityczne rozwigzanie uktadu z zastosowaniem klasycznych metod analizy
matematycznej jest niemozliwe. Celem stosowania metody DTS jest taka transformacja
uktadu (5.1), w wyniku ktérej otrzymuje sie uktad niezaleznych réwnan rézniczkowych
w dziedzinie transformaty. Rozwigzanie tych réwnan jest juz zazwyczaj bardzo proste

i wymaga stosowania elementarnych metod analitycznych.
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Kompletna procedura postepowania prowadzaca do rozwigzania zagadnienia (5.1) za
pomoca metody DTS przedstawia sie nastepujgco (rysunek5.2.):

. rozwigzanie dyskretnego zagadnienia wtasnego w celu wyznaczenia wartosci

wtasnych /8, i wektoréw wtasnych w,

. diagonalizacja uktadu (5.1) oparta na przeksztatceniupodobienstwa,
. dyskretna transformacja spektralna uktadu (5.1),

. rozwigzanie rownan w dziedzinie transformaty,

. retransformacja do dziedziny oryginatu.

5.1.1. Dyskretne zagadnienie wikasne

Dyskretne zagadnienie wtasne jest opisane ré6wnaniem:

AW = /3,w( (5.5)

Wyznaczenie warto$ci wtasnych /3, oraz wektoro6w wtasnych w, sprowadza sie do

znalezienia nietrywialnego rozwigzania ré6wnania macierzowego:
(A - Diag/Sjw, =0 (5-6)

gdzie Diag/3 jest macierzg diagonalng, ktéra ma na gtéwnej przekatnej wartosci wiasne
macierzy A. Réwnanie (5.6) moze mie¢ rozwigzanie nietrywialne w ;*0 wtedy i tylko wtedy,
gdy macierz (A-Diag/3) jest osobliwa, tzn. rzad tej macierzy r spetnia warunek r< N (gdzie
N jest rozmiarem macierzy A). Wartos$ci witasne /3, (1= 1,2,...,#) macierzy A sa wigc

rozwigzaniem réwnania:

det[A - DiagP] =0 (5-7)

W ektor utworzony z wszystkich warto$ci wtasnych /3, nazywany jest widmem macierzy.
Danej wartoéci wtasnej /3, odpowiada wektor wtasny w, spetniajacy ré6wnanie (5.5). Macierz
kwadratowa W, ktérej kolumny utworzone sa przez wektory wtasne w,, nosi nazwe macierzy

modalnej.
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Zagadnienie Wyjsciowe

LT=ATH+b

Transformacja
T=W*T ]
f Diagonalizacja
Dyskretne Zagadnienie |/ Zagadnienie Stransformowane

Wiasne LT = Diag PT +b
A W; = P,W,
i
ft,, w,
Rozwigzanie w Dziedziniel
Transformaty

Rozwigzanie w Dziedzinie
Oryginatu

Rys. 5.2. Rozwigzania zagadnienia brzegowego za pomocg metody DTS

Fig. 5.2. Solution ofthe boundary problem with the discrete eigenvalue method
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Jezeli macierz A jest symetryczna, to rozwigzanie zagadnienia wtasnego (5.5) ma

szczegblne cechy (upraszczajace znacznie stosowanie metody DTS). W takim przypadku
dowodzi sie, ze [10],[11]:

. wszystkie warto$ci wtasne sg rzeczywiste,
. istnieje zawsze N niezaleznych wektoréw wtasnych,
. zawsze istnieje mozliwoé¢ diagonalizacji macierzy (patrz rozdziat 5.1.2).

Wyznaczenie wartos$ci wtasnych i wektoré6w wtasnych jest najbardziej czasochtonnym
elementem realizacji komputerowej metody DTS. W ogoélnym przypadku konieczne jest
obliczenie peinego widma macierzy A, tzn. wszystkich wartosci wtasnych i wektoréow
wtasnych. Czas realizacji tych obliczen jest stosunkowo znaczny nawet przy zastosowaniu
najbardziej efektywnych metod rozwigzania zagadnienia wtasnego (5.5) (np.jestprzynajmniej
o rzad wiekszy od czasu niezbednego do rozwigzania uktadu réwnan liniowych).

W literaturze spotka¢ mozna wiele algorytméw stuzgcych do rozwigzania dyskretnego
zagadnienia wtasnego, np. [69],[70]. Do najefektywniejszych metod rozwigzywania zagadnien
wtasnych dla macierzy symetrycznych nalezy metoda QR i QL [70], stosowana zazwyczaj
wraz ze sprowadzeniem macierzy A do postaci trojprzekatniowej za pomoca metody
Householdera. Te wtadnie procedurg zastosowano do rozwigzywania omawianych zagadnien

brzegowych z zastosowaniem metody DTS.

5.1.2. Diagonalizacja macierzy

W metodzie DTS przeksztatcenie uktadu rownan (rézniczkowych) w uktad réwnan nieza-
leznych przeprowadza si¢ wykorzystujagc diagonalizacje macierzy (operatora dyskretnego)
A [10]. W wyniku tego przeksztatcenia opartego na macierzy modalnej W otrzymuje sie ma-

cierz diagonalna Diag/3, ktéra ma na gtéwnej przekatnej wartosci wtasne /3, macierzy A:

A

w 1w A = Diag s (5.8)

gdzie W 'loznacza macierz odwrotng do macierzy W .
W przypadku ogélnym, gdy macierz A jest niesymetryczna, to jej diagonalizacja pocigga

za sobg konieczno$¢ obliczania macierzy odwrotnej do macierzy modalnej W 1, co znacznie
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wydluza czas obliczen (moze takze zaistnie¢ sytuacja, ze macierz W jest osobliwa
i diagonalizacja niejest mozliwa). Wady tej nie majg macierze symetryczne. W ektory wtasne
i macierze modalne macierzy symetrycznych wykazujg kilka bardzo istotnych cech [10],[11]:

a) W ektory wtasne macierzy symetrycznej sg ortogonalne, a ortogonalna macierz

modalna W spetnia wazny zwigzek:

co oznacza, ze macierz odwrotna do macierzy modalnej jest réwna transpozycji tej
macierzy.
b) Diagonalizacja macierzy symetrycznej jest zawsze mozliwa, tzn. zalezno$¢ (5.8)

zawsze obowigzuje.

5.1.3. Dyskretna transformacja spektralna

Przebieg dyskretnej transformacji spektralnej zostanie przedstawiony naprzyktadzie uktadu
rownan rézniczkowych (5.3) opisujacych nieustalone pole temperatury w pewnym obszarze.

Roéwnanie (5.3) jest uzupetnione warunkiem poczagtkowym w postaci:

T() = ToO (5.10)

Przyjmujemy, ze macierz (operator dyskretny) A jest symetryczna (co nie zmniejsza
og6lnosci rozwazan), ajej wspoétczynniki sg niezalezne od czasu. Funkcjami czasu mogg by¢
natomiast elementy wektora b Dla uproszczenia rozwazan mozna tez chwilowo przyja¢, ze
macierz pojemnos$ci cieplnych C jest réwna macierzy jednostkowej, tzn. C =1.
Przeksztalcenie pozwalajace uzyskaé¢ jednostkowa macierz C przedstawiono w rozdziale
5.1.4.

W wyniku rozwigzania zagadnienia wtasnego otrzymujemy macierz modalng W oraz N
warto$ci witasnych 0,. W celu przeprowadzenia diagonalizacji uktadu (5.3) dokonuje sie

transformacji wektora temperatur weztowych wykorzystujac do tego celu macierz wektoréw

wtasnych (modalng) W :

T = W™"T - transformacja (5.11)

T =WT - retransformacja
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Z uwagi na zalozona symetrie¢ macierzy A obowigzuje zwigzek (5.9) i stadotrzymujemy:

t o= WrT (5.12)

gdzie W T oznacza transponowang posta¢ macierzy W. W podobny spos6éb dokonuje sie
transformacji wszystkich pozostatych wektoréw, a wigc na przyktad transformacji warunku

poczatkowego:

TO=wrTO (5.13)

Podstawiajgc zalezno$¢ (5.11) do réwnania (5.3) otrzymuje sie:

rf(W f(r)) = AW j (r) + b(r) (5.14)
dr

Mnozac lewostronnie réwnanie (5.14) przez macierz W'l (orazuwzgledniajgc  fakt, ze

elementy macierzy modalnej nie sa funkcjami czasu) uzyskujemy:

W W =W 'IAW T(t) + w "1b(r) (5-15)
dr
Wykorzystujac zwigzek W IW = |, gdzie | jest macierzg jednostkowga, oraz zaleznos$¢ (5.12)
otrzymuje sie:
— = W "IAW T(r) + W Th(r) (5-16)
dr

Wyrazenie W ‘AW diagonalizuje macierz A (patrz réwnanie (5.8)) i w zwigzku z tym

otrzymujemy réwnanie:

= Diagi? T (t) + b(r) (5-17)

gdzie b(r) oznacza, zgodnie z (5.12), transformate wektora b(r).
Rownanie macierzowe (5.17) jest uktadem réwnan rézniczkowych w dziedzinie transfor-

maty T(r):
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EP- = [f(T) ¢ Bfi
ar (5.18)
ML - enur)y BN
gdzie:
B,(t) = Wrb(r) = 52_ wsbj(T) (5.19)
W

Kazde z rownan uktadu (5.18) catkuje sie dotgczajac warunek poczatkowy /)(())—70 —w(TTO.

5.1.4. Rozwigzanie réwnan i retransformacja rozwigzania

Kazde z réwnan (5.18) rozwigzuje sie oddzielnie. W analizowanym przypadku catka

ogdlna da sie¢ wyrazi¢ w nastepujacej, uwzgledniajgcej zwigzek (5.19), elementarnej postaci:

(5.20)

W celu wyznaczenia rozwigzania szczegdlnego nalezy obliczy¢ catki wystepujace po
prawej stronie zalezno$ci (5.20). Liczba tych catek jest zazwyczaj niewielka z uwagi na fakt,
ze wiekszoé¢ elementéw wektora b jest ré6wna zero, a ponadto niezerowe elementy sg
grupamijednakowe, gdyz odnoszg si¢ do brzegu z tym samym warunkiem brzegowym. Ta
sama uwaga odnosi sie do tych elementéw wektora b, ktére przedstawiajg wptyw dziatania
zrédet ciepta. Tak wigec ostatecznie nalezy wyznaczy¢ niewielkg liczbe catek. Catki te

wprowadza sie do (5.20) jako znane funkcje czasu <f(r):

4,. = jfeP(x-0bj(t)dt (5.21)

Tak wiec rozwigzanie szczego6lne przybiera postac:
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W = 4 +E ¥5() 52)

Ostatecznie rozwigzanie wszystkich réwnan uktadu (5.18) da sie zapisa¢ w postaci

nastepujagcego wektora:

t(r) = DiagéSrTO + u(t) (5.23)

gdzie Diag e”r jest macierzg diagonalna zawierajagca na gtéwnej przekatnej elementy ee\

a elementy wektora U sg okredlone zaleznoécia:

=E Mj) 52)

Ostateczne rozwigzanie problemu (5.3) uzyskuje si¢ przez retransformacje (5.23) dana

zaleznoscig (5.11):

T(t) = w[Diagetflt 0+ u(r)] (5725)

Rownania typu (5.25) nie sg rozbiezne dla czasu r-*°°, bowiem -jak dowodzi sie w [24] -
wszystkie warto$ci wtasne analizowanej macierzy A spetniajg warunek /3, < 0. Macierz A
jest bowiem nie tylko symetryczna, ale r6wniez ujemnie okres$lona.

Roéwnanie (5.25) wyprowadzone zostato przy zatozeniu, ze macierz pojemnoéci cieplnych
C wystepujaca w réwnaniu (5.3) jest macierzg jednostkowg. W rzeczywistos$ci taki
przypadek,aczkolwiekmozliwy (jednakowe pojemnosci cieplne wszystkichelementéw
ré6znicowych), wystepuje raczej sporadycznie. Uwzglednienie faktu C 2O polega na takim
przeksztatceniu wyjsciowegoréwnania (5.3), aby niestraci¢ symetrii operatora
dyskretnego A. Przeksztalcenie takie jest stosunkowo proste, je$Slizalozymy, Zze macierz C
jest macierzg diagonalna (sytuacja taka wystepuje w wiekszos$cirozwigzywanych problemoéw).

Wprowadzajagc do réwnania (5.3) przeksztalcenie:

T=cV (526)

oraz mnozac to réwnanie lewostronnie przez C'l2otrzymujemy:
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dT'(T. = A*T*(r) + b*(r) (5-27)
dr
gdzie:
b*(r)=87b(r) (529)
1 1

A* =C 1AC 3

Diagonalna macierz C m zawiera na gtdwnej przekatnej odwrotnosci pierwiastkow
kwadratowych z elementéw Cu. Macierz A* pozostaje symetryczna, gdyz z uwagi na
diagonalna posta¢ macierzy C'l2 przeksztalcenie (5.28) nie powoduje utraty symetrii
wynikowej macierzy A*. Ostatecznie wiec rozwigzanie problemu (5.3) sprowadza sig¢ do

rozwigzania réwnania (5.27), z tym tylko ze warunek poczatkowy ma w tym przypadku

postaé TG = C '1JT0. Rozwigzanie (5.25) nalezy przeksztatci¢c opierajgc sie na zaleznoS$ci:

™™™ . T (5.29)

Dodatkowe operacje zwigzane z przeksztalceniem (5.26) sg bardzo proste i nie zwigkszaja
w istotny sposéb czasu obliczen. W zamian za to nie tracimy symetrii operatora dyskretnego

A, co ma istotny wptyw na zmniejszenie kosztu numerycznego rozwigzania.

5.2. Rozwigzanie odwrotnego zagadnienia granicznego

Przedmiotem rozwazan jestrozwigzanie dyskretnego odwrotnego zagadnienia granicznego
polegajacego na identyfikacji nieustalonego pola temperatury w pewnym obszarze fl (rysunek
5.1). Zaktada sie przy tym, ze nie sg znane warunki brzegowe na konturze T ograniczajgcym
obszar rozwigzania O oraz ze nie jest znany warunek poczatkowy TO. Znane sg natomiast
przebiegi temperatury w weztach ulokowanych na brzegu T, tzn. znana jest odpowiedz
temperaturowa w tych punktach. Tak sformutowane dyskretne zagadnienie moze by¢ opisane

ré6zniczkowym réwnaniem macierzowym:

= AT(t) + D T s(P) (5.30)
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gdzie:
A - operator dyskretny (macierz kwadratowa o rozmiarze N*N),
C - diagonalna macierz pojemnosci cieplnych,
D - diagonalna macierz wspotczynnikéw,

T(r) - wektor nieznanych temperatur weztowych,

Ts(t) - wektor znanych przebiegéw temperatury lub strumienia ciepta (odpowiedz
temperaturowa).

W ektor kolumnowy Ts (o dlugo$ci N) zawiera | niezerowych elementéw, tzn. | odpowiedzi

temperaturowych, i ma nastepujacg postac:

1» =[.0o...7» ...0...TJdt) ...0..]1T (5-31)

Z uwagi na fakt, ze na brzegu obszaru zaktadamy wystepowanie warunkéw brzegowych
wylacznie pierwszego lub drugiego rodzaju (temperatura TS(t), lub strumien ciepta q¥(r)),
macierz wspo6tczynnikéw D jest diagonalna i zawiera na gtdwnej przekatnej state
wspoétczynniki.

W przeciwiefstwie do klasycznego, prostego zagadnienia brzegowego, réwnanie (5.30)
nie zawiera sktadnikéw uwzgledniajacych wptyw rzeczywistych warunkéw brzegowych.
Ponadto nie jest znany warunek poczatkowy TO.

Dla uproszczenia wywodoéw bedzie sie w dalszej kolejnosci rozwazaé¢ zagadnienie,
w ktérym przyjmuje sig C = 1, tzn. przyjmuje sige, ze diagonalna macierz pojemnosci
cieplnych jest rbwna macierzy jednostkowej. Zasady transformacji umozliwiajgcej w prosty
sposéb uwzglednienie faktu C ~ | przedstawiono w rozdziale 5.1.4.

W pierwszym etapie rozwigzania tak postawionego zagadnienia granicznego dokonuje sie
transformacji spektralnej rownania (5.30) opierajgc sie na zaleznos$ci (5.11), a nastepnie
dokonuje sie diagonalizacji macierzy A. Zaktadamy przy tym, ze macierz A jest symetryczna

(obowigzuje zalezno$¢ W "W 7. W wyniku przeprowadzonej transformacji uktadu réwnan

(5.30) otrzymujemy N niezaleznych réwnan rézniczkowych w dziedzinie transformaty f(r).

= DiagpT(t) + DTj(t) (5-32)

gdzie:
Diag/3 - diagonalna macierz warto$ci wtasnych macierzy A,
D =WrD,

W - macierz wektoré6w wtasnych macierzy A.
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Kazde réwnanie uktadu (5.32) ma nastgepujacg postac:

dttr)

=0,7» h (DTj(r), ; i= 1,2 N (5.33)
dr

gdzie:

(DT5r),. =Y.D, 7,(r) (5:34)
i-1
Suma ta zawiera jedynie | niezerowych sktadnikéw, co wynika z postaci wektora T s(r).

Catka ogélna ro6wnania rézniczkowego (5.33) jest wyrazona nastepujaca zalezno$cia:

(5.35)

m = A fO ¢ e=x (D, TSj(t))dt

b | H

gdzie fO( = w[TO.

W przypadku prostego zagadnienia brzegowego rozwigzanie problemu polegatoby na
wyznaczeniu catek wystepujacych w réwnaniu (5.35) i retransformacji (5.25).

W przypadku zagadnienia odwrotnego postepowanie takie nie jest mozliwe. Uktad réownan
(5.35) zawiera oprécz N nieznanych transformat temperatur weztowych f, takze N
transformat Toi nieznanego warunku brzegowego Toi. Jedna z mozliwos$ci rozwigzania zadania
polega na takim przeksztalceniu réwnan (5.35), aby wyeliminowa¢ z nich nieznany warunek
poczatkowy (adoktadnie, transformate warunku poczatkowego f0l). W tym celu wykorzystuje
sie koncepcje metody szeregéw pochodnych [7],[21],[23],[24]. W tym przypadku eliminacja
warunku poczatkowego odbywa sie kosztem wprowadzenia do rozwigzania dodatkowych
informacji: wartoéci pochodnych odpowiedzi temperaturowej wzgledem czasu. Zgodnie
z koncepcja metody szeregéw pochodnych eliminacja nieznanego warunku poczatkowego
polega na catkowaniu przez czes$ci catki wystgepujacej w réwnaniu (5.35). Pierwsze

catkowanie daje w wyniku:

f,(r) =e~rTQ *
i1 (5.36)

. [e Y. (PuTs (t)dt
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Po dokonaniu przeksztatcen otrzymuje sie:

T, (t) = e*Ttm - D JAt) * e07 DJJO) *
(5.37)

+ «*'E 0Jal\t))dt

gdzie 1 $ oznacza pierwsza pochodng odpowiedzi temperaturowej TSI wzgledem czasu.

Dokonujgc operacji catkowania przez czeéci nieskoficzong liczbe razy mozna przeksztatcic¢

zaleznos$¢ (5.35) do nastepujacej postaci:

f,(r) - e~TOi - ENe Ywi:O jf(r) e

(5.38)

+A"TATEAMNC fO )

*-0 jml

gdzie 7 ~(t) oznacza k-tg pochodng odpowiedzi temperaturowej TSj(x) wzgledem czasu.
Znak przyblizonej réwnoéci wystepujacy w zaleznosci (5.38) wynika z pominigcia

nastepujacego wyrazu:

fi(r) = (0,—TOJ e -"£ 0 J s(t))dt (5-39)

Wyrazenie (5.39) pomija sie¢ przyjmujac zalozenie o zbiezno$ci szeregéw wystepujgcych

w zaleznos$ci (5.38). Zbiezno$¢ tych szeregéw wynika z nastgepujgcych dwéch przestanek:

. udowadnia sig [24], ze jezeli w analizowanym zagadnieniu brzegowym wystepuja
wytagcznie warunki brzegowe pierwszego i drugiego rodzaju, to wartosci wlasne

operatora dyskretnego (w postaci unormowanej) spetniajg warunek:

0, < -1 ;i=1,2 N (5-40)

. zaktada sie, ze pochodne odpowiedzi temperaturowej wzgledem czasu (réwniez dla

chwili czasu r= 0) sg ograniczone:
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Zalezno$¢ (5.38) zawiera w dalszym ciggu nieznang warto$¢ transformaty warunku
poczatkowego T. Transformate T mozna wyeliminowa¢ dowodzac prawdziwos$ci nastepuja-

cego twierdzenia (patrz Dodatek A):

N

T+ = fyo) = - E Il w (0) (5-41)
0 o

Podstawiajac zalezno$¢ (5.41) do (5.38) otrzymujemy rozwigzanie zagadnienia w dzie-

dzinie transformaty:

N
T<r) =-E W rE A, Tfir) (542
KQ wl
lub w postaci macierzowej:
T(r) = - £[(Diag0)'ir iw rD T f(r) (5-43>

X0

Ostateczne rozwigzanie w dziedzinie oryginatu otrzymuje sie w wyniku retransformacji

rownania (5.43):

T() = WT(t) = - WE [(Diag/3)'I*1WrD TSt>(r) (5-44)
*0
Kazde pojedyncze rownanie wystepujgce w zaleznos$ci macierzowej (5.44) ma postac:

T{n =- E =-Ew-
m-|

EATr,«(r) 545>

m*l et
Zalezno$ci (5.44) oraz (5.45) stanowig rozwigzanie postawionego odwrotnego zagadnienia
granicznego. Zgodnie z istotg zastosowanej metody szeregéw pochodnych uzyskane
rozwigzanie wyraza sie jako suma szeregu, ktérego elementy zawierajg kolejne pochodne
odpowiedzi temperaturowej wzgledem czasu. Pod tym wzgledem rozwigzanie jest podobne
do innych rozwigzan bazujgcych na tej samej koncepcji: [7],[19],[20],[21]. Zasadnicza
r6znica polega nasposobie wyznaczania wspdétczynnikéw szeregu wystepujacych w zaleznoéci
(5.44). W przypadku zastosowanej metody transformacji spektralnej znacznie upraszcza sig

sposéb wyznaczania tych wspétczynnikéw. Wspélczynniki te wyrazajg sie wytacznie poprzez
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wartosci wlasne i wektory wtasne operatora dyskretnego A, i sa obliczane za pomoca
standardowych procedur komputerowych. Unika sie w ten sposéb tworzenia, a nastepnie
rozwigzywania pomocniczych uktadéw réwnan, tak jak ma to miejsce w przypadku
bezposéredniej metody szeregéw pochodnych.

Niewatpliwg zaleta prezentowanego podejécia jest rowniez to, ze stopien zlozono$ci
algorytmu obliczen oraz programéw komputerowych pozostaje podobny, niezaleznie od tego,
czy rozpatrywany problem jest jedno- lub wielowymiarowy. W przypadku analizy tego
samego obszaru rozwigzania dla réznych danych pomiarowych (réznych przebiegéw
odpowiedzi temperaturowej) nie zachodzi konieczno$¢ kazdorazowego rozwigzywania
zagadnienia wltasnego. Raz obliczone warto$ci i wektory wtasne sg wtedy wykorzystywane
dla kolejnych serii obliczeniowych.

Prezentowane podejScie rozwigzania zadania granicznego moze by¢ stosowane do
rozwigzywania probleméw wewnetrznych polegajacych na identyfikacji pola temperatury
wewnatrz obszaru ograniczonego pewnym konturem T. Rozwigzanie zagadnienia ekstrapolacji
poza kontur T jest mozliwe wtedy, gdy daje sie¢ sformutowac¢ dyskretne zagadnienie brzegowe
dla obszaru na zewnatrz konturu I\

W pracy poddano analizie wytgcznie przypadek, w ktérym punkty pomiarowe umieszczone
sg na konturze ograniczajgcym obszar rozwigzania. W takiej bowiem sytuacji jest mozliwe
uzyskanie symetrycznej postaci operatora dyskretnego A. W sytuacji gdy punkty pomiarowe
sg umieszczone wewnatrz obszaru, konieczne jest przeksztalcenie wyjSciowego uktadu
rownan do postaci (5.30). Operacja ta powoduje zazwyczaj utrate symetrii operatora A, ato
z kolei powoduje komplikacje w realizacji numerycznej algorytmu.

Rozpatrywany problem, tak jak i wszystkie zadania odwrotne, jest problemem Zle
uwarunkowanym. W przypadku metod bazujgcych na koncepcji metody szeregéw
pochodnych zte uwarunkowanie objawia sig przy obliczaniu pochodnych odpowiedzi
temperaturowej wzgledem czasu T~Kr) (problem ré6zniczkowania funkcji zadanej dyskretnie
jest bowiem sam w sobie problemem Zle uwarunkowanym). Istniejg r6zne metody tagodzenia
ztego uwarunkowania obliczania pochodnych. Do najbardziej popularnych nalezy zaliczy¢
metode polegajaca na aproksymacji dyskretnych przebiegéw odpowiedzi temperaturowej
funkcjami ciaggtymi (wielomiany algebraiczne, funkcje sklejane itp.), a nastepnie
r6zniczkowanie funkcji aproksymujacych. Przeprowadzone w pracy [21] analizy dowodza,
ze podejscie to jest bardzo czesto zawodne w przypadku rozwigzywania analizowanych zadan
granicznych. Dobre rezultaty uzyskano [19],[20],[21] wykorzystujac do wyznaczania
pochodnych odpowiedzi temperaturowych regularyzowany algorytm opierajgcy sie na
zastgpieniu ré6zniczkowania rozwigzaniem réwnania catkowego Volterry pierwszego rodzaju.
Te wtasnie metode wykorzystano do obliczen pochodnych odpowiedzi temperaturowej

w prezentowanym algorytmie.
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5.3. Przykiady obliczeniowe

W eryfikacje obliczeniowa zastosowania metody dyskretnej transformacji spektralnej do
rozwigzywania odwrotnych zagadnien granicznych przeprowadzono dla r6znych przypadkéw
dotyczacych probleméw nieustalonego przewodzenia ciepta w obszarach jedno-, jak
idwuwymiarowych. W yniki pomiar6w symulowano wykorzystujac do tego celu wyniki
rozwigzania analogicznego prostego zagadnienia brzegowego (rozwigzanie to jest traktowane
jako doktadne). Tak jak i w przypadku metod prezentowanych w poprzednich rozdziatach
odpowiedZ temperaturowg Ts zaktéca sie¢ w sposéb stochastyczny btedem 5 wykorzystujac
do tego celu generator liczb pseudolosowych zgodnie z zalezno$cig (2.2).

Szczegbétowag weryfikacje metody i analize wplywu rozpatrywanych parametréow na
doktadno$¢ wynikéw przeprowadzono na przykiadzie zagadnienia jednowymiarowego.
W takim bowiem przypadku doktadno$¢ rozwigzania w niewielkim stopniu zalezy od ksztattu
obszaru. Przedstawiono takze wyniki obliczern nieustalonego pola temperatury w obszarze
dwuwymiarowym (pret dwuwymiarowy i naroze symetryczne).

We wszystkich przypadkach wykorzystano metode bilanséw elementarnych do

dyskretyzacji zagadnienia brzegowego i utworzenia dyskrethnego modelu nieustalonego pola

temperatury w postaci (5.30).

Przykiad 5.1. Pole temperatury w plycie jednowymiarowej

Rozpatrzono nieustalone pole temperatury w plycie o symetrycznych warunkach
brzegowych. Do rozwazan przyjeto potowe gruboéci ptyty. Podziat ré6znicowy pilyty
przedstawiono na rysunku 5.3. Obliczenia prowadzono dla jednego punktu pomiarowego
potozonego na powierzchni ptyty (x= 1). Rozpatrzono zagadnienie z warunkiem brzegowym
trzeciego rodzaju scharakteryzowanym liczbg Biota Bi oraz temperaturg ptynu 77,
Poczatkowa temperatura w plycie jest wyréwnana i wynosi T0=0, a temperatura ptynu jest
rbwna Tp!= I.

W kazdym analizowanym przypadku zakres zmiennos$ci bezwymiarowej temperatury
w ptycie wynosit TG [0,1]. Do analizy przyjeto trzy wartoéci zaktécenia pomiaru 5: 0.005,
0.01 oraz 0.05. Przy rozpatrywanym mozliwym zakresie zmiennos$ci temperatury w ptlycie
odpowiada to minimalnej warto$ci wzglednego zaktécenia pomiaru odpowiednio: 0.5%, 1%
i5%. Na podstawie eksperymentu numerycznego okreélono na 10 liczbhe punktéw czasu, na

podstawie kté6rych wyznacza sie pochodne odpowiedzi temperaturowej r*Fo).
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W obliczeniach ograniczono sie do
wyznaczeniapochodnejodpowiedzitem-
peraturowej do pigtego rzedu wtacznie,
co zapewniato wystarczajacag zbieznos$¢
rozwigzania.

Na rysunkach prezentujgcych wyniki
obliczen przedstawiono rozwigzanie 1 2 3 4 5 Ts(t)
doktadne (linia ciggta) oraz rozwigzanie 1. X
zagadnienia odwrotnego dla trzech
réznych wartosci zaktécenia 5.

Wrazliwo$s¢ na bitgd pomiaru jest
bowiem czynnikiem decydujgcym

. ) L . . Rys. 5.3. Podziat ré6znicowy ptyty
0 wartoéci aplikacyjnej analizowanej

Fig. 5.3. Discretization ofthe plane wall
metody. Prezentowane rezultaty dotyczg

przebiegéw temperatury w wezle nr 1
ptyty, w tym bowiem wezZle, najbardziej oddalonym od punktu pomiarowego, doktadnos$¢
rozwigzania jest w rozwazanym przypadku najmniejsza.

Doktadno$¢ rozwigzania zadania odwrotnego zalezy od wielu czynnikéw, przy czym do

najistotniejszych zaliczy¢ nalezy:

. wielko$¢ zaktdécenia 5,

. liczbe Biota Bi,

. krok czasu AFo,

. wartoé¢ parametru regularyzacji a.

W arto$¢ parametru regularyzacji wptywa decydujaco na wyniki obliczen pochodnej odpo-
wiedzi temperaturowej wzgledem czasu [21],[25]. Warto$¢ te dobrano za pomocg ekspery-
mentu numerycznego. W analizowanych przypadkach najlepsze wyniki uzyskiwano dla war-
tosci parametru a = 1.

Jak juz wspomniano, analizie poddano 10 punktéw czasu, przy czym obliczenia rozpo-
czyna sie od chwili czasu Fo=0.3. Dla wcze$niejszych chwil czasu, bardzo bliskich chwili
poczatkowej Fo=0, obliczone wartosci pochodnych temperaturowych sa mato stabilne
lpogarszajg wyraznie doktadnos$¢ obliczen. Wynika to z faktu, ze w chwilach poczatkowych
zmiany gradientu temperatury sg bardzo duze, co z kolei wptywa wyraznie na doktadno$¢

obliczen pochodnych odpowiedzi temperaturowej.
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Na rysunkach 5.4 i 5.5
przedstawiono wyniki obliczen
temperatury w wezle nr 1 ptyty
dla trzech réznych wartosci
liczby Biota: Bi= 1, Bi=0.5
i Bi=4. Wielkos¢ kroku czasu
jest stata i wynosi AFo=0.1.

Doktadnoé¢ wynikéw pogarsza

™ moas on T

sie wraz ze zwiekszeniem licz-
by Biota. Wynika to z faktu,ze
dla duzych liczb Biota juz po
krétkim okresie poczatkowym
zmiany mierzonej temperatury
powierzchni ciata sa bardzo

. . L Rys. 5.4. Rozktad temperatury w wezle nr 1
niewielkie i nie wnoszg znaczg-

Fig. 5.4. Temperature distribution at the node no 1
cej informacji o rozkladzie
temperatury wewnatrz ciata.

W przypadku gdy zmiany te sg na przyktad mniejsze od od btedu pomiaru, to obliczone
warto$ci pochodnych sg bardzo niedoktadne (jest to szczegdlnie widoczne dla zaktdécenia
5=0.05). Dla liczb Biota Bi= 1.0 oraz Bi=0.5 uzyskano bardzo dobre rezultaty dla
wszystkich warto$ci 5 (rysunek 5.4 i 5.5).

Pomiary temperatury na brzegu ciata (odpowiedZ temperaturowa) sa dokonywane
w odstepach czasu AFo. Przeprowadzone obliczenia wykazaty, ze doktadno$¢ metody zalezy
w znacznym stopniu od wielko$ci kroku prébkowania AFo, przy czym doktadno$¢ zmniejsza
si¢ wraz ze zmniejszaniem kroku AFo (rysunek 5.6).

Efekt ten jest spowodowany niedoktadnoécig obliczen pochodnych odpowiedzi tempe-

raturowej. WezZmy na przyktad pod uwage warto$¢ pierwszej pochodnej odpowiedzi

temperaturowej w przedziale czasu AFo:

dTs ~ V3* m6M - T« - 5k

d Fo AFo
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gdzie Ts jest doktadna warto$cig mierzonej temperatury, a k oznacza rozpatrywana chwile

czasu. W przypadku gdy krok czasu AFo jest bardzo maly, réznica T$" - T* staje sig row-

niez bardzo mata. W takim przypadku o warto$ci pochodnej decydujg praktycznie wytacznie

btedy pomiaru &+1 i 5k. Z uwagi na stochastyczny charakter btedéw mogg sie one w skraj-

< nym przypadku sumowac¢. Btedy wyznaczenia pierwszej pochodnej przenoszg sie dalej na
é pochodne wyzszych rzedéw. Problem ten ilustruja wyraznie wykresy na rysunku 5.6, gdzie
e przedstawiono wyniki obliczen temperatury dla kroku czasu AFo=0.05 i 0.2. Dla btedu
E 5=0.005 i 0.01 nie obserwuje sie znacznego wptywu AFo na wyniki obliczen, przy czym
- — doktadnie doktadnos$¢ jest tym wieksza, im wiekszy jest krok czasu AFo.
A 8=0.005
O 8=o001 Ro6znice te stajg sie jednak znaczne dla zaktécenia 5=0.05, co potwierdza teze
x S=0.05 o przyczynie zmniejszenia doktadno$ci metody dla matych wartoéci krokéw czasu AFo.
Nalezy jednak pamieta¢, ze zbyt duze wartosci kroku AFo moga spowodowac utrate
informacji o zmianach mierzonej temperatury.
Przedstawione wyniki dotyczg nieustalonego pola temperatury w ptycie z symetrycznymi
Rys. 5.5. Rozklad temperatury w wezle nr 1 warunkami brzegowymi. Przypadek ptyty z niesymetrycznymi warunkami brzegowymi
Fig. 5.5. Temperature distribution at node 1 rozpatrzono w pracy [24]. W pracy [24] dokonano takze analizy wptywu innych parametréow
na doktadno$¢ metody (na przyktad wplyw parametru regularyzaciji).
Przyktad 5.2. Nieustalone pole temperatury w precie dwuwymiarowym
i narozu symetrycznym
Bi=0
Bi= 1.0 — doktadnie Nastepne dwa przyktady ilus-
A 8=0.005 6 17 19 20
[ AFo = 0.05 0 8-oo01 trujg zastosowanie metody DTS do
© x 8=0.05 identyfikacji nieustalonego pola
é o 5 temperatury w obszarach dwuwy-
a 1 L miarowych. Istotng zaleta
§ 3 przedstawionego algorytmu jest
jego uniwersalno$¢ w odniesieniu
do rozwigzywania zagadnien
jedno-, jak i wielowymiarowych.
Bi=I ) W obydwu przypadkach algorytm
X~ punkt pomiarowy i program obliczeniowy nie
ulegaja zmianom. Zmienia sie
Rys. 5.7. Podziat réznicowy preta dwuwymiarowego tylko postaé¢ i liczba danych
Rys. 5.6. Rozktad temperatury w wezle nr 1 Fig. 5.7. Difference division ofthe 2D domain wejsciowych do obliczen.

Fig. 5.6. Temperature distribution at node 1
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bezwymiarowy czas Fo

Rys. 5.8. Przebieg temperatury w wezle 16 preta

Fig. 5.8. Temperature distribution at node 16

Pierwszy z prezentowanych przyktadéw dotyczy pola temperatury w dwuwymiarowym
precie o przekroju prostokatnym i wymiarach 2a m2b (rysunek 5.7). Poczatkowa temperatura
wewnatrz preta jest wyréwnana i wynosi T0=0. Na brzegu ptyty zatlozono warunek
brzegowy trzeciego rodzaju: liczba Biota Bi= 1 oraz temperatura ptynu Tpl=\. Z uwagi na
symetrig warunkéw brzegowych rozpatrzono jedynie ¢wiartke ptyty.

Na podstawie informacji o przebiegu temperatury na brzegu preta, tzn. w weztach
o numerach: 1-5,10,15,20 z krokiem AFo=0.1 wyznacza si¢ temperaturg w wezle 16.
W wezle tym doktadno$¢ wyznaczenia temperatury jest najmniejsza. Odpowiedz
temperaturowa zostata w tym przypadku zaburzona zaktéceniem 5=0.01 oraz 5=0.05.
W yniki identyfikacji temperatury przedstawiono na rysunku 5.8. Pomimo stosunkowo duzej
warto$ci zaktécenia uzyskano bardzo duza dokltadno$¢ identyfikacji. Wynika to z faktu, ze
w tym przypadku pomiaru temperatury dokonuje sie w stosunkowo duzej liczbie punktéw
(w stosunku do liczby punktéw, w ktérych dokonuje sie identyfikacji temperatury). Stad tez
ilos§¢ informacji jest zupetnie wystarczajgca, aby uzyska¢ duzg doktadnoé¢ obliczen nawet
przy duzych zaktéceniach odpowiedzi temperaturowej.

Podobne wyniki identyfikacji osiggnieto rozpatrujgc nieustalone pole temperatury w symet-
rycznym narozu dwuwymiarowym (rysunek 5.9). Przyjeto tu identyczny warunek poczatkowy
oraz warunki brzegowe jak dla rozpatrywanego poprzednio preta dwuwymiarowego (T0=0,

Bi- 1, r,=1).
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Rys. 5.9. Podziat ré6znicowy naroza

Fig. 5.9. Difference division ofthe comer
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Przebiegi temperatury sg rejes-
trowane w 16 punktach lezgcych
na brzegach naroza (z wyjatkiem
oczywiscie ptaszczyzn symetrii,
gdzie warunek brzegowy jest
znany). OdpowiedZ temperaturowg
zaburzano zaktéceniem 5=0.01
oraz 0.05. Wyniki identyfikacji
w wezle o numerze 16 przedsta-
wiono na rysunku 5.10. | w tym
przypadku osiggnieto duzg doktad-
nosc¢ identyfikacji. Wynik ten nale-
zy jednak w duzej mierze przypi-
sa¢ bardzo korzystnemu stosunko-
wi liczby punktéw pomiarowych
do liczby identyfikowanych

wielkos$ci.

bezwymiarowy czas Fo

Rys. 5.10. Przebieg temperatury w wezle 16 naroza

Fig. 5.10. Temperature distribution at node 16 ofthe comer



110 Zastosowanie metod stochastycznych i spektralnych

5.4. \WWnioski

Przeprowadzone testy numeryczne wykazaty przydatno$¢ stosowania algorytmu opartego
na metodzie dyskretnej transformacji spektralnej do rozwigzywania problemoéw identyfikacji
nieustalonych pél temperatury (rozwigzywania odwrotnych zagadnien granicznych). Dzieki
zastosowaniu metody DTS uzyskuje sie duzg zwarto$¢ algorytmu i jego uniwersalnos$¢
w podejSciu do rozwigzywania probleméw jedno- i wielowymiarowych. Wspétczynniki
wystepujace w zaleznoéciach opisujacych rozwigzanie zadania (réwnania (5.45) i (5.46))
wyznaczane sg za pomocag standardowych algorytméw i programoéw komputerowych. Dzigki
zastosowaniu do wyznaczania pochodnych odpowiedzi temperaturowej regularyzowanego
algorytmu [21],[23] uzyskano dobrag stabilno$¢ rezultatéw nawet dla bardzo niekorzystnych
warunkéw symulowanych podczas eksperymentu numerycznego. Zaletg metody jest rowniez
fakt, ze do rozwigzania nie jest konieczna znajomo$¢ warunku poczagtkowego. Metoda moze
by¢ réwniez stosowana (cho¢ z w ograniczonym zakresie) do rozwigzywania probleméw
nieliniowych. W tym celu rozpatrywany przedziat czasu dzieli sie na podprzedziatly,
w ktérych przyjmuje sie state warto$ci parametré6w termofizycznych. Nastepnie rozwigzuje
sie problem niezaleznie w kazdym z podprzedziatow, co jest o tyle tatwe, ze metoda nie
wymaga znajomos$ci warunku poczatkowego.

Gtéwne ograniczenia metody zwigzane sg z mozliwg do wyznaczenia liczba wyrazéw
szereg6bw wystepujacych w zaleznos$ci (5.45). Wynika to z ograniczeA w wyznaczeniu
wysokiego rzedu pochodnych odpowiedzi temperaturowej, maksymalnego zaktdécenia
odpowiedzi temperaturowej i dopuszczalng wielkoscia kroku czasu. Trzeba jednak tu
podkres$li¢c, ze te dwa ostatnie ograniczenia dotyczg praktycznie wszystkich metod
rozwigzywania rozpatrywanej klasy zadan odwrotnych. Prezentowana wersja metody dotyczy
sytuacji, gdy punkty pomiarowe umieszcza sig na konturze ograniczajacym obszar
rozwigzania (co jest pewng niedogodnos$cig praktyczng). W przeciwnym bowiem przypadku
nastepuje znaczne skomplikowanie realizacji numerycznej algorytmu spowodowane
nieuchronng utratg symetrii operatora wyjSciowego réwnania macierzowego.

W stosunku do metod statystycznych niedostatkiem metody jest brak oceny statystycznej
rozwigzania.

Pomimo pewnych ograniczeh zaprezentowana metoda jest niewatpliwie efektywnym
narzedziem rozwigzywania omawianych zagadnien granicznych przewodzenia ciepta
i w sensie uznawanych kryteri6w [3] odpowiada podstawowym wymaganiom stawianym

metodom rozwigzywania zagadnien odwrotnych.

6. Uwagi koncowe

Celem rozprawy byto opracowanie efektywnych metod dotyczacych identyfikacji
nieustalonych pé6l temperatury w ciatach statych na podstawie zmierzonego przebiegu
temperatury (tzw. odpowiedzi temperaturowej) w dowolnych punktach potozonych wewnatrz
lub na brzegu ciata bez znajomos$ci warunkéw brzegowych (wszystkich lub ich czesci) i
ewentualnie bez znajomo$ci poczatkowego rozktadu temperatury (warunku poczatkowego).
Tak sformutowany problem zalicza sie do klasy granicznych odwrotnych =zagadnien
przewodzenia ciepta. Od strony matematycznej zagadnienia odwrotne nalezg do problemoéw
Zzle uwarunkowanych, co stawia szczeg6lne wymagania przed metodami stosowanymi do ich
rozwigzywania. Zasadniczy problem polega tu na stosowaniu algorytmoéw, ktére sa stabilne
i mato czute na zaktécenia danych wejSciowych.

W pracy przedstawiono trzy metody rozwigzania postawionego zagadnienia odwrotnego.
Metody te bazujg nadwéch odmiennych koncepcjach podej$cia do problemu: stochastycznej
i deterministycznej. PodejScie stochastyczne jest reprezentowane przez metode rachunku
wyréwnawczego i metode filtracji dynamicznej (filtr Kalmana). Te dwie metody zalicza sie
do klasy metod estymacji statystycznie optymalnej. Trzecia metoda tgczy w sobie koncepcje
metody szeregdéw pochodnych ze spektralnym sformutowaniem modelu matematycznego
rozwazanego zagadnienia brzegowego.

Kazda z metod wymaga sformutowania modelu matematycznego rozpatrywanego zagadnie-
nia brzegowego. Przyjeto, ze rozpatrywane sg wytacznie modele dyskretne pdl temperatury
utworzone za pomocag takich metod numerycznych jak np. metoda elementu skoficzonego lub
metoda bilanséw elementarnych. Ze wzgledu na potrzeby praktyczne ograniczono sig
wytgcznie do zagadnien nieustalonych. Nie wyklucza to jednak stosowania przedstawionych
metod do rozwigzywania zagadnien ustalonych. W przypadku metody filtracji dynamicznej
jest to jednak mozliwe tylko wtedy, gdy uda sie zapisa¢ problem w odpowiedniej do tego
celu postaci (np. w formie algorytmu iteracyjnego). Ograniczenia takie nie wystepuja
natomiast w przypadku rachunku wyréwnawczego, ktéry mozna stosowaé¢ do analizy
zagadnienien ustalonych, jak i nieustalonych.

Przedstawione metody zostaly zastosowane do rozwigzywania odwrotnych zagadnien
granicznych, przy czym zakres zastosowann moze by¢ rozszerzony na inne problemy

odwrotne. Uwaga ta dotyczy zwitaszcza metody rachunku wyréwnawczego.
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Dla podej$cia stochastycznego (rachunek wyréwnawczy, filtracja dynamiczna) stabilizacja
rozwigzania opiera si¢ na wazonej $redniokwadratowej minimalizacji odchytek
identyfikowanych wielko$ci. W przypadku rachunku wyréwnawczego konieczna jest
zazwyczaj minimalizacja zaréwno odchytek wielko$ci mierzonych, jak i niewiadomych
(algorytm rozszerzony). Ta metoda minimalizacjiwymaga wykorzystania wszelkiej dostepnej
apriori informacji o wielko$ciach niewiadomych. Mozna w ten spos6éb znacznie zmniejszy¢
czuto$¢ algorytmu na zaktécenia danych wejSciowych i zwiekszy¢ stabilno$¢ metody. Istotna
zaleta podejécia stochastycznegojest mozliwo$¢ bezposredniejoceny statystycznej uzyskanych
wynikéw, a tym samym ich wiarygodnoS$ci.

Najbardziej uniwersalna z przedstawionych metod jest metoda rachunku wyréwnawczego
(w ujeciu rozszerzonym). Nadaje sie ona do rozwigzywania bardzo szerokiej gamy
probleméw odwrotnych (a og6lnie szeroko rozumianych probleméw uzgadniania). Dla
analizowanych w pracy zagadnien uzyskuje sie zadowalajgcg doktadnos$¢ identyfikacji.
Efektywne stosowanie metody wymaga jednak pewnego dos$wiadczenia (a nawet intuicji)
koniecznej do okre$lenia poczatkowej oceny poszukiwanych wielko$ci. Dla zagadnien
nieustalonych analizie mozna poddawa¢ informacje pomiarowe dotyczgce wszystkich lub
czesdci rozpatrywanych krokéw czasu (przy czym liczba krokéw czasu jest dowolna).
Zwigeksza to doktadno$¢ estymacji w poréwnaniu z metoda filtracji dynamicznej, lecz moze
znacznie komplikowaé¢ strukture algorytmu numerycznego (zwtaszcza dla zagadnien
wielowymiarowych).

Metoda filtracji dynamicznej bazuje na podobnej koncepcji co metoda rachunku
wyréwnawczego. Z zatozenia jest ona przeznaczona do analizy proceséw nieustalonych.
Zatozenie to narzuca okre$lony spos6éb formutowania modelu matematycznego procesu w
postaci tzw. réwnania stanu (zaré6wno w postaci dyskretnej, jak i analitycznej). Formalizm
ten jest z jednej strony zaleta metody, gdyz utatwia znakomicie realizacje numeryczna, ale
rGwnoczes$nie w wielu przypadkach moze utrudnia¢ utworzenie r6wnania stanu. Algorytm
metody jest bardzo zwarty i dogodny do implementacji numerycznej. Podobnie jak rachunek
wyréwnawczy, metoda filtracji dynamicznej moze by¢ stosowana do rozwigzywania
zagadnien nieliniowych. Wazne jest robwniez, ze obydwie metody nie narzucajg zadnych
ograniczen na lokalizacje punktéw pomiarowych, tzn. ze punkty pomiarowe moga by¢
umieszczane w dowolnych miejscach, a wigc wewnatrz ciata, jak i najego powierzchni.

Zupetlnie odmienne podejScie przedstawia metoda dyskretnej transformacji spektralnej
DTS. Zastosowanie metody DTS pozwolito uzyska¢ znaczna zwarto$¢ i uniwersalnos¢
algorytmu obliczen. W efekcie stopienn ztozonoéci metody jest podobny dla zagadnien jedno-
i wielowymiarowych. W potgczeniu z koncepcja metody szeregéw pochodnych i przy
wykorzystaniu regularyzowanego algorytmu obliczania pochodnych odpowiedzi tempera-

turowej uzyskano efektywny i stabilny algorytm rozwigzywania odwrotnych zadanh
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granicznych. Do obliczen nie jest potrzebna znajomo$¢ warunku poczagtkowego. W przedsta-
wionej wersji metody lokalizacje punktow pomiarowych ograniczono wytgcznie do
zewnetrznego konturu obszaru rozwigzania, przy czym kontur ten nie musi si¢ oczywiscie
pokrywaé¢ z rzeczywistym brzegiem obszaru. W takim bowiem przypadku uzyskuje sie
znaczne uproszczenie numerycznej realizacji algorytmu z uwagi na wystepujgca symetrie
operatora dyskretnego. Nalezy tu takze wspomnie¢ o ograniczeniach wystepujacych przy
stosowaniu metody DTS do rozwigzywania problemdéw nieliniowych.

Przedstawione metody spetniajg wiekszo$¢ kryteriow ([3], rozdziat 2.1), ktére powinny
spetnia¢ efektywne metody rozwigzywania problemoéw Zle uwarunkowanych takich jak
analizowane graniczne zagadnienia odwrotne przewodzenia ciepta. Przeprowadzono liczne
obliczenia, ktérych celem byta weryfikacja stabilnosci i doktadnosci metod. Zastosowane
testy numeryczne stawialy przed analizowanymi metodami bardzo ostre wymagania.
Uzyskane wyniki obliczeniowe pozwalajg stwierdzi¢, ze zastosowane metody sg efektywnym
narzedziem rozwigzywania rozpatrywanej klasy zagadnieri odwrotnych. Mozliwe jestréwniez
rozszerzenie pola zastosowan tych metod na zadania innej klasy, jak np. zagadnienia
odwrotne ze zmiang fazy czy odwrotne zagadnienia wspétczynnikowe.

W pracy zawarte sag w duzej mierze rezultaty wieloletnich badan autora dotyczacych
rozwigzywania zagadnien odwrotnych przewodzenia ciepta i opublikowanych np. w [23],
[241,[25],[39-52],[57,58],[61,62]. W rozwazang problematyke rozwigzywania granicznych
zagadnien odwrotnych wniést autor swéj wtasny wktad twérczy.

W dziedzinie zastosowan rachunku wyréwnawczego istotnym wktadem autora jest
opracowanie metody rozwigzywania zagadnien odwrotnych z wykorzystaniem wszelkiej
dostepnej a priori informacji o procesie. PodejScie takie umozliwia znaczng poprawe
stabilnosci idoktadnos$ciwynikéw rozwigzania wszelkich probleméw stabo uwarunkowanych.
Zastosowane podej$scie ma od strony matematycznej cechy algorytmoéw regularyzowanych.
Dla zagadnien przeptywu ciepta zaproponowana metoda moze byé stosowana do
rozwigzywania zaréwno zagadnien nieustalonych, jak i ustalonych.

W przypadku metody filtracji dynamicznej wktad autora polega na poszerzeniu zakresu
zastosowan metody na rozwigzywanie zagadnienien nieliniowych, tzn. probleméw jedno-
czesnej identyfikacji pola temperatury i warunkéw brzegowych. Nowatorskie jest takze
zastosowanie metody filtracji do rozwigzania granicznych zagadnien odwrotnych.

Autor po raz pierwszy wykorzystat metode dyskretnej transformacji spektralnej wraz z
koncepcjg metody szeregéw pochodnych do sformutowania modelu odwrotnego zagadnienia
granicznego. Dzieki takiemu wtasnie podej$ciu udato sie autorowi znacznie uprosci¢ opis
matematyczny problemu w stosunku do innych rozwigzan bazujgcych na koncepcji szeregow
pochodnych. Uzyskano uniwersalng posta¢ algorytmu rozwigzania zaré6wno zagadnien jedno-

jak i wielowymiarowych. Metoda zapewnia ponadto duzg stabilno$¢ rezultatow.
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Dla podej$cia stochastycznego (rachunek wyréwnawczy, filtracja dynamiczna) stabilizacja
rozwigzania opiera sie na wazonej S$redniokwadratowej minimalizacji odchytek
identyfikowanych wielko$ci. W przypadku rachunku wyréwnawczego konieczna jest
zazwyczaj minimalizacja zaré6wno odchytek wielko$ci mierzonych, jak i niewiadomych
(algorytm rozszerzony). Ta metoda minimalizacji wymaga wykorzystania wszelkiej dostepnej
apriori informacji o wielko$ciach niewiadomych. Mozna w ten sposéb znacznie zmniejszy¢
czuto$¢ algorytmu na zaktécenia danych wejsciowych i zwiekszy¢ stabilno$s¢ metody. Istotna
zaleta podejécia stochastycznegojest mozliwo$¢ bezposredniejoceny statystycznej uzyskanych
wynikéw, a tym samym ich wiarygodnos$ci.

Najbardziej uniwersalna z przedstawionych metod jest metoda rachunku wyréwnawczego
(w ujeciu rozszerzonym). Nadaje sie ona do rozwigzywania bardzo szerokiej gamy
probleméw odwrotnych (a ogdlnie szeroko rozumianych probleméw uzgadniania). Dla
analizowanych w pracy zagadniehn uzyskuje sige zadowalajacg doktadnos$¢ identyfikaciji.
Efektywne stosowanie metody wymaga jednak pewnego doswiadczenia (a nawet intuicji)
koniecznej do okre$lenia poczatkowej oceny poszukiwanych wielko$ci. Dla zagadnien
nieustalonych analizie mozna poddawac¢ informacje pomiarowe dotyczgce wszystkich lub
czeéci rozpatrywanych krokéw czasu (przy czym liczba krokéw czasu jest dowolna).
Zwigksza to doktadno$¢ estymacji w poréwnaniu z metoda filtracji dynamicznej, lecz moze
znacznie komplikowa¢ strukture algorytmu numerycznego (zwtaszcza dla zagadnien
wielowymiarowych).

Metoda filtracji dynamicznej bazuje na podobnej koncepcji co metoda rachunku
wyréwnawczego. Z zalozenia jest ona przeznaczona do analizy proceséw nieustalonych.
Zatozenie to narzuca okres$lony sposéb formutowania modelu matematycznego procesu w
postaci tzw. réwnania stanu (zaréwno w postaci dyskretnej, jak i analitycznej). Formalizm
ten jest z jednej strony zaletg metody, gdyz utatwia znakomicie realizacje numeryczna, ale
rownoczesdnie w wielu przypadkach moze utrudnia¢ utworzenie réwnania stanu. Algorytm
metody jest bardzo zwarty i dogodny do implementacji numerycznej. Podobnie jak rachunek
wyréwnawczy, metoda filtracji dynamicznej moze by¢ stosowana do rozwigzywania
zagadnienn nieliniowych. Wazne jest robwniez, ze obydwie metody nie narzucajg zadnych
ograniczen na lokalizacje punktow pomiarowych, tzn. Zze punkty pomiarowe mogag by¢
umieszczane w dowolnych miejscach, a wiec wewnatrz ciata, jak i najego powierzchni.

Zupetnie odmienne podejécie przedstawia metoda dyskretnej transformacji spektralnej
DTS. Zastosowanie metody DTS pozwolito uzyska¢ znaczng zwarto$¢ i uniwersalnos¢
algorytmu obliczen. W efekcie stopien ztozonoéci metody jest podobny dla zagadnien jedno-
i wielowymiarowych. W potgczeniu z koncepcjag metody szeregéw pochodnych i przy
wykorzystaniu regularyzowanego algorytmu obliczania pochodnych odpowiedzi tempera-

turowej uzyskano efektywny i stabilny algorytm rozwigzywania odwrotnych zadanh
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granicznych. Do obliczen nie jest potrzebna znajomo$¢ warunku poczagtkowego. W przedsta-
wionej wersji metody lokalizacje punktéw pomiarowych ograniczono wytgcznie do
zewnetrznego konturu obszaru rozwigzania, przy czym kontur ten nie musi si¢ oczywiscie
pokrywaé¢ z rzeczywistym brzegiem obszaru. W takim bowiem przypadku uzyskuje sie
znaczne uproszczenie numerycznej realizacji algorytmu z uwagi na wystepujgca symetrie
operatora dyskretnego. Nalezy tu takze wspomnie¢ o ograniczeniach wystepujacych przy
stosowaniu metody DTS do rozwigzywania probleméw nieliniowych.

Przedstawione metody spetniajg wiekszo$¢ kryteriow ([3], rozdziat 2.1), ktédre powinny
spetnia¢ efektywne metody rozwigzywania problemoéw Zle uwarunkowanych takich jak
analizowane graniczne zagadnienia odwrotne przewodzenia ciepta. Przeprowadzono liczne
obliczenia, ktérych celem byta weryfikacja stabilnosci i doktadno$ci metod. Zastosowane
testy numeryczne stawialy przed analizowanymi metodami bardzo ostre wymagania.
Uzyskane wyniki obliczeniowe pozwalajg stwierdzi¢, ze zastosowane metody sg efektywnym
narzedziem rozwigzywania rozpatrywanej klasy zagadniern odwrotnych. Mozliwe jestréwniez
rozszerzenie pola zastosowan tych metod na zadania innej klasy, jak np. zagadnienia
odwrotne ze zmiang fazy czy odwrotne zagadnienia wspétczynnikowe.

W pracy zawarte sag w duzej mierze rezultaty wieloletnich badan autora dotyczacych
rozwigzywania zagadnien odwrotnych przewodzenia ciepta i opublikowanych np. w [23],
[24],[25],[39-52],[57,58],[61,62]. W rozwazang problematyke rozwigzywania granicznych
zagadnien odwrotnych wniést autor swéj wtasny wktad twérczy.

W dziedzinie zastosowan rachunku wyréwnawczego istotnym wktadem autora jest
opracowanie metody rozwigzywania zagadnien odwrotnych z wykorzystaniem wszelkiej
dostepnej a priori informacji o procesie. PodejScie takie umozliwia znaczng poprawe
stabilnoéciidoktadnos$ciwynikéw rozwigzania wszelkich probleméw stabo uwarunkowanych.
Zastosowane podejScie ma od strony matematycznej cechy algorytméw regularyzowanych.
Dla zagadnien przeplywu ciepta zaproponowana metoda moze by¢ stosowana do
rozwigzywania zaréwno zagadnien nieustalonych, jak i ustalonych.

W przypadku metody filtracji dynamicznej wktad autora polega na poszerzeniu zakresu
zastosowan metody na rozwigzywanie zagadnienien nieliniowych, tzn. probleméw jedno-
czesnej identyfikacji pola temperatury i warunkéw brzegowych. Nowatorskie jest takze
zastosowanie metody filtracji do rozwigzania granicznych zagadnien odwrotnych.

Autor po raz pierwszy wykorzystat metode dyskretnej transformacji spektralnej wraz z
koncepcjg metody szeregéw pochodnych do sformutowania modelu odwrotnego zagadnienia
granicznego. Dzieki takiemu wtadnie podej$ciu udato sie autorowi znacznie upro$ci¢ opis
matematyczny problemu w stosunku do innych rozwigzan bazujgcych na koncepcji szeregow
pochodnych. Uzyskano uniwersalng posta¢ algorytmu rozwigzania zaré6wno zagadnien jedno-

jak i wielowymiarowych. Metoda zapewnia ponadto duzg stabilno$¢ rezultatow.
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Dodatek A

Dowdd twierdzenia (5.42)

Dowdd twierdzenia (5.42), tzn.:

4 =0 =- E NeHE Ait'Q

(A1)

przeprowadza sie w nastepujacy spos6b. Zagadnienie wtasne dla symetrycznej macierzy A

wystepujgcej w réwnaniu (5.30) ma postac:

AW = W Diag/3 lub W rA = (Diag/?)Wr (A -2>

Stad:

W r = (Diag/S)-' WrA

(A -3>

Podstawiajac (A.3) do zalezno$ci (5.11) definiujgcej transformate T otrzymuje sig:

I = (DiagjS)'IW rAT

<A -4>

Wyjsciowe réwnanie (5.30) opisujagce rozpatrywany problem graniczny mozna tez zapisac¢

w nieco odmiennej postaci (przy zatozeniu C =1):

AT(r) = dTtd - DTj(r)
dr

Podstawiajac zalezno$¢ (A.5) do (A .4) otrzymujemy:

f(r) =-(Diag/3)'IW rD Ts(r) + (DiagjS)iW

(A.5)

(A.6)
QT
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Z zalozenia elementy macierzy A, a wiec réwniez sktadowe wektoréw wtasnych W,, nie

sg funkcjami czasu. Z tego powodu réwnanie (5.30) mozna zapisa¢ w nastepujgcej postaci:

T(r) = - (Diag/3)aw rDT s + (Diag/3)'1jL(WrT(n) (A7)
dr
Wykorzystujgc zaleznos$ci (A.3) oraz (A.7) otrzymuje sie nastepujacy zwigzek: DOdatek B
A (w rT(r) = (Diagl3)'tw ra 4T(D D Ts() (A.8)
ar ar dr
Podstawiajgc zwigzek (A .8) do (A.7) uzyskuje sie nastepujaca zaleznoé¢: \/\/yprowadzenie pe\NnyCh Z‘I’OZOnyCh Opel’aCji rrB.CierZOVWCh
T(r) = -(Diag/3)'lw rb Ts(r) - [(Diag/3)'J2WrDTsV) + Przyjmujac nastepujace oznaczenia:
(A.9)

+ : '
(Dlag/S) Iw r dro G - macierz symetryczna o rozmiarach n* n,

B - macierz o wymiarach r * n,
Powtarzajagc te operacje nieskoriczenie wiele razy uzyskuje sie w efekcie koncowym
) . F - macierz symetryczna o wymiarach r*r,
zalezno$¢ okres$lajgcg transformate wektora temperatur T (r):

dowodzi sie prawdziwo$ci dwéch nastepujacych twierdzen:
T(t) = [(Diag/3)'Q**'W rD T f(r) (A10>
*1
Twierdzenie 1

gdzie Ts(t)(r) oznacza k-tg pochodng odpowiedzi temperaturowej wzgledem czasu.

Jezeli temperatury brzegowe Ts(r) spetniajg wyjSciowe zagadnienie brzegowe (5.30) dla
) . L . ) GBr(BGBr+F)l= (C +B ~B JW (B.I)
dowolnej chwili czasu r, to spetniajg je rowniez dla chwili poczatkowej, tzn. dla t= 0. Stad

uzyskuje sie:

Dowdéd:

T(r)Lo = T(0) = - £ [(Diag/3)~**'W 7D T *(0) (A-n >
[ GBr(BGBr+F)1=

G"*"+B"B)-1(G"*"+B”"B) GBr(BGBr+F)1-=
co stanowi dowdéd twierdzenia (A .l).

(

= (G1+BrFIB)1(B"+B"BGB7 (BGBA+F)l=
(GA-4-BAB)'1BAF+BGB 7 (BGBr+F)1 =
(

GA+BABABAF1

Twierdzenie 2

(GA+B~B)1= G-GBr(BGBr+F) =BG (8.2)
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Dowdd:

(C+BTAB) =
= (C+BT~B) [G-(G'I+BrF B)IBr+F ‘BG] [G-(G ‘“+BrF'B)Br+ F'BG] "

W ykorzystujgc zalezno$¢ (B.l) otrzymuje sie:

(C+B~B) [G-CC+B7™ ") 'Br+F ‘BG] [G-(G '+BrF IB)'Br-(-FBG]" =
= (C+BT~ B) [G-(G1+BrF B)Br+ F IBG] [G-GBr(BGBr+F)'BG]1=
= [1+B"BG-B~"BG] [G-GBr(BGBr+F) ‘BG]1=
= [G-GBr(BGBr+F) 'BG]1

Stad:

(C+BT~B) = [G-GBr(BGBr+F)'BG]1 B 3

Mnozac lewg i prawg stronge zaleznoéci (B.3) przez inwersje przeciwnych stron (co jest

rbwnoznaczne z podniesieniem stron réwnania do pierwszej potegi) uzyskuje

ostatecznie:

(G1+BrF B)-1= GGBr(BGBr+F)BG

ZASTOSOWANIE METOD STOCHASTYCZNYCH
| SPEKTRALNYCH DO ROZWIAZYWANIA
GRANICZNYCH ODWROTNYCH ZAGADNIEN
PRZEWODZENIA CIEPLA

Streszczenie

Prezentowana praca jest poswiecona problemowi rozwigzywania odwrotnych
zagadnienn przewodzenia ciepta. Rozpatrywany jest problem identyfikacji
nieustalonych p6l temperatury ciata (a w tym odtwarzania poczatkowego rozktadu
temperatury ciata) oraz strumieni ciepta na brzegu analizowanego obszaru, tzn.
graniczne zagadnienie odwrotne. Przedmiotem rozwazan sg wytacznie problemy
nieustalonej wymiany ciepta.

Opracowano i rozwinieto trzy metody rozwigzania problemu. Dwie z nich
nalezag do grupy metod stochastycznych (a doktadnie - metod estymaciji
statystycznie optymalnej): metoda rachunku wyréwnawczego oraz metoda
optymalnej filtracji dynamicznej (tzw. metoda filtru Kalmana). Trzecia z metod
bazuje na teorii dyskretnej transformacji spektralnej oraz wykorzystuje koncepcje
metody szeregéw pochodnych. Wszystkie wymienione metody wymagaja
sformutowania modelu matematycznego rozpatrywanego procesu. W pracy
rozpatruje sie wytacznie modele dyskretne sformutowane za pomocga takich metod
numerycznych jak na przyktad metoda elementéw skoficzonych MES czy metoda
bilanséw elementarnych MBE.

W pracy przedstawiono podstawowe zalozenia omawianych metod wraz
z analizg doktadnos$ci i efektywno$ci numerycznej. Przytoczono liczne przyktady
obliczeniowe dotyczace gtownie weryfikacji doktadno$ci metod. Przedstawiono

rowniez mozliwo$ci praktycznego wykorzystania opracowanych algorytmoéw.



APPLYING STOCHASTIC AND SPECTRAL METHODS FOR
SOLVING BOUNDARY INVERSE PROBLEMS OF HEAT
CONDUCTION

Summary

The presented work is devoted to the problem ofa solution of inverse problems
of heat conduction. The problem of identification of transient temperature field
within the body (including calculation of initial temperature field of the body) and
heat fluxes on the boundary of the analyzed domain is considered herein.
Transient problems of heat transfer are the subject of considerations.

Three methods of the solution of the problems have been elaborated and
developed. Two of them belong to the group of stochastic methods (exactly
statistically optimal estimation methods): the least squares adjustment method and
optimal dynamic filtration method (so called Kalman’s filtering). Third method
is based on the theory of discrete eigenvalue transformation and includes a con-
cept of the method of series of derivatives. All the mentioned methods require
formulation of the mathematical model of considered process. Herein only
discrete models formulated on the base of numerical methods such as finite
element method FEM or control volume method CVM are considered.

The basic assumptions of proposed methods are presented in the paper as well
as the analysis of the accuracy and numerical efficiency. Several numerical
examples testing accuracy of the methods are presented. Possibilities of practical

application of elaborated algorithms are also discussed.

MPUMEHEHWE CTOXACTUYECKNX
N CNEKTPA/IbHbIX METO40OB
OnAa PEWEHMA TPAHWYHBIX OBPATHbLIX 3AA4AY
TENAOMPOBOAHOCTN

P e3iomMme

HacTosuwas pa6oTa nocBsuleHa npo6neme pelweHuss o6paTHbIX  BOMPOCOB
TennonpoBogHoCTM. PaccmatpuBatTca npob6nemMbl wupjeHTUGUKauum nons
Temnepatypbl Tena (Takxe npo6neMbl MAEHTUHMUKALWW  HaAYaNbHOTO
pacnpefeneHns TemnepaTypbl) W Tennoro nOTOKa Ha Kpae aHanu3Mpyemon
obnacTu: Te. TrpaHW4yHas o6paTHas npo6nema. [lpeAMeTOM pacCyXAeHui
ABNAKTCA NPO6GNEMbl HECTALMOHAPHOTO TeNN006MeHa.

Bbinn paspaboTaHbl W pa3BUTbl TPWU MeTOAbl pelleHus npob6nembl. [Ba ©3 HWX
OTHOCATCA K Trpynne CcTOXacTUYeCKMX MeToAoB (a TOYHO K MeToham
CTaTUCTWYECKM ONTUMANbHOW 3CTUMALUKM): KOOPAMHALUS MeTOLOM HalMeHbLUUX
KBagpatoB W METOA OMNTUManbHOW AMHAMWYeckol ¢unbTpaunn (Tak HasbiBaemas
thunbTpayms KanbmaHa). TpeTuidi MeTOA OCHOBAH Ha TeOpuUW  AUCKPETHOM
CneKTpanbHOMW TpaHchopMaLum W UCMONb3YeT KOHLUENUuU psagoB  MPOA3BOAHbIX.
Bce Tpu meToAbl TpebywT (OPMYAMPOBKM MaTeMaTUUYeCKON MoAenu
paccmoTpuBaemMoro npouecca. B pa6oTe aHanusupyeTrcs TONbKO /WLb
OUCKpeTHble MoJenn o06pa3oBaHHbIe C MOMOLLK TakKWX YUC/EHHbIX METOLOB Kak
METO/ KOHEYHbIX 3/IEMEHTOB MKE WAM MeTOA 3NeMeHTapHbIX 6anaHcos MEB.

B pa6oTe npeAcTaBAAOTCA OCHOBHble MPEAMNONOXEHNS YKa3aHHbIX MeTO0B
BMECTe C aHanu3oM TOYHOCTM W HyMepuuyeckol adekTusHocTu. [MMpusoguTcs
psf  pacuyéTHbIX MNPUMEPOB  OTHOCALWMXCA B OCHOBHOM K Beputmkauum u
TOYHOCTU MeTofoB. [lpefcTaBNAKTCA  TOXE BO3MOXHOCTM  MPaKTUYECcKOro
MCMOoNb30BaHNsA pa3paboTaHHbIX anropuTMOB.






