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Podstawowe oznaczenia

Symbole macierzy oznaczone są wytłuszczonymi, dużymi literami. Macierze 

jednokolumnowe (nazywane dalej wektorami kolumnowymi lub wektorami) oznaczono 

wytłuszczonymi, małymi literami. Nad wielkościami wektorowymi w sensie fizykalnym lub 

geometrycznym umieszczono nadkreślenia.

Wielkości fizyczne wyrażone są w jednostkach systemu SI lub przedstawione są w postaci 

bezwymiarowej.

Zmierzony przebieg temperatury w danym punkcie ciała (wykorzystywany jako informacja 

wejściowa do rozwiązania zagadnienia odwrotnego) nazywany jest zgodnie z przyjętą 

nomenklatura odpowiedzią temperaturową.

Symbole łacińskie

a współczynnik wyrównywania temperatury,

a* - pochodna cząstkowa funkcji warunku względem wielkości mierzonej,

bu - pochodna cząstkowa funkcji warunku względem wielkości niewiadomej,

A  - macierz główna (lub operator dyskretny, macierz przewodności) układu równań

różnicowych, macierz współczynników â ,
b - wektor kolumnowy wyrazów wolnych układu równań różnicowych.

В - macierz współczynników bu,

Bi -
h L

liczba Biota; (B i = —_ ) ,  
A

С - macierz skupionych pojemności cieplnych,

с pojemność cieplna właściwa (ciepło właściwe),

Diag- symbol macierzy diagonalnej,

ft - funkcja warunku,

Fo - bezwymiarowy czas (liczba Fouriera; Fo = ^ ) ,

G - macierz kowariancji estymowanych wielkości,

G, - macierz kowariancji estymaty wielkości mierzonych,
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G , - m a c ie rz  k o w a r ia n c ji e s ty m a ty  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h ,

G * , - m a c ie rz  k o w a r ia n c ji  w s tę p n e g o  o sza co w a n ia  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h ,

h  - w s p ó łc z y n n ik  w n ik a n ia  c ie p ła ,

H - m a c ie rz  w s k a ź n ik o w a ,

I m a c ie rz  je d n o s tk o w a ,

k  - n u m e r k ro k u  czasu .

K - m a c ie rz  w z m o c n ie n ia ,

lo  - w y m ia r  c h a ra k te ry s ty c z n y ,

N - l ic z b a  w ę z łó w  p o d z ia łu  ró ż n ic o w e g o ,

n lic z b a  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  w  ró w n a n iu  w a ru n k ó w ,

Q - gęstość s tru m ie n ia  c ie p ła ,

r l ic z b a  ró w n a ń  w a ru n k ó w ,

s l ic z b a  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h ,

S - o d c h y le n ie  s ta n d a rd o w e ,

T - te m p e ra tu ra ,

Ts - o d p o w ie d ź  te m p e ra tu ro w a ,

T - m a c ie rz  k o lu m n o w a  (w e k to r )  te m p e ra tu r w  w ę z ła ch  p o d z ia łu  ró ż n ic o w e g o ,

To - w e k to r  te m p e ra tu r  p o c z ą tk o w y c h ,

V - m a c ie rz  k o w a r ia n c ji  w y n ik ó w  p o m ia ró w ,

w , - w e k to r  w ła s n y  m a c ie rz y  (o p e ra to ra  d y s k re tn e g o ),

w* - n ie zg o d n o ść  ró w n a n ia  w a ru n k ó w ,

W - m a c ie rz  w e k to ró w  w ła s n y c h  (m a c ie rz  m o d a ln a ) ,

X w ie lk o ś ć  m ie rz o n a ,

X e s tym a ta  w ie lk o ś c i m ie rz o n e j,

Jt° - w y n ik  p o m ia ru ,

y - w ie lk o ś ć  n ie w ia d o m a ,

ÿ - e s tym a ta  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m e j,

?  - w stęp ne  o sza co w a n ie  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m e j.

Symbole greckie

ß, - w a rto ś ć  w ła s n a  m a c ie rz y ,

r  - b rz e g  o b sza ru  ro z w ią z a n ia ,

ô - z a k łó c e n ie  w y n ik u  p o m ia ru ,

- p o p ra w k a  w ie lk o ś c i m ie rz o n e j,

8x - p o p ra w k a  e s ty m a ty  w ie lk o ś c i m ie rz o n e j (&£ = x-x°),
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by -  p o p ra w k a  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m e j,

ô ÿ -  p o p ra w k a  e s ty m a ty  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m e j (b y  =  y - y ° ) ,

X -  w s p ó łc z y n n ik  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła ,

? -  lic z b a  lo s o w a  ( f  £  [0 , 1] ) ,

a -  w a r ia n c ja ,

T -  czas,

A t -  k ro k  czasu ,

i -  m a c ie rz  p rz e jś c ia  (m a c ie rz  s ta n u ),

n ob sza r ro z w ią z a n ia  o g ra n ic z o n y  b rz e g ie m  T .

Indeksy górne

- -  oznacza  tra n s fo rm a tę  lu b  w ie lk o ś ć  e s tym o w a n a ,

-  p o ch o d n a  w z g lę d e m  czasu ,

(k) -  p o ch o d n a  rzę d u  k ,

T -  o zn a cze n ie  m a c ie rz y  tra n sp o n o w a n e j.

Indeksy dolne

, -  d o ty c z y  n u m e ru  p u n k tu  w ę z ło w e g o  (n u m e r e le m e n tu  ró ż n ic o w e g o ),

j  -  d o ty c z y  n u m e ru  w ie lk o ś c i m ie rz o n e j ( /  =  1, . . , i ) ,

k -  d o ty c z y  n u m e ru  ró w n a n ia  w a ru n k ó w  ( k = l , . . . , r )  lu b  c h w i l i  czasu ,

, -  d o ty c z y  n u m e ru  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m e j ( / = l , . . . , n ) ,

s -  d o ty c z y  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j.

Inne symbole

V 2 -  o p e ra to r  L a p la c e ’ a ,

E {  }  -  s y m b o l w ie lk o ś c i o c z e k iw a n e j.



1. Wstęp, cel pracy

W y z n a c z e n ie  p o la  te m p e ra tu ry  na p o d s ta w ie  o d p o w ie d n io  s fo rm u ło w a n e g o  ró w n a n ia  

ró ż n ic z k o w e g o  w ra z  z w a ru n k a m i b rz e g o w y m i i w a ru n k ie m  p o c z ą tk o w y m  (d la  zagadn ień  

n ie u s ta lo n ych ) o ra z  z n a jo m o ś c i w s p ó łc z y n n ik ó w  w y s tę p u ją c y c h  w  o p is ie  zag a d n ie n ia  je s t 

je d n y m  z  p o d s ta w o w y c h  p ro b le m ó w  p rze w o d z e n ia  c ie p ła . T a k  p o s ta w io n e  za g adn ie n ia , tzn . 

w yzn a cze n ie  s k u tk ó w  (te m p e ra tu ra , s tru m ie ń  c ie p ła ) na p o d s ta w ie  p rz y c z y n  (w a ru n k i 

b rze g o w e , w a ru n e k  p o c z ą tk o w y ) , na zyw a ne  są za zw ycza j z a g a d n ie n ia m i p r o s t y m i  ( lu b  

z a g a d n ie n ia m i b e z p o ś re d n im i)  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  (d ir e c t  p ro b le m s , p r ia m y je  z a d a c z i) .  

M e to d y  ro z w ią z y w a n ia  zag adn ie ń  p ro s ty c h  są ju ż  b a rd zo  s zcze g ó ło w o  s k la s y fik o w a n e  i 

p rzebadane szcze g ó ln ie  po d  ką te m  je d n o zn a czn o śc i i s ta b iln o ś c i re z u lta tó w .

O d  p e w n e g o  czasu o b s e rw u je  się zna czn y  w z ro s t za in te re so w a n ia  ro z w ią z y w a n ie m  

p ro b le m ó w  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  s fo rm u ło w a n y c h  o d m ie n n ie  a n iż e li zag a d n ie n ia  p ros te . Jeże li 

n ie  są znane w s z y s tk ie  p rz y c z y n y , a są n a to m ia s t znane ( ja k o  w y n ik i  p o m ia ró w ) pew ne  

be zpośre dn ie  lu b  p o ś re d n ie  s k u tk i (n p . p rz e b ie g i te m p e ra tu ry  lu b  s tru m ie n ia  c ie p ła  

w  p e w n y c h  p u n k ta ch  c ia ła ) , to  ta k  s fo rm u ło w a n y  p ro b le m  n a zyw a n y  je s t  z a g a d n ie n ie m  

o d w r o tn y m  ( in v e rs e  p r o b le m ,  o b r a tn a ja  z a d a c z a ) . O g ó ln ą  c h a ra k te ry s ty k ę  i k la s y f ik a c ję  

zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  d la  p ro b le m ó w  p rze w o d z e n ia  c ie p ła  p rz e d s ta w io n o  w  ro z d z ia le  1.2 . 

W  ty m  m ie js c u  n a le ży  ty lk o  s tw ie rd z ić , że  za g adn ie n ia  o d w ro tn e  na leżą d o  g ru p y  p ro b le m ó w  

ź le  u w a ru n k o w a n y c h  ( i l l - p o s e d  p r o b le m s ) .  O znacza to , że za g adn ie n ia  te są b a rd zo  czu łe  na 

n ie u n ik n io n e  n ie d o k ła d n o ś c i (z a k łó c e n ia ) da n ych  w e jś c io w y c h  (n p . w y n ik ó w  p o m ia ró w ) . Stąd 

też b io rą  s ię  b a rd z o  w y s o k ie  w y m a g a n ia  o d n o śn ie  d o  m e tod  s to so w anych  d o  ro z w ią z y w a n ia  

zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  (n ie  ta k  d a w n o  je szcze  u w aża no , że p ro b le m ó w  ty c h  n ie  da  się w  

o g ó le  ro z w ią z a ć ). P o d o b n ie  w y s o k ie  w y m a g a n ia  s taw ian e  są p rzed  te c h n ik ą  p o m ia ro w ą  

w y k o rz y s ty w a n ą  ja k o  ź ró d ło  d a n ych  d o  ro z w ią z y w a n ia  zadań o d w ro tn y c h .

R osnące g w a łto w n ie  z a in te re so w a n ie  ro z w ią z y w a n ie m  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  c z e rp ie  sw ą 

in s p ira c ję  z  n o w y c h , a w ię c  a tra k c y jn y c h  ź ró d e ł p o z n a w c z y c h , lecz  także  w y n ik a  z p o trze b  

c zys to  u ty l i ta rn y c h . Z a k re s  d z ie d z in  w ie d z y  i te c h n ik i,  w  k tó ry c h  ro z w ią z u je  s ię  zag adn ie n ia  

o d w ro tn e , s ta le  s ię  po sze rza  i o b e jm u je  na p rz y k ła d  g e o fiz y k ę , m e te o ro lo g ię  c z y  a s tro fiz y k ę .

Z a g a d n ie n ia  w y m ia n y  c ie p ła  to  także  b a rd zo  sze ro k ie  p o le  s ta w ia n ia  i ro z w ią z y w a n ia  

zadań o d w ro tn y c h . U w a g a  ta  d o ty c z y  za ró w n o  p ro b le m a ty k i be zp o ś re d n io  zw ią za n e j 

z p rz e p ły w e m  c ie p ła  (n p . id e n ty f ik a c ja  p ó l te m p e ra tu ry  lu b  p a ra m e tró w  te rm o fiz y c z n y c h ), 

ja k  ró w n ie ż  za g adn ie ń  sp rzę żo n ych  (n p . na prężen ia  c ie p ln e , te rm o d y fu z ja ) .
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N in ie js z a  ro z p ra w a  p o ś w ię c o n a  je s t  m e to d o m  ro z w ią z y w a n ia  za g a d n ie ń  o d w ro tn y c h  

z w ią z a n y c h  z  id e n ty f ik a c ja  p ó l te m p e ra tu ry  i  s tru m ie n i c ie p ła  w  s y tu a c ji,  g d y  n ie  są znane 

w a ru n k i b rz e g o w e  (w s z y s tk ie  lu b  część). M o ż e  także  n ie  b y ć  zn a n y  w a ru n e k  p o c z ą tk o w y . 

C zę s to  b o w ie m  w  p ra k ty c e  n ie  je s t  m o ż liw e  d o k ła d n e  o k re ś le n ie  w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  lu b

( i )  w a ru n k u  p o c z ą tk o w e g o , a  is tn ie je  m o ż liw o ś ć  p rz e p ro w a d z e n ia  p o m ia ró w , np . te m p e ra ­

tu ry  w  w y b ra n y c h  p u n k ta c h  c ia ła  i w y b ra n y c h  m o m e n ta ch  czasu . T a k  s fo rm u ło w a n e  zadanie  

o d w ro tn e  za lic za n e  je s t  d o  tz w . g r a n ic z n y c h  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  [1 3 ] , [ 1 8 ] , [ 2 2 ] , [ 6 5 ] .

P race nad ro z w ią z y w a n ie m  za g adn ie ń  o d w ro tn y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  są od  w ie lu  la t 

p ro w a d z o n e  w  In s ty tu c ie  T e c h n ik i C ie p ln e j P o lite c h n ik i Ś lą sk ie j w  G liw ic a c h  (K u rp is z , 

S k o re k ) , a w k ła d  a u to ra  w  te  p race  je s t  p rz e d s ta w io n y  w  skon d e n so w a n e j fo rm ie  

w  p re ze n to w a n e j ro z p ra w ie . In s p ira c ję  d o  p o d ję c ia  badań s ta n o w iły , o p ró c z  w z m ia n k o w a n y c h  

w a lo ró w  p o z n a w c z y c h , p o trz e b y  u ty l i ta rn e , ta k ie  ja k :

•  id e n ty f ik a c ja  p o la  te m p e ra tu ry  w e  w le w k a c h  n a g rze w a n ych  w  p ieca ch  w g łę b n y c h

[6 2 ] , [2 5 ] ,

•  id e n ty f ik a c ja  p o ło ż e n ia  g ra n ic y  fa z y  w e  w le w k a c h  z  c ie k ły m  ją d re m  [2 5 ] ,

•  id e n ty f ik a c ja  s tru m ie n ia  c ie p ła  na p o w ie rz c h n i b a d a w cze j k o m o ry  sp a la n ia  [ 47] .

W  p o s z u k iw a n iu  e fe k ty w n y c h  m e to d  ro z w ią z y w a n ia  ty c h  p ro b le m ó w  zas to sow ano  różne

p o d e jśc ie , a w  e fe k c ie  o p ra c o w a n o  lu b  ro z w in ię to  t rz y  o d m ie n n e  m e to d y , k tó ry c h  zakres 

za s to sow an ia  n ie  o g ra n ic z a  s ię  w y łą c z n ie  d o  g ra n ic z n y c h  zadań o d w ro tn y c h . D w ie  z  ty ch  

m e tod  b a zu ją  na te o r i i  e s ty m a c ji s ta ty s ty c z n ie  o p ty m a ln e j (ra ch u n e k  w y ró w n a w c z y , f i l t r a c ja  

d y n a m ic z n a ), a trz e c ia  w y k o rz y s tu je  d y s k re tn ą  tra n s fo rm a c ję  s p e k tra ln ą  (w  p o łą cze n iu  

z m e todą  s ze re g ó w  p o c h o d n y c h ). O b y d w ie  g ru p y  m e to d , cho ć  b a zu ją  na o d m ie n n y m  

p o d e jś c iu  d o  ro z w ią z a n ia  za g a d n ie n ia , łą c z y  sposób s fo rm u ło w a n ia  p ro b le m u  w y jś c io w e g o :

•  ro z p a tru je  s ię  g r a n ic z n e  z a g a d n ie n ie  o d w r o tn e  d o tyczą ce  id e n ty f ik a c ji  n ie u s ta lo n e g o  

p o la  te m p e ra tu ry  i w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  w  ro z p a try w a n y m  obszarze  (ry s u n e k

1.1.),
•  p r z y jm u je  s ię , że d o  o p is u  m a te m a tyczn e g o  p o la  te m p e ra tu ry  s to su je  s ię  m e to d y  

n u m e ry c z n e  (p rz y n a jm n ie j ze  w z g lę d u  na d y s k re ty z a c ję  o b sza ru  ro z w ią z a n ia ) , c o  w  

re z u lta c ie  p ro w a d z i d o  s ta n d a rd o w e g o  za p isu  ró w n a ń  p o la  te m p e ra tu ry  w  w ę z ła ch  

p o d z ia łu  ró ż n ic o w e g o  w  p o s ta c i n a s tępu ją cego  ró w n a n ia  m a c ie rz o w e g o :

C ^ I >  = A T (r )  + b(r) (1.1)

Wstęp
17

P rz y ję c ie  n u m e ry c z n e g o  p o d e jśc ia  

d o  s fo rm u ło w a n ia  i ro z w ią z a n ia  

zag adn ie n ia  w y n ik a  z k i lk u  p rze ­

s łane k . W  o d ró ż n ie n iu  od  m e tod  

a n a lity c z n y c h  m e to d y  n u m e ryczn e  

zn a czn ie  ro zsze rza ją  zakres m o ż­

l iw y c h  d o  ro z w ią z a n ia  zagadn ień , 

n p . o b s z a ry  o  s k o m p lik o w a n y c h  

k s z ta łta ch , z ło ż o n e  w a ru n k i b rze g o ­

w e , za g adn ie n ia  n ie lin io w e , sprzę- 

^  ^ , żone itd . O  w a rto ś c i i co ra z  w ię -

s kszym  p o w o d z e n iu  m e tod  n u m e ry c z ­

nych  s ta n o w i też co ra z  doskona lsze  

o p ro g ra m o w a n ie  u m o ż liw ia ją c e  ro z ­

w ią z y w a n ie  c o ra z  to  b a rd z ie j z ło - 

R ys . 1 .1 . S c h e m a t o g ó ln y  o d w r o tn e g o  z a g a d n ie n ia  ż o n ych  p ro b le m ó w . B a rd zo  is to tn ą

g r a n ic z n e g o  za le tą  m e to d  n u m e ry c z n y c h  p o w -

F ig . 1 .1 . G e n e r a l  s c h e m e  o f  th e  in v e rs e  b o u n d a r y
p r o b le m  szechm e s to so w a n ych  d o  ro z w ią ­

z y w a n ia  zag adn ie ń  b rz e g o w y c h

p rz e w o d ze n ia  c ie p ła  ( ja k  na p rz y k ła d  M e to d a  E le m e n tó w  S k o ń czo n ych , M e to d a  B ila n s ó w  

E le m e n ta rn y c h , M e to d a  R ó ż n ic  S ko ń czo n ych  c z y  M e to d a  E le m e n tó w  B rz e g o w y c h ) je s t fa k t, 

że d a ją  on e  b a rd z o  p o d o b n e  s fo rm u ło w a n ie  p ro b le m u , np . w  po s tac i ró w n a n ia  m a c ie rzo w e g o

(1 .1 ) .  W  e fe k c ie  u z y s k u je  s ię  b a rd z o  p ożądaną u n if ik a c ję  zap isu  p ro b le m u . T e n  sam  a lg o ry tm  

ro z w ią z a n ia , np . g ra n ic z n e g o  za g a d n ie n ia  o d w ro tn e g o , m oże b y ć  na p rz y k ła d  

w y k o rz y s ty w a n y  p rze z  u ż y tk o w n ik ó w  p o s łu g u ją c y c h  s ię  ró ż n y m i m e to d a m i n u m e ry c z n y m i.

N a  ba z ie  p rz e d s ta w io n y c h  za łożeń , d e fin iu ją c y c h  b a rd z o  o g ó ln ie  ro z p a try w a n y  p ro b le m , 

zas to sow ano  z  p o w o d z e n ie m  trz y  ró żne  m e to d y  ro z w ią z a n ia  p o s ta w io n e g o  zagadn ien ia

o d w ro tn e g o . Są to :
•  M e to d a  r a c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  (m e to d a  n a jw ię k s z e j w ia ry g o d n o ś c i) .  W k ła d e m  

a u to ra  je s t  o p ra c o w a n ie  m e to d y  ro z w ią z y w a n ia  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  z w y k o ­

rz y s ta n ie m  w s z e lk ie j do s tępn e j a  p r i o r i  in fo rm a c ji o  p ro ce s ie . P ode jśc ie  ta k ie  

u m o ż liw ia  zna czną  p o p ra w ę  s ta b iln o ś c i i  d o k ła d n o ś c i w y n ik ó w  ro z w ią z a n ia  

p ro b le m ó w  s ła b o  u w a ru n k o w a n y c h . Z a s tosow a ne  po d e jśc ie  m a  o d  s tro n y  m a tem a­

ty c z n e j ce c h y  a lg o ry tm ó w  re g u la ry z o w a n y c h . Z a p ro p o n o w a n a  m e toda  m oże b y ć  

stoso w ana  d o  ro z w ią z y w a n ia  zag adn ie ń  n ie u s ta lo n ych  i u s ta lo n ych . M e to d a  

d o s ta rcza  o ce n y  s ta tys tyczn e j w y n ik ó w  o b lic z e ń , co  je s t je j  is to tn y m  w a lo re m . 

W  za g a d n ie n ia ch  n ie u s ta lo n y c h  m o żna  ro z p a try w a ć  ró w n o cze śn ie  ca łą  dostępną
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in fo rm a c ję  p o m ia ro w a , c o  z w ię k s z a  d o k ła d n o ś ć  ro z w ią z a n ia  ( le c z  k o m p lik u je  

a lg o ry tm  o b lic z e ń ) . M o ż liw e  je s t  także  p rz e tw a rz a n ie  in fo rm a c ji z  k ro k u  na k ro k  

czasu , tz n . w  t r y b ie  o n  l in e ,  p r z y  c z y m  p ro c e d u ra  ta  je s t  tu  m n ie j d o g o d n a  a n iż e li 

p r z y  z a s to s o w a n iu  m e to d y  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j. Z a ło ż e n ia  i o p is  m e to d y  ra c h u n k u  

w y ró w n a w c z e g o  p rz e d s ta w io n o  w  ro z d z ia le  3 .

•  M e to d a  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j.  M e to d a  ta je s t dość p o w sze ch n ie  s to so w a n ym  

n a rzę d z ie m  id e n ty f ik a c j i  z m ie n n y c h  o p is u ją c y c h  p ro ce sy  n ie u s ta lo n e  (szcze gó ln ie  

w  a u to m a ty c e , p rocesach  s te ro w a n ia  i td . ) .  W y k o rz y s tu je  s ię  ja  także  z  p o w o d z e n ie m  

d o  ro z w ią z y w a n ia  zadań o d w ro tn y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  ( id e n ty f ik a c ja  n ie ­

u s ta lo n ych  p ó l te m p e ra tu ry ) . M e to d a  je s t  b a rd zo  e fe k ty w n a  n u m e ry c z n ie  i p o d o b n ie  

ja k  m e to d a  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  d o s ta rcza  oce n y  s ta ty s tyczn e j w y n ik ó w . 

Ś w ie tn ie  nada je  s ię  d o  a n a liz y  p ro c e s ó w  n ie u s ta lo n ych  w  t ry b ie  o n  l in e .  W k ła d  

a u to ra  d o  p o sze rze n ia  z a k re u  zas to sow ań  m e to d y  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j z a w ie ra  się 

w  a d a p ta c ji m e to d y  d o  ro z w ią z y w a n ia  za g a d n ie n ie ń  n ie l in io w y c h , tz n . p ro b le m ó w  

je d n o c z e s n e j id e n ty f ik a c j i  p o la  te m p e ra tu ry  i  w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h . A u to r  

za s to so w a ł ró w n ie ż  m e todę f i l t r a c j i  d o  ro z w ią z a n ia  g ra n ic z n y c h  zagadn ień  

o d w ro tn y c h . Z a ło ż e n ia  i o p is  m e to d y  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j p rz e d s ta w io n o  w  

ro z d z ia le  4 .

•  M e to d a  d y s k r e tn e j t r a n s fo r m a c j i  s p e k t ra ln e j D T S . A u to r  p o  ra z  p ie rw s z y  

w y k o rz y s ta ł m e todę  d y s k re tn e j tra n s fo rm a c ji sp e k tra ln e j, w ra z  z k o n ce p c ja  m e to d y  

sze re g ó w  p o c h o d n y c h , d o  s fo rm u ło w a n ia  m o d e lu  o d w ro tn e g o  zag a d n ie n ia  

g ra n ic z n e g o . D z ię k i ta k ie m u  w ła ś n ie  p o d e jś c iu  u d a ło  s ię  a u to ro w i zn a czn ie  u p ro śc ić  

op is  m a te m a ty c z n y  p ro b le m u  w  s to su n ku  d o  in n y c h  ro z w ią z a ń  b a z u ją c y c h  na 

k o n c e p c ji s ze re g ó w  p o c h o d n y c h . U z y s k a n o  u n iw e rs a ln a  postać  a lg o ry tm u  

ro z w ią z a n ia  z a ró w n o  za g a d n ie ń  je d n o w y m ia ro w y c h , ja k  i  w ie lo w y m ia ro w y c h . 

M e to d a  za p e w n ia  du ża  s ta b iln o ś ć  re z u lta tó w  bez je d n a k  b e z p o ś re d n ie j m o ż liw o ś c i 

ich  o ce n y  s ta ty s ty c z n e j. Z a ło ż e n ia  i o p is  m e to d y  D T S  p rz e d s ta w io n o  w  ro z d z ia le  5.

Ż a d n a  z za s to so w a n ych  m e to d  n ie  je s t  u n iw e rs a ln y m  n a rzę d z ie m  ro z w ią z y w a n ia  w s z e lk ic h  

zag adn ie ń  d e f in io w a n y c h  ja k o  g ra n ic z n e  z a g a d n ie n ie  o d w ro tn e . K a żd a  n a to m ia s t z  ty c h  m e tod  

m a ta k ie  o b sza ry  za s to so w a ń , g d z ie  je s t  z  p e w n y c h  w z g lę d ó w  b a rd z ie j e fe k ty w n a  n iż  

p o zos ta łe . P rz y  o m a w ia n iu  p o szc z e g ó ln y c h  m e tod  p rze p ro w a d z o n o  a n a lizę  ich  e fe k ty w n o ś c i 

o ra z  w ska za n o  zasa dn icze  z a le ty  i  w a d y .

P rz y  o p ra c o w a n iu  m o d e li m a te m a ty c z n y c h  a n a liz o w a n y c h  w  p ra c y  za g a d n ie ń  s toso w ano  

m e todę  b ila n s ó w  e le m e n ta rn y c h  ( C o n t r o l  V o lu m e  M e th o d )  [5 5 ] , [5 7 ]  o ra z  sp o ra d yczn ie  

m e todę  e le m e n tó w  s k o ń c z o n y c h . W y b ó r  k o n k re tn e j m e to d y  n ie  m a tu  w ła ś c iw ie  żadnego 

zn a czen ia , o  i le  t y lk o  p ro w a d z i d o  s fo rm u ło w a n ia  a n a liz o w a n e g o  za g a d n ie n ia  w  po s ta c i ( 1. 1).

2. Ogólna charakterystyka zagadnień 
odwrotnych przewodzenia ciepła

Z a k re s  p ro b le m a ty k i za g adn ie ń  o d w ro tn y c h  je s t  ta k  s z e ro k i, że d o ko n a n ie  ja k ie jk o lw ie k  

ich szcze g ó ło w e j k la s y f ik a c ji  je s t z g ó ry  skazane na n ie p o w o d ze n ie . T ru d n o ś c i te d o tyczą  

zresztą  sam ej ju ż  d e f in ic j i  zag a d n ie n ia  o d w ro tn e g o . Jedna z n a jp ro s tszych  d e f in ic j i  poda je  

K o z d o b a  [1 8 ] o k re ś la ją c  za g a d n ie n ie  o d w ro tn e  ja k o  ta k ie , w  k tó ry m  p o s z u k u je  s ię  p e w n ych  

p rz y c z y n  na p o d s ta w ie  n ie k tó ry c h  s k u tk ó w . T ic h o n o w  [6 4 ] d e f in iu je  zag a d n ie n ia  o d w ro tn e  

ja k o  p ro b le m y , w  k tó ry c h  id e n ty f ik o w a n e  (p o szu k iw a n e ) w ie lk o ś c i n ie  sa p o m ia ro w o  

be zp o ś re d n io  d o s tępn e , a są w yzn a cza n e  p o ś re d n io  na p o d s ta w ie  p o m ia ró w  in n y c h  w ie lk o ś c i 

za le żn ych  o d  w ie lk o ś c i p o s z u k iw a n y c h . D e f in ic je  te  o k re ś la ją  za sa dn iczy  sens p ro b le m ó w  

o d w ro tn y c h , c h o c ia ż  w  w ie lu  p rz y p a d ka ch  g ra n ic a  p o m ię d z y  s fo rm u ło w a n ie m  zadania  

be zp o ś re d n ie g o  i o d w ro tn e g o  m oże  b y ć  n ie z b y t w y ra źn a .

K la s y f ik a c ja  za g a d n ie ń  o d w ro tn y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  je s t  o c z y w iś c ie  do ść  u m o w n a . 

Jeden z m o ż liw y c h  sch e m a tó w  p rz e d s ta w io n o  w  [2 2 ] i [5 7 ]:

•  id e n ty f ik a c ja  p ó l te m p e ra tu ry  i w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  (za g a d n ie n ie  g ra n iczn e ),

•  id e n ty f ik a c ja  p a ra m e tró w  te rm o fiz y c z n y c h  c ia ła  (za g a d n ie n ie  w s p ó łc z y n n ik o w e ) ,

•  id e n ty f ik a c ja  w y d a jn o ś c i i  ro z k ła d u  w e w n ę trz n y c h  ź ró d e ł c ie p ła ,

•  id e n ty f ik a c ja  w a ru n k ó w  p o c z ą tk o w y c h  (za g a d n ie n ie  re tro s p e k ty w n e ).

P rze d s ta w io n a  lis ta  n ie  w y c z e rp u je  o c z y w iś c ie  ca ło śc i p ro b le m a ty k i ro z w ią z y w a n y c h

zag adn ie ń , ty m  b a rd z ie j że  w ie le  z  n ic h  tru d n o  w p ro s t z a k w a lif ik o w a ć  d o  k tó re jk o lw ie k  

z  g ru p  (n p . d y n a m ic z n ie  ro z w ija n e  m e to d y  id e n ty f ik a c ji  p ó l te m p e ra tu ry  ze zm ia n ą  fazy

[1 5 ] , [6 8 ] , [7 1 ] , [7 2 ] ) .

P ro b le m y  będące p rz e d m io te m  p re ze n to w a n e j p ra cy  n a le ży  z a k w a lif ik o w a ć  d o  g ru p y  zadań 

g ra n ic z n y c h  o ra z  w  p e w n y c h  p rz y p a d k a c h  d o  g ru p y  zadań re tro s p e k ty w n y c h .

P o d s ta w o w a  cech ą  c h a ra k te ry z u ją c ą  m a tem a tyczne  s fo rm u ło w a n ie  zag a d n ie n ia  o d w ro tn e g o  

je s t  s ła b e  u w a r u n k o w a n ie  p ro b le m u . O znacza  to , że ro z p a try w a n y  p ro b le m  je s t  b a rd zo  c z u ły  

na w s z e lk ie  z a k łó c e n ia  d a n ych  w e jś c io w y c h . N a w e t n ieznaczne z m ia n y  d a n ych  w e jś c io w y c h  

m o gą  s p o w o d o w a ć  b a rd z o  znaczne  z m ia n y  w y n ik ó w . Z  taka  sy tu a c ja  m a m y  p ra k ty c z n ie  

zaw sze d o  c z y n ie n ia  w  p rz y p a d k u  ro z w ią z y w a n ia  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h . P o d s ta w o w ym  

ź ró d łe m  n ie d o k ła d n o ś c i d a n ych  w e jś c io w y c h  są tu ta j b łę d y  p o m ia ro w e  to w a rzyszą ce  zawsze 

w y n ik o m  e k s p e ry m e n tu . N a s tę p n y m  ź ró d łe m  n ie d o k ła d n o ś c i je s t  n ie u n ik n io n a  ro zb ie żn o ść
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p o m ię d z y  m o d e le m  m a te m a ty c z n y m  a n a liz o w a n e g o  p ro ce su  a rz e c z y w is ty m  p rz e b ie g ie m  

p ro ce su . N ie d o k ła d n o ś c i d a n y c h  w e jś c io w y c h  i o p is u  a n a liz o w a n e g o  p ro ce su  tw o rz ą  s w o is ty  

s z u m  in fo rm a c y jn y .  W  p rz y p a d k u  zadań s ła b o  u w a ru n k o w a n y c h  szum  ten  p rz e n o s i s ię  w e  

w z m o c n io n e j po s ta c i na ro z w ią z a n ie  p ro b le m u  (w  p rz e c iw ie ń s tw ie  d o  zag adn ie ń  be zpośre d ­

n ic h , g d z ie  n ie d o k ła d n o ś c i d a n ych  w e jś c io w y c h  są za z w y c z a j p rze z  ro z w ią z a n ie  t łu m io n e ) .

Z le  u w a ru n k o w a n ie  zadań o d w ro tn y c h  s ta w ia  b a rd z o  w y s o k ie  w y m a g a n ia  p rze d  m e to d a m i 

u ż y w a n y m i d o  ic h  ro z w ią z y w a n ia . U w a g a  ta  d o ty c z y  p rz y  ty m  z a ró w n o  s tro n y  

m a te m a ty c z n e j, ja k  i  s to so w a n e j te c h n ik i p o m ia ro w e j.  O  ile  p rze d  te c h n ik ą  p o m ia ro w ą  

s ta w ia n e  je s t  za d a n ie  m in im a liz a c ji  b łę d ó w  p o m ia ro w y c h , to  p o d s ta w o w y m  z a d a n ie m  m e to d  

m a te m a ty c z n y c h  j e s t  u z y s k a n ie  r o z w ią z a n ia  s ta b iln e g o  n u m e ry c z n ie , a  w ie c  w  k o n s e k w e n c j i  

z ła g o d z e n ie  s k u tk ó w  s ła b e g o  u w a r u n k o w a n ia .  P o p ra w a  s ta b iln o ś c i re z u lta tó w  je s t  w ię c  

za sa d n iczym  w y m a g a n ie m  s ta w ia n y m  p rze d  m e to d a m i ro z w ią z y w a n ia  za g adn ie ń  o d w ro tn y c h , 

g d y ż  d o  m o d e lo w a n ia  sa m ych  p ro c e s ó w  c ie p ln y c h  s tosu je  s ię za z w y c z a j te sam e te c h n ik i co  

p rz y  ro z w ią z y w a n iu  za g a d n ie ń  p ro s ty c h .

R o z w ią z u ją c  zad an ia  o d w ro tn e  n a le ż y  zaw sze m ie ć  na u w ad ze  fa k t ,  że zasadn iczą  

in fo rm a c ją  w e jś c io w ą  je s t  tu  o b a rczo n a  szum em  (z a k łó c e n ia m i)  in fo rm a c ja  p o m ia ro w a . 

W  p rz y p a d k u  g d y  s to su n e k  za sa dn iczeg o  syg n a łu  d o  b łę d u  je s t  b a rd z o  n ie k o rz y s tn y , to  na w e t 

za s to sow an ie  n a jle p s z y c h  n a w e t m e to d  ro z w ią z a n ia  n ie  d a  w ia ry g o d n y c h  re z u lta tó w .

W y n ik i  p o m ia ró w  w y k o rz y s ty w a n e  d o  ro z w ią z a n ia  d a nego  zad a n ia  o d w ro tn e g o  

p rz e d s ta w ia ją  na o g ó ł ró ż n ą  w a rto ś ć  u ży te czn ą . M ia rą  te j w a r to ś c i n ie  je s t  w y łą c z n ie  

w ie lk o ś ć  b łę d u  p o m ia ru  za leżn a  o d  s toso w ane j te c h n ik i p o m ia ro w e j. W a rto ś ć  ta  za le ży  także 

od  np . p o ło ż e n ia  p u n k tu  p o m ia ro w e g o , ro d z a ju  m ie rz o n e j w ie lk o ś c i c z y  ty p u  z ja w is k a . 

S zczegó ln e  w y m a g a n ia  są tu  na rzu co n e  p rz e z  z ja w is k a  n ie u s ta lo n e , g d z ie  w y ra ź n ie  ry s u je  się 

p ro b le m  w y b o ru  o p ty m a ln e g o  p o ło ż e n ia  p u n k tu  p o m ia ro w e g o  (z  u w a g i na t łu m ie n ie  sygn a łu  

w e jś c io w e g o ) c z y  p ro b le m  d o b o ru  o p ty m a ln e g o  k ro k u  p ró b k o w a n ia .

Je że li b ę d z ie m y  a b s tra h o w a ć  o d  w ie lk o ś c i b łę d u  p o m ia ro w e g o , to  za m ia rę  w a rto ś c i dane j 

in fo rm a c ji p o m ia ro w e j m o żn a  uzn ać  w s p ó łc z y n n ik  z d e fin io w a n y  ja k o  p o ch o d n a  w ie lk o ś c i 

id e n ty f ik o w a n e j y , w z g lę d e m  w ie lk o ś c i m ie rz o n e j x ] . '

i
ZiJ d x ,

(2. 1)

1 O d w ro tn o ś ć  w s p ó łc z y n n ik a  ztj je s t  tz w . w s p ó łc z y n n ik ie m  w r a ż l iw o ś c i  [3 ]  

w y k o rz y s ty w a n y m  w  te ch n ice  ro z w ią z y w a n ia  zadań o d w ro tn y c h  n a zyw a n e j m e toda  
w s p ó łc z y n n ik ó w  w r a ż l iw o ś c i .
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Im  w ię k s z a  je s t  w a rto ś ć  w s p ó łc z y n n ik a  z tf, ty m  s iln ie js z a  je s t  za leżność p o m ię d z y  

w ie lk o ś c ią  id e n ty f ik o w a n ą  i m ie rz o n ą , i  ty m  sa m ym  w ię ksza  je s t  w a rto ś ć  n u m e ryczn a  danego 

p o m ia ru . W  p rz y p a d k u  np . id e n ty f ik a c ji  n ie u s ta lo n e g o  s tru m ie n ia  c ie p ła  na w e w n ę trz n e j 

śc ia n ie  p ie ca  g rz e w c z e g o  n a jw ię k s z ą  w a rto ś ć  będą m ia ły  w y n ik i  p o m ia ró w  te m p e ra tu ry  

w  p u n k ta ch  ś c ia n y  u s y tu o w a n y c h  ja k  n a jb liż e j je j  p o w ie rz c h n i.  W  m ia rę  o d d a la n ia  s ię  od  

p o w ie rz c h n i ś c ia n y  w p ły w  o d d z ia ły w a n ia  s tru m ie n ia  c ie p ła  w n ik a ją c e g o  d o  śc ia n y  na p o le  

te m p e ra tu ry  je s t  c o ra z  to  m n ie js z y . N a  w ie lk o ś ć  w s p ó łc z y n n ik a  z tJ w p ły w a  w ię c  w y ra ź n ie  

p o ło że n ie  p u n k tu  p o m ia ro w e g o , a  p o n a d to  m o m e n t czasu, w  k tó r y m  d o k o n u je  s ię  p o m ia ru .

P rze d s ta w io n a  a n a liz a  m a  o c z y w iś c ie  w y łą c z n ie  c h a ra k te r ja k o ś c io w y . P am ię ta ją c  je d n a k  

o  w s z y s tk ic h  o s try c h  w y m a g a n ia c h  s ta w ia n ych  m e to d o m  ro z w ią z y w a n ia  zagadn ień  

o d w ro tn y c h  n a le ży  zaw sze  d ą ż y ć  d o  ta k ie j o rg a n iz a c ji p o m ia ró w , a b y  u z y s k iw a n e  re z u lta ty  

m ia ły  ja k  n a jw ię k s z ą  w a rto ś ć  z  p u n k tu  w id z e n ia  zastosow ane j m e to d y  ro z w ią z y w a n ia  

p ro b le m u .

W z ro s t za in te re s o w a n ia  o d w ro tn y m i z a g a d n ie n ia m i p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  o w o c u je  

g w a łto w n ie  z w ię k s z a ją c a  s ię  l ic z b ą  p ra c  b a d a w czych . P o ja w ia  s ię  c o ra z  w ię c e j m o n o g ra fii 

p o ś w ię c o n y c h  te j te m a ty c e  ja k  np . [ 1 ] , [ 2 ] , [ 3 ] , [ 1 4 ] , [ 1 8 ] , [ 2 7 ] , [ 6 5 ] , [ 6 6 ] , [ 6 7 ] ,  a  także  w ie le  

p u b lik a c ji  o  ch a ra k te rz e  p rz e g lą d o w y m  [1 2 ] , [2 2 ] , [6 4 ] .  Z a k re s  ro zw a ża n e j te m a ty k i i 

sp e k tru m  s to so w a n ych  m e to d  ro z w ią z y w a n ia  p ro b le m ó w  je s t  na ty le  s z e ro k ie , że je s t  tru d n o  

p rz e d s ta w ić  w y c z e rp u ją c o  i  p re c y z y jn ie  ic h  k la s y f ik a c ję  ( ty m  b a rd z ie j że  w  p rz e c iw ie ń s tw ie  

d o  zag adn ie ń  p ro s ty c h  w  zn a czn ie  w ię k s z y m  s to p n iu  s tosu je  s ię  tu  m e to d y  a n a lity c z n e ).

Z a  p ra c a m i [ 1 ] , [ 1 3 ] , [2 2 ]  m o żn a  po d a ć  następu jące  m e to d y  ( i  g ru p y  m e to d ) s tosow ane  do  

ro z w ią z y w a n ia  g ra n ic z n y c h  za g adn ie ń  o d w ro tn y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  (te  zadan ia  są 

b o w ie m  z a sa d n iczym  c e le m  ro z w a ż a ń  p re ze n to w a n e j p ra c y ) :

•  m e to d a  r e g u la r y z a c j i  ro z w in ię ta  p rze z  T ic h o n o w a  i  A lifa n o w a  [ 2 ] , [ 4 ] , [ 6 5 ] , [ 6 6 ] ,

•  m e to d a  w s p ó łc z y n n ik ó w  w r a ż l iw o ś c i  ro z w in ię ta  p rze z  B ecka  [3 ] ,

•  m e toda  p rz e w id y w a n ia  ro z w ią z a n ia  w  p o s ta c i sze regów  w y w o d z ą c a  s ię  od  B u rg ra ffa

[7 ] , [ 2 1 ] ,

•  m e to d y  s to ch a s tyczn e  (n p . m e toda  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j [2 7 ] c z y  ra ch u n ku

w y ró w n a w c z e g o  [6 1 ] ) ,

•  m e to d y  o p a rte  na  te o r i i  p o te n c ja łó w  [1 3 ] (s tosow ane  n a jczę śc ie j d o  zagadn ień

u s ta lo n y c h ),

•  in n e , p o le g a ją ce  np . na m o d y f ik a c ji  ro z w ią z a n ia  uzyska nego  d la  zag adn ie n ia  

p ro s te g o .

B a rd zo  częs to  s toso w ane  je s t  p o d e jśc ie  p o le ga ją ce  na łą cze n iu  ze sobą ró ż n y c h  m etod  

ro z w ią z y w a n ia  w  c e lu  p o p ra w y  s ta b iln o ś c i re z u lta tó w . P ode jśc ie  ta k ie  re p re ze n tu ją  ró w n ie ż  

m e to d y  p re ze n to w a n e  w  n in ie js z e j p ra c y , p rz y  c z y m  o g ra n ic z o n o  s ię  d o  a n a liz y  zagadn ień  

s fo rm u ło w a n y c h  w  sposób d y s k re tn y  p o d  w z g lę d e m  ob szaru  ro z w ią z a n ia .
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S p e c y fik a  i d o d a tk o w e  tru d n o ś c i zw ią za n e  n ie o d łą c z n ie  z  z a g a d n ie n ia m i o d w ro tn y m i 

n a rzu ca ją  też  o d p o w ie d n ie  w y m a g a n ia  o d n o śn ie  d o  m e to d  ro z w ią z y w a n ia  ty c h  p ro b le m ó w . 

B e c k  [3 ]  s fo rm u ło w a ł lis tę  k r y te r ió w ,  k tó r y m  p o w in n a  o d p o w ia d a ć  e fe k ty w n a  m e toda 

ro z w ią z y w a n ia  z a g a d n ie ń  o d w ro tn y c h :

•  id e n ty f ik o w a n e  te m p e ra tu ry  i s tru m ie n ie  c ie p ła  p o w in n y  b y ć  d o k ła d n e , je ż e li  dane 

p o m ia ro w e  są d o k ła d n e ,

•  m e to d a  p o w in n a  m ie ć  bazę s ta tys tyczn a ,

•  m e to d a  p o w in n a  do p u szcza ć  w y k o rz y s ta n ie  p o m ia ró w  z d o w o ln e j l ic z b y  p u n k tó w  

p o m ia ro w y c h ,

•  m e to d a  p o w in n a  b y ć  m a ło  c z u ła  na b łę d y  p o m ia ro w e ,

•  m e to d a  p o w in n a  b y ć  s ta b iln a  d la  m a ły c h  czasó w ,

•  n ie  p o w in n a  b y ć  w y m a g a n a  in fo rm a c ja  o  d o k ła d n y m  czas ie  ro z p o c z ę c ia  p rocesu ,

•  m e to d a  n ie  p o w in n a  b y ć  o g ra n ic z o n a  d o  u s ta lo n e j l ic z b y  o b s e rw a c ji,

•  a n a liz ie  m o g ą  b y ć  p o d d a w a n e  c ia ła  o  z ło ż o n e j s tru k tu rz e ,

•  w s p ó łc z y n n ik i m o gą  b y ć  z m ie n n e  z  te m p e ra tu rą ,

•  m e to d a  p o w in n a  b y ć  ła tw a  d o  w e ry f ik a c j i  o b lic z e n io w e j,

•  k o s z t o b lic z e ń  p o w in ie n  b y ć  u m ia rk o w a n y ,

•  m e to d a  p o w in n a  d o p uszczać  s k o k o w o  z m ie n n ą  w  czas ie  zm ia n ę  te m p e ra tu ry .

O p ra c o w a n ie  m e to d y , k tó ra  b e z w a ru n k o w o  sp e łn ia  w s z y s tk ie  p rz e d s ta w io n e  k ry te r ia ,  je s t

je szcze  sp ra w ą  o tw a rtą . N a le ż y  je d n a k  p a m ię ta ć , że d la  ka żd ego  in d y w id u a ln e g o  zag adn ie n ia  

p e w n e  z  p rz e d s ta w io n y c h  k r y te r ió w  m o g ą  m ie ć  je d y n ie  d ru g o rz ę d n e  zna czen ie  (n p . je ś l i  

w a ru n k i n a rzu ca ją  p o ło ż e n ie  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h , to  m e toda  n ie  m u s i dopuszczać 

w y k o rz y s ta n ia  in fo rm a c j i  p o ch o d zą ce j z  d o w o ln e j l ic z b y  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h ) .  P onad to  

część z p rz e d s ta w io n y c h  k r y te r ió w  m a  c h a ra k te r ra cze j ja k o ś c io w y  a n iż e li i lo ś c io w y .

M e to d y  p re z e n to w a n e  w  p ra c y  w  z n a czn ym  s to p n iu  o d p o w ia d a ją  w ię k s z o ś c i p rzeds ta ­

w io n y c h  k ry te r ió w .  N a  u w ag ę  za s łu g u je  fa k t ,  że zas to sow an ie  w  d w ó c h  z  trze ch  p re z e n to ­

w a n y c h  m e to d  p o d e jś c ia  s to ch a s tyczn e g o  p ro w a d z i d o  u zy s k a n ia  w p ro s t o ce n y  s ta tys tyczn e j 

re z u lta tó w . Is tn ie n ie  ta k ie j o ce n y  m a w  p rz y p a d k u  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  znaczen ie  

szczeg ó lne . N a le ż y  b o w ie m  p a m ię ta ć , że p rz y  ro z p a try w a n iu  zadań o d w ro tn y c h  w ie lk o ś c i 

id e n ty f ik o w a n e  są w  zasadz ie  n ied os tęp ne  p o m ia ro w o , a  w ię c  oce na  s ta tys tyczn a  s ta je  s ię  

b a rd zo  is to tn a  m ia rą  p e w n o ś c i u zys k a n y c h  w y n ik ó w .

Z  za s to so w a n ie m  k o n k re tn e j m e to d y  ro z w ią z a n ia  w ią ż e  s ię  p ro b le m  w e ry f ik a c j i  

d o k ła d n o ś c i m e to d y , c o  w  p rz y p a d k u  za g a d n ie ń  o d w ro tn y c h  m a s zcze g ó ln ie  is to tn e  

zna czen ie . Jak ju ż  b o w ie m  w s p o m n ia n o , zad an ia  o d w ro tn e  n iosą  ze sob ą  d w a  zasadn icze  

ro d z a je  n ie d o k ła d n o ś c i in fo rm a c j i  w e jś c io w e j:  n ie ś c is ło śc i m o d e lu  z ja w is k a  i b łę d y  

p o m ia ro w e . O  ile  b łę d y  p o m ia ró w  da  s ię  osza cow ać s to s u n k o w o  d o k ła d n ie , to  ocena 

n ie d o k ła d n o ś c i m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  je s t  w  zasadzie  n ie m o ż liw a  d o  p rz e p ro w a d z e n ia
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(s zcze g ó ln ie  w  u ję c iu  i lo ś c io w y m ) .  Z  teg o  też  w z g lę d u  w e ry f ik a c je  m e tod  ro z w ią z y w a n ia  

zadań o d w ro tn y c h  p rz e p ro w a d z a  s ię  zasa dn iczo  w y łą c z n ie  na p o d s ta w ie  e ksp e rym e n tu  

o b lic z e n io w e g o  (s y m u la c y jn e g o ). P o z w a la  to  na w y e lim in o w a n ie  z  ro zw a ża ń  tru d n y c h  d o  

w y z n a cze n ia  n ie d o k ła d n o ś c i m o d e lu . P o d e jśc ie  ta k ie  p o z w a la  w ię c  w  m ia rę  p re c y z y jn ie  

oszacow ać czu ło ś ć  m e to d y  ze w z g lę d u  na b łę d y  p o m ia ro w e .

W  p ra c y  za s to so w a n o  je d n o l i ty  sys tem  w e ry f ik a c j i  o b lic z e n io w e j a n a liz o w a n y c h  m e tod . 

W y n ik i  p o m ia ró w  s y m u lo w a n o  o p ie ra ją c  s ię  na w y n ik a c h  ro z w ią z a n ia  za g a d n ie n ia  p ros teg o  

o d p o w ia d a ją c e g o  z a g a d n ie n iu  o d w ro tn e m u . D o  w y n ik ó w  ty c h  d o d a w a n y  je s t  s k ła d n ik  

s y m u lu ją c y  b łą d  p o m ia ru :

x °  = x ,  + 2 (0 .5  -  5 ) 6  (2 2 )

g d z ie :

x °  -  s y m u lo w a n y  w y n ik  p o m ia ru  (o d p o w ie d ź  te m p e ra tu ro w a ),

x t -  w a rto ś ć  d o k ła d n a  (w  sensie  m o d e lu  m a te m a tyczn e g o ),

5 -  m a k s y m a ln e  z a k łó c e n ie  p o m ia ru ,

£ -  l ic z b a  lo s o w a  z  za k re su  [0 , 1] .

Podczas a n a liz y  da nego  p ro b le m u  s to so w a n o  zaw sze tę sam ą se kw e n c ję  l ic z b  lo s o w y c h , 

co  s tw a rz a ło  m o ż liw o ś ć  p o ró w n y w a n ia  ró ż n y c h  w a r ia n tó w  o b lic z e n io w y c h . Z  tego  sam ego 

p o w o d u  n o rm o w a n o  (o  i le  b y ło  to  ty lk o  m o ż liw e )  zakres  z m ie n n o ś c i te m p e ra tu ry  w  p roces ie  

w  p rz e d z ia le  [0 ,1 ] .  W  ta k im  p rz y p a d k u  p rz y jm o w a n o  d o  a n a liz y  t rz y  w a rto ś c i za k łó ce n ia  5: 

0 .0 0 5 , 0 .0 1  i 0 .0 5 . W p ro w a d z e n ie  ta k ic h  za łoże ń  (sp o tyka n e  w  lite ra tu rz e )  p o z w a la  w  m ia rę  

o b ie k ty w n ie  p o ró w n y w a ć  ze  sobą w y n ik i  u z y s k iw a n e  za  p o m o c ą  ró ż n y c h  m e to d .

W  c e lu  u ła tw ie n ia  p o ró w n a n ia  w y n ik ó w  o b lic z e ń  zas to sow ano  p e w n ą  s tan da ryzac ję  

p rz y k ła d ó w  o b lic z e n io w y c h  z  w y k o rz y s ta n ie m  w ie lk o ś c i b e z w y m ia ro w y c h . W a ru n k i 

b rz e g o w e  trz e c ie g o  ro d z a ju  z o s ta ły  s c h a ra k te ryzo w a n e  lic z b ą  B io ta  B i.  C zas je s t  o p is a n y  za 

p o m o cą  b e z w y m ia ro w e j l ic z b y  F o u r ie ra  F o . T e m p e ra tu rę  w y ra ż a n o  (ta m  g d z ie  b y ło  to  ty lk o  

m o ż liw e )  w  p o s ta c i b e z w y m ia ro w e j,  p rz y  c z y m  w  ta k ic h  p rz yp a d ka ch  zakres  z m ie n n o śc i 

te m p e ra tu ry  w y n o s ił r e f O : ! ] .
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M o d e le  m a te m a tyczn e  p ro c e s ó w  f iz y c z n y c h  z a w ie ra ją  w  sob ie  za z w y c z a j p e w n e  dane 

w e jś c io w e  p o ch o d zą ce  b e z p o ś re d n io  lu b  p o ś re d n io  z  p o m ia ró w . W  s y tu a c ji g d y  zna ny  je s t  

m o d e l m a te m a ty c z n y  z ja w is k a  i znane  są ta kże  w y n ik i  p o m ia ró w  p e w n y c h  w ie lk o ś c i 

w c h o d z ą c y c h  w  s k ła d  o p is u  m a te m a tyczn e g o , m o że  w y s tą p ić  n a d m ia r  i n f o r m a c j i  o  z ja w is k u . 

N a d m ia r  in fo rm a c j i  o b ja w ić  s ię  m o że  ty m , że lic z b a  n ie w ia d o m y c h  s tan ie  s ię  m n ie js za  a n iż e li 

lic z b a  n ie z a le ż n y c h  ró w n a ń  m o d e lu .

N a d m ia r  in fo rm a c j i  o  p ro ce s ie  m o żn a  w y k o rz y s ta ć  d o  w y z n a cze n ia  b a rd z ie j w ia ry g o d n y c h  

w a rto ś c i z a ró w n o  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h , ja k  i m ie rz o n y c h , a  także  p e w n y c h  p a ra m e tró w  

w y s tę p u ją c y c h  w  m o d e lu  p ro ce su . Z a ró w n o  b o w ie m  m o d e l m a te m a ty c z n y , ja k  i w ie lk o ś c i 

p o m ia ro w e  n ie  są a b s o lu tn ie  d o k ła d n e . N ie d o k ła d n o ś c i m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  są na jczęśc ie j 

w y n ik ie m  b ra k u  m o ż liw o ś c i u w z g lę d n ie n ia  w s z y s tk ic h  c z y n n ik ó w  m a ją cych  w p ły w  na 

p rze b ie g  z ja w is k a . C zę s to  też  w  c e lu  u n ik n ię c ia  n a d m ie rn y c h  tru d n o ś c i m a te m a tyczn ych  

w p ro w a d z a  s ię  u p ro szcze n ia  m o d e lu . C zę s to  też  n ie d o k ła d n o ś ć  m o d e lu  w y n ik a  p o  p ro s tu  

z n ie d o s ta teczne j w ie d z y  o  rz e c z y w is ty m  p rz e b ie g u  p ro ce su  i o  c z y n n ik a c h  w p ły w a ją c y c h  na 

ten  p rz e b ie g . N ie d o k ła d n o ś c i p o m ia ró w  są zw ią za n e  n a jczę śc ie j z  k la są  u ż y ty c h  p rz y rz ą d ó w  

p o m ia ro w y c h . W y n ik  p o m ia ru  m o że  b y ć  ta kże  z a k łó c o n y  p rz e z  ob ecność  sam ego  p rz y rz ą d u  

p o m ia ro w e g o  lu b  p rz e z  in n e  z ja w is k a  to w a rzyszą ce  a n a liz o w a n e m u  p ro c e s o w i.

W y s tą p ie n ie  n a d m ia ru  in fo rm a c j i  d a je  szansę z w ię k s z e n ia  d o k ła d n o ś c i p o s z u k iw a n y c h

w ie lk o ś c i (a  ta kże  in n y c h  p a ra m e tró w ) w  s to su n ku  d o  s y tu a c ji,  g d y  dostępna  in fo rm a c ja

o  p ro ce s ie  ( tz w . m in im a ln y  zasób in fo rm a c ji)  p o z w a la  w y z n a c z y ć  te w ie lk o ś c i w  sposób 

je d n o z n a c z n y .

Z a g a d n ie n ie  w y z n a c z a n ia  n a jb a rd z ie j w ia ry g o d n y c h  oce n  p o s z u k iw a n y c h  w ie lk o ś c i 

w  sensie p rz y ję te g o  z  g ó ry  k ry te r iu m  ja k o ś c i no s i na zw ę u z g a d n ia n ia .  D o  n a jb a rd z ie j 

zn a n ych  i n a jb a rd z ie j e fe k ty w n y c h  m e to d  u zg a d n ia n ia  n a le ży  r a c h u n e k  w y ró w n a w c z y  

z a lic z a n y  d o  g ru p y  m e to d  s to ch a s tyczn ych  b a zu ją cych  na e s ty m a c ji  s ta ty s ty c z n ie  o p ty m a ln e j  

(e s tym a c ja  B ayesa ). N a z w a  ra c h u n e k  w y ró w n a w c z y  o d d a je  w  sposób n a jb a rd z ie j w y ra ź n y  

is to tę  sam e j m e to d y , k tó ra  o d  s tro n y  m a te m a tyczn e j n a zyw a n a  je s t  n a jczę śc ie j m e todą 

n a jw ię k s z e j w ia r y g o d n o ś c i  [9 ] .  U  p o d s ta w  m e to d y  le ż y  p o w sz e c h n ie  znana  zasada 

n a jm n ie js z y c h  k w a d ra tó w .
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O b lic z e n ia  p ro w a d z o n e  za p o m o c ą  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  d o ty c z ą , n a jo g ó ln ie j rze cz  

u jm u ją c , d w ó c h  ro d z a jó w  w ie lk o ś c i:  n ie w ia d o m y c h  (n ie  p o d le g a ją cych  p o m ia ro m ) o raz  

m ie rz o n y c h . W ie lk o ś c i te  są ze sobą p o w ią za n e  ró w n a n ia m i m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  tz w . 

r ó w n a n ia m i w a r u n k ó w .  W  o d ró ż n ie n iu  je d n a k  od  k la s y c z n y c h  zag adn ie ń  a lg e b ry  w ie lk o ś c i 

p o d lega jące  u z g a d n ia n iu  są tra k to w a n e  ja k  z m ie n n e  lo so w e , o  p e w n y m  p rz y ję ty m  ro z k ła d z ie  

p ra w d o p o d o b ie ń s tw a  (z a z w y c z a j p rz y jm u je  s ię , że  je s t  to  r o z k ła d  n o r m a ln y ) .  W  za leżn ośc i 

od  po s ta c i ró w n a ń  w a ru n k ó w  m o żna  w y ró ż n ić  l in io w e  lu b  n ie lin io w e  p ro b le m y  

w y ró w n a w c z e .

O b lic z e n ia  p ro w a d z o n e  za  p o m o cą  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  m o gą  s łu ż y ć  d o  re a liz a c ji 

na s tępu ją cych  c e ló w :

•  je d n o z n a c z n e  w y z n a c z e n ie  n a jb a rd z ie j p ra w d o p o d o b n y c h  oce n  w ie lk o ś c i

n ie w ia d o m y c h ,

•  p o p ra w a  d o k ła d n o ś c i w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h ,

•  k o n tro la  d o trz y m a n ia  za ło ż o n e j d o k ła d n o ś c i p o m ia ró w ,

•  ocena  d o k ła d n o ś c i s k o ry g o w a n y c h  w y n ik ó w  p o m ia ru  i n ie w ia d o m y c h ,

•  k o n tro la  d o p u szcza ln o śc i p rz y ję ty c h  za ło że ń  u p ra szcza ją cych  m o d e l m a te m a tyczn y

procesu .

W  p rz y p a d k u  ro z w ią z y w a n ia  zadań o d w ro tn y c h  znaczen ie  m a  w  zasadzie  je d y n ie  p ie rw s z y  

z  w y m ie n io n y c h  c e ló w . O g ra n ic z e n ia  na rzucon e  na w a ru n k i p o m ia ro w e  (n a jczę śc ie j n ie  m a 

m o ż liw o ś c i p o w tó rz e n ia  id e n ty c z n y c h  w a ru n k ó w  re a liz a c ji p ro ce su ) b a rd zo  o g ra n ic z a ją  tu 

e w e n tu a ln ą  w e ry f ik a c ję  d o k ła d n o ś c i w y n ik ó w  p o m ia ró w  c z y  w e ry f ik a c ję  m o d e lu  

m a te m a tyczn e g o .
Z a k re s  zas tosow ań  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  je s t b a rd zo  s z e ro k i i o b e jm u je  np . geodezję  

(g d z ie  zn a la z ł p ie rw s z e  sw e za s to so w a n ia ), k a r to g ra f ię , a s tro n o m ię , n a w ig a c ję  itd .

O d  w ie lu  la t  je s t  też ra c h u n e k  w y ró w n a w c z y  s to so w a n y  w  sze ro ko  ro z u m ia n e j techn ice  

c ie p ln e j.  W  te j d z ie d z in ie  z n a czn y  w k ła d  w  ro z w ó j te o r i i  m e to d y  i  ro zsze rze n ie  je j  

m o ż liw o ś c i a p lik a c y jn y c h  w n ió s ł S za rg u t i  je g o  w s p ó łp ra c o w n ic y : K o le n d a  i S ty ry ls k a

[5 8 ] , [5 9 ] , [5 4 ] , [ 5 6 ] .  R o z w ią z y w a n e  p ro b le m y  d o ty c z y ły  m ię d zy  in n y m i p ro b le m ó w  uzgad­

n ia n ia  b ila n s ó w  e n e rg ii i s u b s ta n c ji [ 5 9 ] , [6 1 ] ,  u zg a d n ia n ia  w ie lo e ta p o w e g o  i w ie lo g ru p o w e g o

[5 4 ] ,  w y z n a c z a n ia  w s p ó łc z y n n ik ó w  ró w n a ń  e m p iry c z n y c h  [6 0 ] c z y  a n a liz y  re g re s ji [5 8 ].

T a k  ja k  w ię k s z o ś ć  m e to d , u  p o d s ta w  k tó ry c h  le ż y  zasada e s ty m a c ji ś re d n io k w a d ra to w e j, 

ra ch u n e k  w y ró w n a w c z y  m oże b y ć  także  s to so w a n y  ja k o  na rzędz ie  ła g o d ze n ia  s k u tk ó w  z łe g o  

u w a ru n k o w a n ia , p rz y  c z y m  e fe k ty w n o ś ć  m e to d y  za le ży  tu  s iln ie  od  ro d z a ju  ro zw a żane go  

p ro b le m u  o ra z  o d  s fo rm u ło w a n ia  a lg o ry tm u  sam ej m e to d y . C echa  ła g o d ze n ia  s k u tk ó w  z łego  

u w a ru n k o w a n ia  u m o ż l iw ia  zas to sow an ie  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  d o  ro z w ią z y w a n ia
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z ag adn ie ń  o d w ro tn y c h , a w  ty m  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła . Z a k re s  

zas tosow ań  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  je s t  w  te j d z ie d z in ie  c o ra z  sze rszy  i o b e jm u je  zadan ia  

s fo rm u ło w a n e  z a ró w n o  a n a lity c z n ie , ja k  i n u m e ry c z n ie .

W  p ra c y  [3 6 ]  za s to so w a n o  ra c h u n e k  w y ró w n a w c z y  d o  id e n ty f ik a c ji  p o la  te m p e ra tu ry  

w  e le k tro d z ie  e le k tro l iz e ra  a lu m in iu m  p rz y  is tn ie n iu  n a d m ia ru  in fo rm a c ji p o m ia ro w e j. 

W  p ra ca ch  [2 1 ] i [2 3 ]  p rz e d s ta w io n o  m o ż liw o ś ć  za s to so w a n ia  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  d o  

p o p ra w y  w y n ik ó w  ro z w ią z a n ia  o d w ro tn e g o  zad an ia  g ra n ic z n e g o  o p a rte g o  na k o n c e p c ji 

sze re g ó w  p o c h o d n y c h . W  p ra ca ch  [3 5 ] i  [3 7 ]  za s to sow ano  m e todę  e s ty m a c ji ś re d n io - 

k w a d ra to w e j d o  ro z w ią z a n ia  zadań g ra n ic z n y c h  w y k o rz y s tu ją c  d o  s fo rm u ło w a n ia  p ro b le m u  

m e todę  e le m e n tu  b rz e g o w e g o . E s ty m a c ję  ś re d n io k w a d ra to w ą  w y k o rz y s tu je  s ię  także  d o  

ro z w ią z y w a n ia  n a d o k re ś lo n y c h  u k ła d ó w  ró w n a ń  ja k  np . p rz y  ro z w ią z y w a n iu  p e w n ych  

o d w ro tn y c h  zadań  w s p ó łc z y n n ik o w y c h  [3 3 ] .  W  c y to w a n y c h  p ra ca ch  w y k o rz y s tu je  s ię  te 

a lg o ry tm y  e s ty m a c ji,  k tó re  b a zu ją  na n a jp ro s tszych  k ry te r ia c h  u z g a d n ia n ia : p ro s te j 

m in im a liz a c ji ś re d n io k w a d ra to w e j bą d ź  m in im a liz a c ji w a żo n e j p o  w a ria n c ja c h  w y n ik ó w  

p o m ia ró w  [5 ] ,  [5 8 ] .  Ja k  w y k a z u ją  je d n a k  ba d a n ia , te  w e rs je  a lg o ry tm ó w  n ie  zaw sze da ją  

za d o w a la ją ce  re z u lta ty  [6 1 ] .  P o lepsze n ie  s ta b iln o ś c i ro z w ią z a n ia  m o żn a  u zyska ć , je ż e li 

zas tosu je  s ię  ja k o  k ry te r iu m  u z g a d n ia n ia  w a żo n ą  m in im a liz a c ję  ś re d n io k w a d ra to w ą  

ro zsze rzo n ą  także  na w ie lk o ś c i n ie w ia d o m e . O d  s tro n y  m a te m a tyczn e j nada je  to  m e to d z ie  

ce c h y  a lg o ry tm ó w  re g u la ry z o w a n y c h , c o  p rz y c z y n ia  s ię  d o  p o p ra w y  s ta b iln o ś c i ro z w ią z a n ia . 

P ode jśc ie  ta k ie  (o p ró c z  m o d y f ik a c j i  a lg o ry tm u  u zg a d n ia n ia ) w y m a g a  o k re ś le n ia  d o d a tk o w y c h  

in fo rm a c ji s ta ty s ty c z n y c h  o  w ie lk o ś c ia c h  n ie w ia d o m y c h . W  w ię k s z o ś c i p ro b le m ó w  

f iz y c z n y c h  m o żn a  d o  te g o  c e lu  w y k o rz y s ta ć  ca łą  do s tępn ą  a  p r i o r i  in fo rm a c je  o  p ro ce s ie  i 

o p is u ją c y c h  g o  w ie lk o ś c ia c h . Z a ło ż e n ia  m a te m a tyczn e  te j w e rs j i  e s ty m a c ji o p ty m a ln e j op isane  

są np . w  m o n o g ra fia c h  [9 ]  i [3 2 ] .  R ozsze rzoną  w e rs ję  m e to d y  zas to sow ano  d o  ro z w ią z y w a n ia  

o d w ro tn y c h  zadań  w s p ó łc z y n n ik o w y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  [ 33]  c z y  o d w ro tn y c h  zadań z 

d z ie d z in y  g e o f iz y k i [3 2 ] .  A u to r  za s to so w a ł z  p o w o d z e n ie m  to  p o d e jśc ie  d o  ro z w ią z y w a n ia  

g ra n ic z n y c h  zad ań  o d w ro tn y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  [ 39] ,  [44] ,  [4 6 ] ,  [47] ,  [5 2 ] ,  [6 1 ] 

d o ty c z ą c y c h  id e n ty f ik a c j i  p ó l te m p e ra tu ry  i w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h .

W  da lsze j czę śc i zos ta ną  p rz e d s ta w io n e  p o d s ta w o w e  za ło że n ia  a lg o ry tm ó w  ra ch u n ku  

w y ró w n a w c z e g o  o ra z  w y n ik i  za s to so w a n ia  te j m e to d y  d o  ro z w ią z y w a n ia  o d w ro tn y c h  

zag adn ie ń  g ra n ic z n y c h . P rz y  o m a w ia n iu  za ło że ń  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  o g ra n ic z o n o  s ię  

d o  p rz y p a d k u  u z g a d n ia n ia  je d n o e ta p o w e g o . T e n  b o w ie m  ty p  u z g a d n ia n ia , tz n . na 

p o d s ta w ie  je d e g o  z b io ru  w y n ik ó w  p o m ia ró w  i p rz y  n ie z m ie n n y m  u k ła d z ie  ró w n a ń  w a ru n k ó w , 

m a n a jczę śc ie j m ie js c e  d la  ro z p a try w a n y c h  za g adn ie ń .
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3.1. Podstawy uzgadniania za pomocą rachunku 
wyrównawczego

3.1.1. Kryteria uzgadniania i sformułowanie problemu

P ro b le m  u z g a d n ia n ia  z  za s to so w a n ie m  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  w y m a g a  s fo rm u ło w a n ia  

m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  a n a liz o w a n e g o  p rocesu . W  p rz y p a d k u  m o d e li d y s k re tn y c h  o p is  

m o d e lu  sp ro w a d za  s ię  na jczę śc ie j d o  u k ła d u  ró w n a ń  n ie l in io w y c h  w  następu jące j o g ó ln e j 

po s tac i:

f t i x l , x 2, . . . x s, y v y 2, . . . y n)  = 0  (3 .1 )

g d z ie  k = l , 2 , . . . , r .

R ó w n a n ie  (3 .1 )  m o że  w  o g ó ln y m  p rz y p a d k u  z a w ie ra ć  s  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  x t o ra z  n  

w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  (p o s z u k iw a n y c h ) yt . D o k ła d n e  w a rto ś c i z a ró w n o  w ie lk o ś c i n ie w ia ­

d o m y c h , ja k  i w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  są n ied os tęp ne . Z n ane  są n a to m ia s t w y n ik i  p o m ia ró w

x ° , k tó re  są je d n a k  zaw sze  o b a rczo n e  b łę d a m i w y n ik a ją c y m i z n ie d o sko n a ło śc i eksp e rym e n tu  

p o m ia ro w e g o . S ko ń czo n a  d o k ła d n o ść  p o m ia ró w  u n ie m o ż liw ia  w ię c  d o k ła d n e  w yznacze n ie  

w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  x .  Jest n a to m ia s t m o ż liw e  w yzn a cze n ie  e s ty m a ty  (o c e n y ) x ,  k tó ra  

p rz y b liż a  w a rto ś c i x  n a jle p ie j w  sensie p e w n e g o  p rz y ję te g o  z g ó ry  k ry te r iu m . Jeśli 

p rz y jm ie m y , że k ry te r iu m  ty m  je s t  m in im a liz a c ja  następu jące j fo rm y  k w a d ra to w e j:

( x  -  x ° ) r ( x  -  x ° )  =» m in  <3 -2 )

to  u zyska na  e s tym a ta  x  je s t  o p ty m a ln a  w  sensie n a jm n ie js z y c h  k w a d ra tó w . K ry te r iu m  (3 .2 )  

s łu ż y  d o  w y z n a c z e n ia  e s ty m a ty  X  w  n a jp ro s ts z y m  p rz y p a d k u , g d y  k o le jn e  w y n ik i  p o m ia ró w  

d o ty c z ą  te j sam e j w ie lk o ś c i,  p o m ia ry  m a ją  tę  sam ą d o k ła d n o ść  i na  w ie lk o ś c i m ie rz o n e  n ie  

są n a rzucon e  żadne w ię z y  w  p o s ta c i ró w n a ń  w a ru n k ó w .

B a rd z ie j o g ó ln a  je s t  s y tu a c ja , g d z ie  p o s z u k u je m y  p e w n y c h  w ie lk o ś c i z,- ( / = 1 , 2  n )

będących  fu n k c ja m i w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  x :

Zj -  ,xs)
(3 .3 )
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P o n ie w a ż  d o k ła d n e  w a r to ś c i Zj n ie  są d o s tępn e , w ię c  is tn ie je  ró ż n ic a  p o m ię d z y  d o k ła d n ą  

(n ie zn a n ą ) w a rto ś c ią  z, a  w a rto ś c ią  fu n k c j i  p re d y k c ji :

z, - = &,

(3 .4 )

z, " F J x l0,x2, . . . , x 1° )  = Sz„

Jeże li s p e łn io n a  je s t  ró w n o ś ć  n = s  ( tz w . p rz y p a d e k  d e te r m in is ty c z n y ) ,  to  o p ty m a ln e  

e s ty m a ty  £ sp ro w a d z a ją  d o  ze ra  każd ą  z  re sz t 5zj. Je że li w y s tą p i n a d m ia r in fo rm a c ji 

p o m ia ro w e j, tz n . s > n ,  to  o p ty m a ln ą  e s tym a tę  w yzn a cza  s ię  [ 6 ] , [ 9]  z w a ru n k u  m in im a liz a c ji 

fo rm y  k w a d ra to w e j:

[ z  -  F ( x ° ) ] r  V  [ z  -  F ( x ° ) ]  - *  m in  (3 -5 >

g d z ie  V  je s t  m a c ie rzą  k o w a r ia n c ji  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h .

W y z n a c z a n ie  o p ty m a ln e j o ce n y  z  w a ru n k u  m in im a liz a c ji  fo r m y  k w a d ra to w e j (3 .5 )  

w y w o d z i s ię  je szcze  o d  G aussa. In n a , b a rd z ie j o g ó ln a , ch o ć  da ją ca  id e n tyczn e  re z u lta ty  

m e toda  w y z n a c z a n ia  oce n  o p ty m a ln y c h  p o le g a  na p o s z u k iw a n iu  e ks tre m u m  tz w . f u n k c j i  

w ia r y g o d n o ś c i  [9 ] .

W  za g a d n ie n ia ch  p rz e p ły w u  c ie p ła  na jczę śc ie j w y s tę p u je  s y tu a c ja , k ie d y  w ie lk o ś c i 

o p is u ją c e  p ro ce s  ( te m p e ra tu ra , s tru m ie ń  c ie p ła )  są b e z p o ś re d n io  do s tępn e  p o m ia ro w o  

(w  ró w n a n iu  p r e d y k c ji  m a m y  w ię c  Zj =  x ) ,  n a to m ia s t ró w n a n ie  w ię z ó w  p rz y b ie ra  postać

(3 .1 )  i z a w ie ra  o p ró c z  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  także  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m e . Z a z w y c z a j 

zasa d n iczym  ce le m  u zg a d n ia n ia  je s t w  ta k im  w y p a d k u  w y z n a c z e n ie  oce n  w ie lk o ś c i 

n ie w ia d o m y c h . J e ż e li w y s tę p u je  n a d m ia r in fo rm a c ji,  to  o p ty m a ln e  o ce n y  w ie lk o ś c i 

m ie rz o n y c h  Xj o ra z  n ie w ia d o m y c h  y ,  w y z n a c z a  s ię  z  w a ru n k u  m in im a liz a c ji fo rm y  

k w a d ra to w e j (3 .5 )  p r z y  s p e łn ie n iu  ró w n a ń  w ię z ó w  w  p o s ta c i:

f * ( * „ . f a, . = 0  (3 .6 )

Z a g a d n ie n ie  o p isa n e  za le ż n o ś c ia m i (3 .5 )  o ra z  (3 .6 )  d e f in iu je  k la s y c z n e  p o d e jśc ie  do  

p ro b le m u  u z g a d n ia n ia  za p o m o c ą  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  (p a trz  ro z d z ia ł 3 . 1.2).

Z a ło ż e n ia  u o g ó ln io n e g o  a lg o ry tm u  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  zas to sow ane go  w  p ra c y  do  

ro z w ią z y w a n ia  g ra n ic z n y c h  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  p rz e d s ta w io n o  w  ro z d z ia le  3 . 1.3 .
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Z  za s to so w a n ie m  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  w ią że  s ię  n ie ro z e rw a ln ie  p ro b le m  

s fo rm u ło w a n ia  ró w n a ń  w ię z ó w  n a ło ż o n y c h  na w ie lk o ś c i o p isu ją ce  po d le g a ją ce  p ro ce so w i 

uzg a d n ia n ia  (n ie w ia d o m e  i m ie rz o n e ). W  o m a w ia n y c h  za g adn ie n iach  ró w n a n ia  w ię z ó w  są 

p o  p ro s tu  ró w n a n ia m i m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  o p isu ją ce g o  p o le  te m p e ra tu ry  

w  a n a liz o w a n y m  c ie le  (n p . w  p o s ta c i (3 .1 ) ) .  W  o g ó ln y m  p rz y p a d k u  ró w n a n ia  te  m o gą  być  

n ie lin io w e . R o z w ią z a n ie  n ie lin io w e g o  p ro b le m u  w y ró w n a w c z e g o  p o le g a  n a jczę śc ie j na 

lin e a ry z a c ji ró w n a ń  w ię z ó w  i ro z w ią z a n iu  p ro b le m u  lin io w e g o  z za s to sow an ie m  p ro c e d u ry  

ite ra c y jn e j. N a le ż y  je d n a k  p a m ię ta ć , że p roces  lin e a ry z a c ji w n o s i d o  o b lic z e ń  u zg a d n ia ją cych  

pew ne b łę d y .

R ó w n a n ie  w ię z ó w  (3 .1 )  n ie  je s t  sp e łn io n e , je ż e li  w  m ie jsce  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  x  o raz  

n ie w ia d o m y c h  y  p o d s ta w im y  w y n ik i  p o m ia ró w  x° o ra z  p e w n e  osza co w a n ie  w ie lk o ś c i 

n ie w ia d o m y c h  y°:

f*(x°, y°) = wk (3 .7 )

U z g a d n ia n ie  p o le g a  na z n a le z ie n iu  ta k ic h  p o p ra w e k  5x o ra z  5y , k tó re  m in im a liz u ją  fo rm ę  

k w a d ra to w a  (3 .5 )  i s p e łn ia ją  następu jące  ró w n a n ie :

f t ( x °  + 5x  , y° + 5 y ) = 0 (3 .8 )

Jeśli fu n k c je  f k są ró ż n ic z k o w a ln e , to  m o żna  je  z lin e a ry z o w a ć  p o p rze z  ro z w in ię c ie  w  

szereg T a y lo ra  w  o to c z e n iu  zn a n ych  w a rto ś c i x° i y° p o m ija ją c  p rz y  ty m  w y ra z y  za w ie ra jące  

p o chodn e  rzę d u  w yż s z e g o  n iż  je d e n :

W p ro w a d z a ją c  ozn a cze n ia :

=

5 dft
0

= f*(x° .y°)+ E
i -1

k
dXj

8Xj

0
ark
dXj te, ; °u = dy,

ty.

ty,
ty,

(3 .9 )

(3 .1 0 )

o ra z  w y k o rz y s tu ją c  (3 .7)  i  (3 .8)  o trz y m u je  s ię l in io w e  s fo rm u ło w a n ie  zag adn ie n ia  

u zg a d n ia n ia  w  p o s ta c i:
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A 5 x  + B ó y  = - w  (3 .1 1 )

L in io w e  ró w n a n ie  m a c ie rz o w e  (3 .1 1 )  je s t  p o d s ta w o w y m  ró w n a n ie m  w ię z ó w  w y s tę p u ją c y m  

w  w ię k s z o ś c i p ro b le m ó w  ro z w ią z y w a n y c h  za p o m o c ą  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o . O znacza  

to  ró w n o c z e ś n ie , że m o d e l m a te m a ty c z n y  a n a liz o w a n e g o  p ro ce su  m u s i b y ć  ró w n ie ż  

s p ro w a d z o n y  d o  p o s ta c i (3 .1 1 ) ,  a b y  m o żn a  b y ło  zastosow ać o b lic z e n ia  u zg adn ia jące . 

N a rz u c o n y  fo r m a liz m  p o s ta c i ró w n a ń  w ię z ó w  m a  z  je d n e j s tro n y  c e ch y  p o z y ty w n e  ze 

w z g lę d u  na u n if ik a c ję  za p isu  m a te m a tyczn e g o , le c z  m o że  ta kże  w  p e w n y c h  p rz yp a d ka ch  

p ro w a d z ić  d o  b a rd z o  z ło ż o n y c h  a lg o ry tm ó w  o b lic z e n io w y c h .

S to ch a s tyczn e  p o d e jś c ie  d o  w ie lk o ś c i o p is u ją c y c h  d a n y  p roces  w ią ż e  s ię  z  p ro b le m e m  

o k re ś le n ia  w a r ia n c ji w y n ik ó w  p o m ia ró w  w  c e lu  zb u d o w a n ia  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji  V  

w y s tę p u ją c e j w  m in im a liz o w a n e j fo rm ie  k w a d ra to w e j (3 .5 ) .  Z a sa d y  s ta ty s ty k i w y m a g a ją  

w  ty m  p rz y p a d k u  p o w tó rz e n ia  p o m ia ró w  te j sam e j w ie lk o ś c i z  za c h o w a n ie m  id e n ty c z n y c h  

w a ru n k ó w  p o m ia ro w y c h . W  p rz y p a d k u  a n a liz o w a n y c h  n ie u s ta lo n y c h  p ro b le m ó w  p rz e w o ­

d ze n ia  c ie p ła  s p e łn ie n ie  ta k ic h  w a ru n k ó w  je s t  p ra k ty c z n ie  n ie m o ż liw e . W  te j s y tu a c ji p rz y ję to  

p o w sze ch n ie  szaco w a ć  w a r ia n c ję  p o je d y n c z e g o  p o m ia ru  na p o d s ta w ie  d o k ła d n o ś c i 

p rz y rz ą d ó w  i m e to d  p o m ia ro w y c h . P o n a d to  p r z y jm u je  s ię , że e s tym o w a n e  w ie lk o ś c i są 

w ie lk o ś c ia m i lo s o w y m i o  ro z k ła d z ie  n o rm a ln y m . Z a ło ż e n ie  ta k ie  je s t  w ym a g a n e  p rze z  te o rię  

m e to d y , c h o ć  n a le ż y  p rz y z n a ć , że n ie  zaw sze  m o żn a  m ie ć  p e w n o ść  c o  d o  je g o  s łu szn o śc i.

W  na s tępn ych  ro z d z ia ła c h  p rz e d s ta w io n o  d w a  p o d s ta w ó w e  a lg o ry tm y  u zg a d n ia n ia  

z za s to so w a n ie m  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o : w e rs je  k la s y c z n ą  i  ro zsze rzo n ą . D la  

u p ro szcze n ia  za p isu  w  o b y d w u  p rz y p a d k a c h  a n a liz ie  p o d d a n o  p rz y p a d e k  z  ró w n a n ia m i 

w ię z ó w  w  p o s ta c i l in io w e j  (3 .1 1 ) .  D la  n ie l in io w y c h  ró w n a ń  w ię z ó w  n a le ży  b o w ie m  i tak  

p rz e p ro w a d z ić  p ro c e d u rę  lin e a ry z a c y jn ą  (3 .9 )  w  c e lu  u tw o rz e n ia  m o d e lu  l in io w e g o .

3.1.2. Klasyczna wersja uzgadniania za pomocą rachunku 
wyrównawczego

Z a s to so w a n ie  m e to d  n u m e ry c z n y c h  d o  m o d e lo w a n ia  zag adn ie ń  g ra n ic z n y c h  p rze w o d z e n ia  

c ie p ła  p ro w a d z i n a jczę śc ie j d o  p o w s ta n ia  m o d e lu  lin io w e g o , w  k tó r y m  o p ró c z  id e n ty ­

f ik o w a n y c h  w ie lk o ś c i ( te m p e ra tu ra  w  p u n k ta c h  w ę z ło w y c h  p o d z ia łu  d y s k re tn e g o , w a ru n k i 

b rz e g o w e , s tru m ie n ie  c ie p ła )  i  in n y c h  p a ra m e tró w , w y s tę p u ją  ró w n ie ż  w ie lk o ś c i m ie rz o n e  

(o d p o w ie d ź  te m p e ra tu ro w a ). W  ta k im  p rz y p a d k u  u k ła d  ró w n a ń  m o d e lu  (u k ła d  ró w n a ń  

w ię z ó w ) m o że  b y ć  za p isa n y  w  n a s tępu ją ce j s ta n d a rd o w e j p o s ta c i:

Zastosowanie rachunku wyrównawczego
31

A x  + B y  + c  = 0
(3 .1 2 )

gd z ie :

A  -  m a c ie rz  w s p ó łc z y n n ik ó w  (o  ro z m ia ra c h  r>s),

B  -  m a c ie rz  w s p ó łc z y n n ik ó w  (o  ro z m ia ra c h  /■•«),

x  - w e k to r  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  (o  d łu g o ś c i j ) ,  

y  -  w e k to r  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  (o  d łu g o ś c i n ) ,  

c  - w e k to r  s ta ły c h  w s p ó łc z y n n ik ó w  (o  d łu g o ś c i r ) .

P o s ta w io n e  zad an ie  p o le g a  na w y z n a c z e n iu  za p o m o c ą  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  

n a jb a rd z ie j w ia ry g o d n y c h  oce n  (w  sensie  a p ro k s y m a c ji ś re d n io k w a d ra to w e j)  w ie lk o ś c i 

m ie rz o n y c h  x  i n ie w ia d o m y c h  y  p o w ią z a n y c h  ró w n a n ia m i w ię z ó w  (3 .1 2 ) .  P roces u zg a d n ia n ia

je s t  m o ż liw y ,  je ż e li sp e łn io n e  są następu jące  d o d a tk o w e  w a ru n k i d o tyczą ce  re la c ji p o m ię d z y

lic z b a  ró w n a ń  r ,  l ic z b ą  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  5 o ra z  lic z b ą  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  n :

n  <  r  <  n + s  o r a z  r  <  s  (3 .1 3 )

Je że li d o  ró w n a n ia  (3 .1 2 )  p o d s ta w i s ię  w y n ik i  p o m ia ró w  x° o ra z  w s tę p n ie  oszacow ane 

w ie lk o ś c i n ie w ia d o m e  y ° , to  o trz y m a m y :

A x °  + B y 0 + c  = w  (3 .1 4 )

g d z ie  w  je s t  w e k to re m  n ie z g o d n o ś c i ró w n a ń  w a ru n k ó w .

O p ty m a ln e  p o p ra w k i (e s ty m a ty ) w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  5 x  i  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  5y

m in im a liz u ją  fo rm ę  k w a d ra to w ą :

5 x r V - , 5 x  = £ > *  V; 1 =» m in  (3 1 5 >
y-1

o ra z  s p e łn ia ją  ró w n a n ia  w a ru n k ó w , tz n . :

A ( x °  +  5 x )  + B ( y °  + b y )  + c  = 0  <3 - 16)

W  w y n ik u  ro z w ią z a n ia  p ro b le m u  o p ty m a liz a c y jn e g o  (3 .1 5 )  i  (3 .1 6 )  o trz y m u je  się 

następu jące  za le żn o śc i o k re ś la ją c e  e s ty m a ty  p o p ra w e k  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  5 x  i w ie lk o ś c i

n ie w ia d o m y c h  b y  [ 6] , [ 9 ] :
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Sx = -  V A rF-‘ [ w  -  B (B rF-,B )-|BrF-,w ] (3 .1 7 )

5y =y° -  (B rF -|B )-1B J'F-|w (3-18)

g d z ie  F  je s t  m a c ie rz ą  k w a d ra to w ą  o  p o s ta c i F = A V A r .

E s ty m a ty  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  x  i  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  są o k re ś lo n e  z a le ż n o ś c ia m i:

x  = x °  + 5x

(3 .1 9 )
y = y° + 5y

Z  u w a g i na l in io w y  c h a ra k te r p ro b le m u  m o żn a  za le żn o śc i (3 .1 7 )  i  (3 .1 8 )  p rz e k s z ta łc ić  

d o  ta k ie j p o s ta c i, w  k tó re j n ie  w y s tę p u je  w s tę p n e  o sza co w a n ie  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  y°. 

P o s tę p o w a n ie  ta k ie  up raszcza  o b lic z e n ia , p rz y  c z y m  w  p ie rw s z e j k o le jn o ś c i m u s i b y ć  

w y z n a c z o n a  e s ty m a ta  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  y :

y  = -  ( B r F ~ ‘ B ) ' 1B r F " 1( A x °  + c )  (3 -2 0 )

x  = x °  -  V A r F  1 ( A x °  + B y  +  c )  (3 -2 1 )

M o ż liw o ś ć  w y e lim in o w a n ia  z  ro z w a ż a ń  w s tę p n e g o  o sza co w a n ia  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  

y °  w y n ik a  z  fa k tu ,  że d la  za g a d n ie n ia  l in io w e g o  e s ty m a ty  x  i  у  n ie  za leżą  o d  y°.

M a c ie r z e  k o w a r ia n c j i  e s ty m a ty  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  G f  o ra z  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  G * 
są z d e fin io w a n e  w  n a s tę p u ją cy  sposób :

G ,  = £ { ( y - y ) ( y - y ) r }

(3 .2 2 )
G ,  = £ { ( x  - x ) ( x  - x ) r }

g d z ie  £ { . . }  ozn a cza  s y m b o l w ie lk o ś c i o c z e k iw a n e j. W y k o rz y s tu ją c  p ra w o  p ro p a g a c ji b łę d ó w  

[6 ] , [ 9 ]  o ra z  za le żn o śc i (3 .2 0 )  i  (3 .2 1 )  o tr z y m u je  s ię  następu jące  z a le żn o śc i o k re ś la ją ce  

m a c ie rze  k o w a r ia n c ji  G *  i G y o p ty m a ln y c h  oce n  x  i y :
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G j = ( B ^ B ) '1 (3 .2 3 )

G , = V  -  V A r F - ' A V  + V A r F ' 1B G j lB r F ' 1 A V  (3 .2 4 )

M a c ie rz e  k o w a r ia n c ji  G * i G „ są s y m e tryczn e  (co  w y n ik a  z  po s ta c i za leżn ośc i (3 .2 2 )

i (3 .2 3 ) ) ,  a ich  o b lic z e n ie  n a le ży  ro zp o czyn a ć  od  w yzn a cze n ia  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji

w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  Gy. U n ik a  się w  ten  sposób d w u k ro tn e g o  p o w ta rz a n ia  o p e ra c ji 

m a c ie rz o w y c h  w y s tę p u ją c y c h  w  za le żn o śc i (3 .2 2 ) .

Z e  w z g lę d u  na sw ą  o g ó ln o ś ć  p re ze n to w a n y  a lg o ry tm  je s t  na jczę śc ie j s to so w a n y  ja k o  

na rzędz ie  u zg a d n ia n ia  p rz y  o b lic z e n ia c h  n u m e ry c z n y c h  p rze w o d z e n ia  c ie p ła . Z  d ru g ie j je d n a k  

s tro n y  p rz y  ro z p a try w a n iu  ty c h  w ła ś n ie  zag adn ie ń  n a p o tyka  się na po w a żne  tru d n o śc i 

o b lic z e n io w e . D y s k re tn e  m o d e le  p ó l te m p e ra tu ry  w y k o rz y s ty w a n e  d o  ro z w ią z y w a n ia  

o d w ro tn y c h  za g adn ie ń  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  za w ie ra ją  za zw ycza j zna czn ie  w ię c e j w ie lk o ś c i 

n ie w ia d o m y c h  a n iż e li m ie rz o n y c h  (w y s tę p u je  w ię c  sy tu a c ja , g d y  n  >  > s ) .  Jednocześn ie  lic zb a  

ró w n a ń  m o d e lu  r  z b liż o n a  je s t  d o  l ic z b y  n ie w ia d o m y c h . Z a c h o d z i w ię c  sy tuac ja , gd z ie  

s p e łn io n y  je s t p ie rw s z y  z  w a ru n k ó w  (3 .1 3 ) ,  a n ie  je s t s p e łn io n y  d ru g i w a ru n e k . W  ta k im  

p rz y p a d k u  m a c ie rz  F = A V A r  je s t  o s o b liw a  i n ie  je s t m o ż liw a  in w e rs ja  m a c ie rzy  F . 

U zg a d n ia n ie  je s t  je d n a k  m o ż liw e , je ś l i  p rz e k s z ta łc i się u k ła d  ró w n a ń  (3 .1 2 ) , tak  aby b y ł 

s p e łn io n y  w a ru n e k  r < s .  P rze ksz ta łce n ie  u k ła d u  po le ga  na jczęśc ie j na czę śc io w e j lu b  

c a łk o w ite j e l im in a c ji  n ie w ia d o m y c h  w  c e lu  z m n ie js ze n ia  l ic z b y  n ie w ia d o m y c h  i l ic z b y  

ró w n a ń  w  u k ła d z ie  [5 8 ] .  E lim in a c ja  n ie w ia d o m y c h  po c ią ga  je d n a k  za sobą d o d a tko w e  

k o m p lik a c je , p rz e z  co  z w ię k s z a  s ię  n a k ła d  p ra c y  z w ią z a n y  z w y k o rz y s ta n ie m  a lg o ry tm u .

D o d a tk o w e  n ie k o rz y s tn e  ce ch y  a lg o ry tm u  m ogą s ię  u w id o c z n ić  p rz y  ro z w ią z y w a n iu  

zag adn ie ń  ź le  u w a ru n k o w a n y c h  ( ja k  na p rz y k ła d  g ra n ic z n y c h  zadań o d w ro tn y c h  

p rz e w o d ze n ia  c ie p ła ) . P rze p ro w a d zo n e  e k s p e ry m e n ty  n u m e ryczn e  w y k a z u ją  [5 2 ] , [6 1 ] ,  że 

w  w ie lu  p rz y p a d k a c h  w y n ik i  e s ty m a c ji c h a ra k te ry z u ją  się n a d m ie rn ą  n ie p e w n o śc ią  ocen x  i y  

w y ra ż a ją c ą  s ię  b a rd z o  d u ż y m i e le m e n ta m i m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji G i  i G r  W y n ik a  to  stąd, 

że ro z w ią z y w a n e  za g a d n ie n ia  o p ty m a liz a c y jn e  c h a ra k te ry z u ją  s ię  b a rd zo  p ła s k im  e ks tre m u m , 

p rzez  co  są b a rd z o  c z u łe  na z a k łó ce n ia  da n ych  w e jś c io w y c h . W ażo n a  e s tym a c ja  ś re d n io - 

k w a d ra to w a  n ie  je s t  w  s tan ie  (w  p rz y p a d k u  z łe g o  u w a ru n k o w a n ia  p ro b le m u ) za p e w n ić  

do sta teczne j s ta b iln o ś c i re z u lta tó w .

Jakość e s ty m a c ji m o żna  p o p ra w ić  p o p rze z  m o d y fik a c ję  za g adn ie n ia  o p ty m a liz a c y jn e g o , 

p o le ga ją cą  na w p ro w a d z e n iu  d o  ro z w ią z a n ia  c z ło n u  s ta b iliz u ją c e g o . K o n c e p c ję  tę re a liz u je  

ro zsze rzo n y  a lg o ry tm  u zg a d n ia n ia  za po m o cą  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o .
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3.1.3. Rozszerzony algorytm uzgadniania za pomocą rachunku 
wyrównawczego

Jak ju ż  w s p o m n ia n o , d y s k re tn e  m o d e le  m a te m a tyczn e  g ra n ic z n y c h  zadań o d w ro tn y c h  

p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  z a w ie ra ją  n a jczę śc ie j zn a czn ie  w ię c e j w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  a n iż e li 

m ie rz o n y c h . T e n  n ie k o rz y s tn y  s tosu nek  w y w ie ra  w p ły w  na s tru k tu rę  ró w n a ń  m o d e lu , a ty m  

sa m ym  w p ły w a  na s to p ie ń  z łe g o  u w a ru n k o w a n ia  p ro b le m u . P ra k tyczn e  m o ż liw o ś c i p o p ra w y  

z łe g o  u w a ru n k o w a n ia  p o p rz e z  z w ię k s z e n ie  l ic z b y  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h  o ra z  d o k ła d n o ś c i 

p o m ia ró w  są z a z w y c z a j o g ra n ic z o n e  m o ż liw o ś c ia m i te c h n ic z n y m i. P o n a d to  n a le ży  p a m ię ta ć , 

że n ie  je s te ś m y  w  s ta n ie  w y e lim in o w a ć  n ie d o k ła d n o ś c i sam ego m o d e lu , a w ię c  zw ię ksza n ie  

d o k ła d n o ś c i p o m ia ró w  m a  sens d o  p e w n e j ( tru d n e j je d n a k  d o  o k re ś le n ia ) g ra n ic y .

D o  ła g o d ze n ia  s k u tk ó w  z łe g o  u w a ru n k o w a n ia  m o żna  je d n a k  w y k o rz y s ta ć  dos tępną  a  p r i o r i  

in fo rm a c ję  o  w ie lk o ś c ia c h  n ie w ia d o m y c h . W  ka ż d y m  p ro ce s ie  f iz y c z n y m  da  s ię  b o w ie m  

o c e n ić  a  p r i o r i  w a r to ś c i p o s z u k iw a n y c h  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  y 0 o ra z  m a c ie rz  k o w a r ia n c ji 

w s tę p n e g o  o sza co w a n ia  n ie w ia d o m y c h . O sza co w a n ie  to  m u s i o p ie ra ć  s ię  na 

o b ie k ty w n y c h  in fo rm a c ja c h  d o ty c z ą c y c h  ro z p a try w a n y c h  w ie lk o ś c i o ra z  a n a lizo w a n e g o  

p rocesu . E le m e n ty  d ia g o n a ln e j m a c ie rz y  m o żna  w  ty m  p rz y p a d k u  in te rp re to w a ć  ja k o  

o cze k iw a n e  m a k s y m a ln e  w a rto ś c i ro z rz u tu  w o k ó ł w a rto ś c i ś re d n ie j y „ .  M a c ie rz  G ^  je s t w ię c  

w  p e w n y m  sensie  o d p o w ie d n ik ie m  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji  w y n ik ó w  p o m ia ró w  V .  W ie lk o ś c i 

n ie w ia d o m e  są b o w ie m  w  ty m  u ję c iu  tra k to w a n e  ja k  w ie lk o ś c i "m ie rz o n e "  o  w a rto ś c ia c h  y 0 

o ra z  o  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji G * .  Jeże li np . n a le ży  osza co w a ć  n iezn aną  p o c z ą tk o w ą  

te m p e ra tu rę  g o rą ce g o  w le w k a  s ta lo w e g o  za ła d o w a n e g o  d o  p ie ca  w g łę b n e g o , to  p rz y ję c ie  

w a rto ś c i y 0=  T 0=  1 0 0 0 K  o ra z  G )O =  8 0 0 K  je s t  c a łk o w ic ie  uzasadn ione  f iz y k a ln ie .  T e m p e ra ­

tu ra  p o c z ą tk o w a  g o rą ce g o  w le w k a  n ie  m oże  b y ć  b o w ie m  w ię k s z a  o d  1 0 0 0 K + 8 0 0 K  =  18 00K  

(tz n . w ię c e j n iż  w y n o s i te m p e ra tu ra  c ie k łe j s ta li)  i n iższa  a n iż e li 1 0 0 0 K -8 0 0 K = 2 0 0 K .

W  p ra c y  [4 4 ]  a u to r  z a p ro p o n o w a ł w y k o rz y s ta n ie  m a c ie rz y  G ^  d o  s ta b iliz a c ji a lg o ry tm u  

ro z w ią z y w a n ia  o d w ro tn y c h  zadań g ra n ic z n y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła . K o n c e p c ja  ta  zosta ła  

z  p o w o d z e n ie m  zas to sow ana  d o  ro z w ią z y w a n ia  ró ż n y c h  zag adn ie ń  u zg a d n ia n ia , np . [ 39] ,

[4 3 ] ,  [4 6 ] ,  [4 7 ] ,  [5 2 ] i [5 8 ] .

Z a p ro p o n o w a n e  p o d e jśc ie  w y m a g a  s fo rm u ło w a n ia  p ro b le m u  u z g a d n ia n ia  w  in n e j p o s ta c i, 

n iż  p rz e d s ta w io n o  w  ro z d z ia le  3 .2 .1 .  W s z y s tk ie  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m e  i  m ie rzo n e  

w y s tę p u ją c e  w  o p is ie  z a g a d n ie n ia  n a jd o g o d n ie j je s t  p o łą c z y ć  w  c e lu  u tw o rz e n ia  je d n e g o  

w e k to ra  w ie lk o ś c i "m ie rz o n y c h "  x ' :

(3 .2 5 )
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P o d o b n ie  n a le ży  u tw o rz y ć  m a c ie rz  b lo k o w ą  A '  o  ro z m ia ra c h  r ( n + s ) ,  w  k tó re j sk ład  

w ch o d zą  m a c ie rze  A  i B  w y s tę p u ją c e  w  ró w n a n iu  (3 .1 2 ) :

A ‘  = [ A  , B ]

W y k o rz y s tu ją c  (3 .2 5 )  i  (3 .2 6 )  u z y s k u je  s ię  następu jącą  po s tać  ró w n a n ia  (3 .1 2 ) :

A ' x ‘  + c  = 0

U z g o d n ie n ie  u k ła d u  (3 .2 7 )  je s t  m o ż liw e , je ż e li  s p e łn io n y  je s t w a ru n e k  [6 ] , [5 8 ] :

r  <  n +  s

(3 .2 6 )

(3 .2 7 )

(3 .2 8 )

D la  w ię k s z o ś c i ro z p a try w a n y c h  g ra n ic z n y c h  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  u z y s k u je  s ię  u k ła d y  

ró w n a ń  w a ru n k ó w  o  p o s ta c i (3 .2 7 ) ,  d la  k tó ry c h  w a ru n e k  (3 .2 8 )  je s t  s p e łn io n y  bez p o trz e b y  

w y k o n y w a n ia  d o d a tk o w y c h  s k o m p lik o w a n y c h  p rze ksz ta łce ń  u k ła d u  ró w n a ń  w a ru n k ó w .

W  p o d o b n y  sposób d e f in iu je  s ię  m a c ie rz  k o w a r ia n c ji V '  w e k to ra  w y n ik ó w  p o m ia ró w :

V *  =
V  o
o  G .>o

(3 .2 9 )

Jeś li d o  ró w n a n ia  (3 .2 7 )  p o d s ta w i s ię w y n ik i  p o m ia ró w  x °  o ra z  w y n ik i  w s tępnego  

osza co w a n ia  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  y °  (w ch o d zą ce  w  sk ła d  ro zsze rzo n e g o  w e k to ra  

w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  x * ), to  ró w n a n ie  to  n ie  b ę d z ie  za zw ycza j sp e łn io n e :

AXg‘ + c = W
(3 .3 0 )

P o s z u k u je m y  ta k ic h  p o p ra w e k  5x*, k tó re  sp e łn ia ją  u k ła d  ró w n a ń  w a ru n k ó w  (3 .2 9 )  

i  je d n o cze śn ie  m in im a liz u ją  fo rm ę  k w a d ra to w ą :

b x fT \ ‘ b x ‘  = [5 x  ,b y  ]
V  0 b x

0 G y0 _ 5 y .
= b x T \ b x  + b y T G y0b y  -  m in

. (3 .3 1 )
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R o z w ią z a n ie m  ta k  p o s ta w io n e g o  zad an ia  o p ty m a liz a c ji je s t  e s tym a ta  x* ro zsze rzo n e g o  
w e k to ra  w y n ik ó w  p o m ia ró w  x*:

x' = X 0'  -  V*A '7'(A 'V 'A 'r) '1(A ‘x0‘ + c) (3 .3 2 )

g d z ie  x ° *  = [ A / f .

M a c ie rz  k o w a r ia n c ji G /  e s ty m a ty  x* dana je s t  następu jącą  za leżn ośc ią :

g :  =
G,

= \ ‘ -  V *A '7’(A 'V 'A '7')“'A*V* (3 .3 3 )

W  c e lu  p o ró w n a n ia  za le żn o śc i o k re ś la ją c y c h  w y n ik i  e s ty m a c ji u z yska n ych  p rz y  

za s to so w a n iu  a lg o ry tm u  k la syczn e g o  i ro zsze rzo n e g o  n a le ży  w y k o n a ć  w s z y s tk ie  o p e ra c je  na 

m a c ie rza ch  b lo k o w y c h  w y s tę p u ją c y c h  w  za le żn ośc iach  (3 .3 2 )  i (3 .3 3 ) .  E s tym a ta  w ie lk o ś c i 

n ie w ia d o m y c h  y  da na  je s t  za le żn o śc ią :

y  = y °  + 5y  = y °  -  Gy0Br(F  + BrGy0B)~'(Ax° + B y 0 + c )  (3 .3 4 )  

Z a le żn o ść  (3 .3 4 )  m o żn a  p rz e k s z ta łc ić  (p a trz  D o d a te k  B ) d o  na s tępu ją ce j p o s ta c i:

y = y° + 5y = y° -  ( G ^1 + BrF-, B )-1B7'F-'(Ax° + By0 + c )  (3 -3 5 >

lu b

y  = ( i  -  (G ;ó  + B r F ' 1B ) ' 1B r F ‘ 1B ) y °  -  (G jo ' + B r F ' l B ) ‘ l B 7F " ‘ ( A x °  + c )  ( 3 3 6 )  

g d z ie  F = A V A T.

M a c ie rz  k o w a r ia n c ji  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  G s w y ra ż a  s ię  za le żn o śc ią

G, = G y0 -  Gy0Br(F + BrGy0B) 'BG;y0 (3 .3 7 )
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P o p rz e k sz ta łce n ia ch  (p a trz  d o d a te k  B ) o trz y m u je  s ię os ta teczn ie :

G 9 = (G ;J  + B r F l B ) - '  (3 -3 8 )

E s tym a ta  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  x  o ra z  m a c ie rz  k o w a r ia n c ji w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  G * dane 

są z a le żn o śc ia m i:

x  = x ° + 5 x  = x° -  V A r ( F  + B r G y0B ) - ' ( A x °  + B y 0 + c )  (3 .3 9 )

Gj, = V  -  V A T( F  + BrGy0B )'1 A V  (3 -40)

R ó żn ice  p o m ię d z y  k la s y c z n ą  a ro zsze rzo n ą  w e rs ją  u zg a d n ia n ia  są n a jw y ra ź n ie j w id o czn e , 

je ś l i  p o ró w n a  s ię  w y n ik i  e s ty m a c ji w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  (ocena ty c h  w ie lk o ś c i je s t 

p o d s ta w o w y m  ce le m  o b lic z e ń ) . Z a sa d n icza  ró ż n ic a  d o ty c z y  g łó w n ie  po s ta c i m a c ie rzy  

k o w a r ia n c ji w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  G 9 (za le żn o śc i (3 .2 3 )  i (3 .3 8 ) ) .  Jeże li e le m e n ty  m a c ie rzy  

k o w a r ia n c ji w s tę p n e g o  o sza co w a n ia  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  dążą d o  n iesko ń czo n o śc i (co  

oznacza b ra k  ja k ie jk o lw ie k  in fo rm a c ji a  p r i o r i  o  w ie lk o ś c ia c h  n ie w ia d o m y c h ), to  a lg o ry tm  

u o g ó ln io n y  m a tę  sam ą p o s tać  c o  je g o  w e rs ja  k la syczn a :

l im  (G ;J  + B r F 1B ) - ‘ = ( B r F - 'B ) - '  (3 .4 1 )
o* - ■

Z  za le żn o śc i (3 .4 1 )  w y n ik a , że a lg o ry tm  ro zsze rzo n y  zaw sze d a je  lepsze oszacow an ie  

e le m e n tó w  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji G ^ a n iż e li w e rs ja  k la syczn a . Jeże li b o w ie m  e le m e n ty  

m a c ie rz y  G ^  m a ją  sko ń czo n ą  w a rto ś ć , to  z  za leżn ośc i (3 .3 8 )  w y n ik a , że je j  e le m e n ty  m uszą 

być  m n ie jsze  a n iż e li e le m e n ty  m a c ie rz y  (B TF ‘ B ) ' '  o k re ś la ją c e j m a c ie rz  k o w a r ia n c ji G^ d la  

a lg o ry tm u  k la syczn e g o .

C z u ło ś ć  a lg o ry tm u  u zg a d n ia n ia  na z a k łó ce n ie  da n ych  w e jś c io w y c h , k tó r y m i są w y n ik i  

p o m ia ró w  x ° , m o żn a  a n a liz o w a ć  o b lic z a ją c  p o chodn ą  p o s z u k iw a n e j e s tym a ty  y  w zg lę d e m  

w e k to ra  w y n ik ó w  p o m ia ró w  x°. R ó ż n ic z k u ją c  za leżność (3 .2 0 )  o trz y m u je m y  w  p rz y p a d k u  

a lg o ry tm u  k la syczn e g o :

i ł  = (B TF ‘B) 'B^F'1 A 
dx°

(3 .4 2 )
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D la  a lg o ry tm u  ro z s z e rz o n e g o  ró ż n ic z k o w a n ie  z a le żn o śc i (3 .3 6 )  d a je :

= ( G ^  + B r F ‘ l B ) " 1B 7'F ' 1 A  (3 .4 3 )

P rz y  a n a liz ie  z a le żn o śc i (3 .4 2 )  i (3 .4 3 )  u w id a c z n ia  s ię s ta b iliz u ją c y  w p ły w  e le m e n tu  G ^ .  

W  p rz y p a d k u  a lg o ry tm u  k la s y c z n e g o  ( i  d la  d a n ych  m a c ie rz y  A  i B )  c zu ło ś ć  a lg o ry tm u  na 

z a k łó c e n ie  d a n ych  w e jś c io w y c h  z a le ż y  ty lk o  o d  w a rto ś c i e le m e n tó w  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji 

V .  D la  w ię k s z o ś c i za g a d n ie ń  ź le  u w a ru n k o w a n y c h  s ta b iln o ś ć  a lg o ry tm u  je s t  częs to  z b y t m a ła .

E le m e n t w y s tę p u ją c y  w  w y ra ż e n iu  (3 .4 3 )  p o w o d u je  z m n ie js z e n ie  c z u ło ś c i a lg o ry tm u  

ro zsze rzo n e g o  na z a k łó c e n ia  d a n ych  w e jś c io w y c h  i p o p ra w ia  s ta b iln o ść  m e to d y . S zacow an ie  

e le m e n tó w  m a c ie rz y  G ^  m u s i b y ć  je d n a k  p rz e p ro w a d za n e  b a rd z o  u w a żn ie . D o b ó r  m a łych  

e le m e n tó w  te j m a c ie rz y  (d uża  p e w n o ść  o sza co w a n ia ) p o p ra w ia  z d e c y d o w a n ie  s ta b iln o ść  

m e to d y , a le  n ie  m o ż n a  w y k lu c z y ć  s y tu a c ji,  że m e toda  b ę d z ie  zb ie żn a  d o  z łe g o  ro z w ią z a n ia . 

M o ż e  to  w y s tą p ić ,  je ż e l i  o sza co w a n ie  y °  b ę d z ie  je d n o c z e ś n ie  d a le k ie  o d  ro z w ią z a n ia  

d o k ła d n e g o . Jak w y n ik a  b o w ie m  z  za le żn o śc i (3 .3 6 ) ,  o k re ś la ją c e j e s tym a tę  y ,  w a rto ś ć  у  

z a le ży  ró w n ie ż  o d  o s z a co w a n ia  y °  (w  p rz e c iw ie ń s tw ie  d o  m e to d y  k la s y c z n e j, g d z ie  es tym ata  

у  n ie  za le ży  o d  o sza c o w a n ia  y °  -  za leżn ość  (3 .2 0 ) ) .  O sza co w a n ie  e le m e n tó w  m a c ie rz y  G *, 

o ra z  w e k to ra  y °  w p ły w a  b o w ie m  n a s tępu ją co  na p rz e b ie g  e s ty m a c ji:

•  z m n ie js z a n ie  e le m e n tó w  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji  G ^  z m n ie js z a  c z u ło ś ć  na z a k łó ce n ie  

d a n ych  w e jś c io w y c h  (e k s tre m u m  fu n k c j i  (3 .3 1 )  s ta je  s ię  w ię c  b a rd z ie j o s tre ),

•  n ie d o k ła d n o ś c i o sza co w a n ia  w e k to ra  y °  o d su w a ją  e k s tre m u m  fu n k c j i  (3 .3 1 )  od  

ro z w ią z a n ia  d o k ła d n e g o .

P odczas p ra k ty c z n e j re a liz a c ji  m e to d y  n a le ż y  ( w  sy tu a c ja ch  w ą tp liw y c h )  p rz y jm o w a ć  

z a w yżo n e  w a r to ś c i m a c ie rz y  G ^ .  P o z w a la  to  u n ik n ą ć  ro z w ią z a ń  p rze sza co w a n ych  (tzn . 

n ie d o k ła d n y c h , le c z  o  d u że j p e w n o ś c i o sza co w a n ia ). D o ty c z y  to  szcze g ó ln ie  s y tu a c ji,  g d y  n ie  

m a m o ż liw o ś c i w e r y f ik a c j i  d o k ła d n o ś c i w y n ik ó w .

W y k o rz y s ta n ie  ro z sze rzo n e j w e rs j i  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  w y m a g a  w ię c  pe w n e j 

o s tro ż n o ś c i p r z y  o s z a c o w a n iu  w a r to ś c i i m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji e le m e n tó w  w e k to ra  y°. 

O p ty m a ln y  d o b ó r  ty c h  w ie lk o ś c i je s t  o d  s tro n y  m a te m a ty c z n e j sp ra w ą  b a rd z o  tru d n ą  i za leżną 

o d  ro d z a ju  ro z w ią z y w a n e g o  p ro b le m u . D la  ty p o w y c h  p ro b le m ó w  te c h n ic z n y c h  o sza cow an ie  

ta k ie  p o w in n o  s ię  w  p ie rw s z y m  rzę d z ie  o p ie ra ć  na d o s tę p n ych  p rze s ła n ka ch  f iz y k a ln y c h .

P o p ra w ę  d o k ła d n o ś c i o b lic z e ń  m o żn a  też  uzyska ć  s to su ją c  p ro c e d u rę  ite ra c y jn ą  ze w z g lę d u  

na p o c z ą tk o w e  o sza c o w a n ie  w e k to ra  y °  o ra z  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji  G jo-
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3.2. Rozwiązywanie zadań odwrotnych przewodzenia ciepła

R achu nek  w y ró w n a w c z y  (p o d o b n ie  ja k  i in n e  m e to d y  e s ty m a c ji s ta ty s ty c z n ie  o p ty m a ln e j)  

m oże b y ć  z a s to so w a n y  d o  ro z w ią z y w a n ia  ty c h  p ro b le m ó w , w  k tó ry c h  w y s tę p u je  n a d m ia r 

in fo rm a c ji.  W  p rz y p a d k u  zadań o d w ro tn y c h  d o d a tk o w e  in fo rm a c je  o  p ro ce s ie  są dostarczane 

przez e k sp e rym e n t p o m ia ro w y . Is tn ie n ie  n a d m ia ru  in fo rm a c ji n ie  je s t  o c z y w iś c ie  w a ru n k ie m  

ko n ie c z n y m  d o  u z y s k a n ia  ro z w ią z a n ia  zag a d n ie n ia  o d w ro tn e g o . D o  ro z w ią z a n ia  zagadn ień  

o d w ro tn y c h , p o d o b n ie  ja k  i zag adn ie ń  p ro s ty c h , w ys ta rcza  tz w . m in im a ln y  z b ió r  in fo rm a c ji.  

Rzecz je s t  je d n a k  w  ty m , że o p ie ra ją c  s ię  na m in im a ln y m  z b io rz e  in fo rm a c ji tru d n o  je s t 

uzyskać s ta b iln e , m a ło  c z u łe  na z a k łó c e n ia  da n ych  w e jś c io w y c h  ro z w ią z a n ia  zadan ia  

o d w ro tn e g o . S enso w n e  w y k o rz y s ta n ie  n a d m ia ru  in fo rm a c ji m oże  zn a czn ie  p o p ra w ić  

s tab iln ość  ta k ie g o  ro z w ią z a n ia . Szansę taką  d a je  m ię d z y  in n y m i ra chune k  w y ró w n a w c z y .

W  p ra c y  za s to sow ano  ra ch u n e k  w y ró w n a w c z y  d o  ro z w ią z y w a n ia  o d w ro tn y c h  g ra n ic z n y c h  

zagadn ień  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła . E k s p e ry m e n ty  n u m e ryczn e  w y k a z a ły  tu  zde cydow an ą  

w yższość  a lg o ry tm u  ro zsze rzo n e g o  nad k la s y c z n ą  w e rs ja  m e to d y . A lg o ry tm  ro zsze rzo n y  

p o zw a la  u zyska ć  lepszą  s ta b iln o ś ć  w y n ik ó w ,  c o  m a  b a rd z o  is to tn e  znaczen ie  d la  zagadnień 

s łabo  u w a ru n k o w a n y c h . W  ta k ic h  b o w ie m  p rz y p a d k a c h  n a w e t n ieznaczne  p o le pszen ie  m e to d y  

m oże d o p ro w a d z ić  d o  zn a czne j p o p ra w y  re z u lta tó w . Z a s to so w a n ie  ro zsze rzo n e j w e rs ji 

a lg o ry tm u  p o z w a la  ró w n ie ż  w  w ie lu  p rz y p a d ka ch  u p ro ś c ić  p ro c e d u rę  b u d o w a n ia  ró w n a ń  

w a ru n k ó w  i p rze s trze g a n ia  o g ra n icze ń  n a rzu co n ych  na lic z b ę  ró w n a ń  c z y  lic z b ę  w ie lk o ś c i 

n ie w ia d o m y c h  i m ie rz o n y c h  (w a ru n k i (3 .1 3 ) ) .  W y n ik a  to  z m o ż liw o ś c i tra k to w a n ia  p e w n ych  

w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  ja k o  m ie rz o n e , p rze z  co  u z y s k u je  się k o rz y s tn e  z m ia n y  w  s tru k tu rz e  

m a c ie rzy  w s p ó łc z y n n ik ó w  w y s tę p u ją c y c h  w  ró w n a n ia c h  w a ru n k ó w .

R ozszerzona  w e rs ję  a lg o ry tm u  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  zas to sow ano  z p o w o d z e n ie m  d o  

ro z w ią z y w a n ia  za g adn ie ń  id e n ty f ik a c ji  n ie u s ta lo n ych  p ó l te m p e ra tu ry  p rz y  znanych  

w a ru n ka ch  b rz e g o w y c h  i n ie zn a n ym  w a ru n k u  p o c z ą tk o w y m  ( ro z d z ia ł 3 .2 .1 ) ,  a  także  d o  

ro z w ią z y w a n ia  o d w ro tn y c h  zadań g ra n ic z n y c h  p o le g a ją cych  na id e n ty f ik a c ji  p o la  te m p e ra tu ry  

i n ie zn a n ych  w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  ( ro z d z ia ł 3 .2 .2 ) .  W  ro z d z ia le  3 .2 .3  p rz e d s ta w io n o  

p rz y k ła d  za s to sow an ia  o p ra c o w a n e j m e to d y  d o  e s ty m a c ji zm ie n n e g o  w  czas ie  s tru m ie n ia  

c ie p ła  na p o w ie rz c h n i e k s p e ry m e n ta ln e j k o m o ry  spa la n ia .
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3.2.1. Identyfikacja nieustalonego pola temperatury

P rz e d m io te m  ro z w a ż a ń  je s t  id e n ty f ik a c ja  n ie u s ta lo n e g o  p o la  te m p e ra tu ry , w  s y tu a c ji g d y  

n ie  je s t  zn a n y  w a ru n e k  p o c z ą tk o w y , a znane są w a ru n k i b rz e g o w e  (n ie  je s t  to  w ię c  k lasyczne  

o d w ro tn e  z a g a d n ie n ie  g ra n ic z n e , a ra cze j za g a d n ie n ie  re tro s p e k ty w n e ) . P ra k ty c z n y m  

p rz y k ła d e m  m o że  tu  b y ć  id e n ty f ik a c ja  p o la  te m p e ra tu ry  w le w k a  w  m o m e n c ie  za ła d o w a n ia  

d o  p ie ca  w g łę b n e g o  na p o d s ta w ie  o b s e rw a c ji te m p e ra tu ry  p o w ie rz c h n i o d  m o m e n tu  w y ję c ia  

z  w le w n ic y .  N ie  je s t  tu  z n a n y  p o c z ą tk o w y  ro z k ła d  te m p e ra tu ry  w e  w le w k u ,  w a ru n k i 

b rz e g o w e  d a ją  s ię  n a to m ia s t osza co w a ć  do ść  d o k ła d n ie .

B u d o w ę  a lg o ry tm u  w  k a ż d y m  p rz y p a d k u  ro z p o c z y n a  s ię  o d  u tw o rz e n ia  ró w n a ń  w a ru n k ó w ,

k tó r y m i są ró w n a n ia  d y s k re tn e g o  m o d e lu  p o la  te m p e ra tu ry  w  N  w ę z ła ch  p o d z ia łu  
ró ż n ic o w e g o :

T M  = P T ł  +  c ,  (3 .4 4 )

g d z ie  T ł+1 i T t  są w e k to ra m i te m p e ra tu r w ę z ło w y c h  w  c h w i l i  czasu t + A t  o ra z  r .  

P rz y jm ijm y ,  że w  d o w o ln e j c h w i l i  czasu k  w  l  w ę z ła ch  ob sza ru  d o k o n u je  s ię  p o m ia ru  

te m p e ra tu ry . U z y s k a n a  w  ten  sposób  o d p o w ie d ź  te m p e ra tu ro w a  ( w y n ik i  p o m ia ró w )  tw o rz y  

/-e le m e n to w y  w e k to r  x ł+ 1 . P ozos ta łe  N - l  te m p e ra tu r w ę z ło w y c h  tra k tu je  s ię  ja k o  w ie lk o ś c i 

n ie w ia d o m e . P o m ię d z y  w e k to re m  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  x  a  w e k to re m  te m p e ra tu r w ę z ło w y c h  

T  d a je  s ię  u s ta n o w ić  na s tępu ją cą  re la c ję :

x , , = H T lt| (3-45)

g d z ie  H  je s t  m a c ie rzą  w s k a ź n ik o w a  (o  ro z m ia ra c h  n - N ) ,  z a w ie ra ją c a  w y łą c z n ie  e le m e n ty  

0  lu b  1. W y k o rz y s tu ją c  (3 .4 5 )  m o żn a  ró w n a n ie  (3 .4 4 )  zap isać w  p o s ta c i:

H T W  = = H P T t  ♦  H c t  (3 .4 6 )

W  ce lu  u zy s k a n ia  n a d m ia ru  in fo rm a c ji n a le ży  w y k o rz y s ta ć  w y n ik i  p o m ia ró w  z  k i lk u  c h w il 

czasu ( je s t to  w  zasadz ie  w y m ó g  k la s y c z n e j w e rs ji a lg o ry tm u  u zg a d n ia n ia ). R ó w n a n ia  p o la  

te m p e ra tu ry  d la  k o le jn y c h  c h w il  czasu z a w ie ra ją  n o w e  n ie w ia d o m e  te m p e ra tu ry  T t 

( J t = 0 , l , . . p ) .  W p ro w a d z e n ie  d o  ro z w ią z a n ia  z b y t d u że j l ic z b y  z m ie n n y c h  je s t  je d n a k  

n iepożądane  ze w z g lę d ó w  o b lic z e n io w y c h . N ie d o g o d n o ś c i te j m o żna  u n ik n ą ć  p o p rze z  

e lim in a c ję  te m p e ra tu r T t  (& =  1 ,2 , . . . , /> ) ,  tz n . w s z y s tk ic h  z w y ją tk ie m  p o c z ą tk o w e g o  ro z k ła d u  

te m p e ra tu ry  T 0. P o d s ta w ia ją c  y °  =  T 0 o tr z y m u je  s ię :
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x, = HPy° + Hc„
Xj = HPPy0 + Hc, + HPc,,
• = • (3 .4 7 )

x, = HPWy0 + H £  P<%_,_,
/-1

g d z ie  P<0 o zn acza  i - ta  po tęgę  m a c ie rz y  P, a p  oznacza  c a łk o w itą  lic z b ę  k ro k ó w  czasu.

C e le m  zap isa n ia  ró w n a ń  w a ru n k ó w  w  s ta n d a rd o w e j d la  u zg a d n ia n ia  po s tac i (3 .1 2 )  lu b

(3 .2 7 )  n a le ży  w y z n a c z y ć  m a c ie rze  w s p ó łc z y n n ik ó w  A  i B  w y k o rz y s tu ją c  d o  teg o  ce lu  

ró w n a n ie  (3 .4 7 ) .  W  re z u lta c ie  o trz y m u je m y :

A  = I B  =

H P
H P P

H po->

(3 .4 8 )

g d z ie  I  je s t m a c ie rzą  je d n o s tk o w ą .

N a  p o d s ta w ie  u tw o rz o n y c h  m a c ie rz y  A  i B  m o żna  ro z w ią z a ć  p ro b le m  id e n ty f ik a c ji 

p o s łu g u ją c  s ię  o p is a n y m i a lg o ry tm a m i u zg a d n ia n ia . Jako  p rz y k ła d  ro z p a trz o n o  p ro b le m  

id e n ty f ik a c ji  s y m e try c z n e g o  p o la  te m p e ra tu ry  w  p ły c ie  je d n o w y m ia ro w e j,  p rz y  c zym  

o b lic z e n ia  p rz e p ro w a d z o n o  za  p o m o cą  k la s y c z n e j i ro zsze rzo n e j w e rs ji a lg o ry tm u

uzg a d n ia n ia .

P o d z ia ł ró ż n ic o w y  p ły ty  p rz e d s ta w io n o  

na ry s u n k u  3 .1 .  N a  p o w ie rz c h n i p ły ty  

p rz y ję to  w a ru n e k  b rz e g o w y  trz e c ie g o  ro ­

d za ju  s c h a ra k te ry z o w a n y  lic z b ą  B io ta  

B i= 0 .5  o ra z  te m p e ra tu rą  p ły n u  Tp, = 0 .

P o c z ą tk o w y  ro z k ła d  te m p e ra tu ry  T 0= y 0 

je s t  n ie zn a n y . Z n a n y  je s t  p rz e b ie g  te m p e ra ­

tu ry  ( tz n . o d p o w ie d ź  te m p e ra tu ro w a ) w  

je d n y m  p u n k c ie  u s y tu o w a n y m  na b rze g u  

p ły ty .  W y n ik i  p o m ia ró w  s y m u lo w a n o  na 

p o d s ta w ie  ro z w ią z a n ia z a g a d n ie n ia p ro s te g o

ze znaną p o c z ą tk o w ą  te m p e ra tu rą  T 0= y 0= l .  O d p o w ie d ź  te m p e ra tu ro w ą  za k łó ca n o  lo s o w o  

za p o m o cą  za le żn o śc i (2 .2 )  b łę d e m  o  m a ksym a ln e j w a rto ś c i 5 = 0 .0 1 .  E le m e n ty  m a c ie rzy  

k o w a r ia n c ji V  p rz y ję to  ró w n e  ViI= ( 0 .0 2 5 ) 2. W a rto ś ć  b e z w y m ia ro w e g o  k ro k u  czasu w y n o s i 

A F o = 0 .1 .  W  p rz y p a d k u  a lg o ry tm u  ro zsze rzon ego  osza cow ano  p o c z ą tk o w y  ro z k ła d  tem pe­

1 i 2 3 4 5 Ts (t)

1 X

R ys. 3 .1 . P o d z ia ł  r ó ż n ic o w y  p ły t y  

F ig . 3 .1 .  D is c r e t iz a t io n  o f t h e  p ia n e  w a l i
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ra tu ry  y ° = 0 .7 5 ,  a  e le m e n ty  d ia g o n a ln e  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji  p rz y ję to  ró w n e  0 .5 .  T a k  

p rz y ję te  o sza co w a n ie  je s t  w ię c  s to s u n k o w o  o d le g le  o d  w a rto ś c i rz e c z y w is ty c h .

R o z w ią z a n ie  za d a n ia  ro z p o c z y n a  s ię  o d  s fo rm u ło w a n ia  ró w n a ń  d y s k re tn e g o  m o d e lu  p o la  

te m p e ra tu ry  w  w ę z ła c h  p ły ty .  D o  teg o  c e lu  w y k o rz y s ta n o  m e todę  b ila n s ó w  e le m e n ta rn y c h . 

W  p ie rw s z y m  e ta p ie  u z y s k u je  s ię  następu jące  ró w n a n ia  p o la  te m p e ra tu ry :

d T .

d \ \ ^ \  + ^12^2

d T .
-  d 2l T , + d 22T 2 ♦  d 23T 2

d T .

7 7  =  d * T *  +  d SST 5 +  y,

(3 .4 9 )

g d z ie  7S je s t  w s p ó łc z y n n ik ie m  u w z g lę d n ia ją c y m  w p ły w  w a ru n k u  b rz e g o w e g o . Po 

za s to so w a n iu  d o  a p ro k s y m a c ji p o c h o d n y c h  te m p e ra tu ry  w z g lę d e m  czasu  ( le w e  s tro n y  

ró w n a n ia  (3 .4 9 ) )  m e to d y  i lo ra z u  ró ż n ic o w e g o  w s te czn e g o  (sch e m a t n ie ja w n y )  o tr z y m u je  się 

u k ła d  ró w n a ń  w  na s tępu ją ce j p o s ta c i:

(1 + d u  ) T l k . l  + d n T 2 M l = T xjL 

+ (1  + ^ 22) T 2k . ,  *  ^ 23T i k , \  -  T2k

d >4 + O  + ^ 55)  Ti M l  =  T Sk + 7 j

g d z ie  k  o zn acza  ro z p a try w a n a  c h w ilę  czasu . R ó w n a n ie  (3 .5 0 )  w y g o d n ie  je s t  p rz e d s ta w ić  w  

p o s ta c i m a c ie rz o w e j:

D T W  = T t  + 7 t  (3 -5 1 )

g d z ie  D  je s t  k w a d ra to w a  m a c ie rz ą  w s p ó łc z y n n ik ó w .

W  c h w i l i  czasu  k + 1 d o k o n u je  s ię  p o m ia ru  te m p e ra tu ry  w  w y b ra n y c h  w ę z ła c h  p ły ty .  

W  a n a liz o w a n y m  p rz y k ła d z ie  je s t  to  w ę z e ł n r  5 , tz n . T 5 t + i = x s k + l.

R ó w n a n ia  (3 .5 0 )  sa p o d s ta w ą  d o  u tw o rz e n ia  ró w n a ń  w a ru n k ó w . W  p rz e d s ta w io n e j po s ta c i 

ró w n a n ia  te  z a w ie ra ją  je d n a k  d u ż ą  lic z b ę  z m ie n n y c h : n = 5  te m p e ra tu r w ę z ło w y c h  w  c h w i l i  

czasu  k  o ra z  n = 5  te m p e ra tu r  w ę z ło w y c h  w  c h w i l i  czasu  & + 1 .  W  su m ie  w  n = 5  ró w n a n ia c h
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w ys tę p u je  2 n - l  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  i  je d n a  w ie lk o ś ć  m ie rz o n a . R ozsze rzona  w e rs ja  

ra ch u n ku  w y ró w n a w c z e g o  do p u szcza  w y k o rz y s ta n ie  ró w n a ń  w ię z ó w  w  ta k ie j p o s ta c i, lecz  

z d ru g ie j s tro n y  z b y t  d u ża  lic z b a  z m ie n n y c h  b a rd z o  k o m p lik u je  re a liz a c ję  n u m e ryczn ą  

m e tody . W  c e lu  z m n ie js z e n ia  l ic z b y  z m ie n n y c h  m o żna  p rz e k s z ta łc ić  u k ła d  (3 .5 1 )  ro z w ią z u ją c  

go  ze w z g lę d u  na  te m p e ra tu ry  w  k ro k u  czasu k  (n p . w y k o rz y s tu ją c  m a c ie rz  o d w ro tn ą  D '1, 

co je d n a k  n ie  je s t  m e to d ą  p o le ca n ą  z  u w a g i na d u ż y  czas o b lic z e ń ). U z y s k u je  s ię  w  ten 

sposób na stępu jące  ró w n a n ie :

T*., = D 'T k + D - '7ł = P T , ♦ c ,  (3 .5 2 )

W  w y n ik u  ta k ie g o  p rz e k s z ta łc e n ia  każd e  z  ró w n a ń  u k ła d u  (3 .5 2 )  z a w ie ra  w s z y s tk ie  

te m p e ra tu ry  w ę z ło w e  d o tyczą ce  k ro k u  czasu k  i  o c z y w iś c ie  ty lk o  je d n a  te m p e ra tu rę  z  k ro k u  

czasu k + 1. D o  d a ls z y c h  ro z w a ż a ń  w y s ta rc z y  w ię c  w y k o rz y s ta ć  w y łą c z n ie  te  ró w n a n ia , w  

k tó ry c h  w y s tę p u ją  m ie rz o n e  te m p e ra tu ry  (w  ro z p a try w a n y m  p rz y k ła d z ie  te m p e ra tu ra  T 3 ;t+1:

TSMl = PilTUt + Ps2 T2.k + PsJi + P*s + P5J 5Ml + cSJ[

lu b  (3 .5 3 )

5

*5 ,* .. -  E P v y j j ,  ~ CS.t = 0  
/-1

g d z ie : * 5,*+1=  T 5 M i  o ra z  yJ t  =  TJk  ( / = 1 , 2 , . . . , 5 ) .

R ó w n a n ie  (3 .5 3 )  m oże  b y ć  ju ż  w p ro s t w y k o rz y s ta n e  d o  id e n ty f ik a c ji  p o la  te m p e ra tu ry  Tk 
(a  w ię c  na p rz y k ła d  p o c z ą tk o w e g o  ro z k ła d u  te m p e ra tu ry  T0), p rz y  z a ło ż e n iu  je d n a k  że 

w y k o rz y s ta n a  zo s ta n ie  ro zsze rzo n a  w e rs ja  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o . (W  p rz y p a d k u  w e rs ji 

k la syczn e j m e to d y  n ie  je s t  b o w ie m  s p e łn io n y  w a ru n e k  (3 .1 3 ) .  Z a s to so w a n ie  te j w e rs ji m e tody  

je s t m o ż liw e , o  i le  ro z p a trz y  s ię  w ię k s z ą  lic z b ę  k ro k ó w  czasu lu b  ( i )  z w ię k s z y  lic z b ę

p u n k tó w  p o m ia ro w y c h ) .
M e to d a  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  u m o ż liw ia  jedn oczesn e  w y k o rz y s ta n ie  in fo rm a c ji 

p o m ia ro w y c h  z  w ie lu  c h w il  czasu . K o le jn e  ró w n a n ia  w a ru n k ó w  w y p ro w a d z a  s ię  w  

id e n ty c z n y  sposób ja k  ró w n a n ie  (3 .53)  e l im in u ją c  p rz y  ty m  w s z y s tk ie  n ieznane  te m p e ra tu ry  

w ę z ło w e  z  w y ją tk ie m  te m p e ra tu r  p o c z ą tk o w y c h . P roces e l im in a c ji w y g o d n ie  je s t p ro w a d z ić  

o p ie ra ją c  s ię  na  o g ó ln y m  sch e m ac ie  (3 .4 7 ) .  W  ty m  c e lu  n a le ży  je szcze  z d e fin io w a ć  m a c ie rz  

w s k a ź n ik o w ą  H, k tó ra  w  ro z p a try w a n y m  p rz y k ła d z ie  p rz y b ie ra  po s tać :
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H  = [ 0 , 0 , 0 , 0 , l j  <3 -5 4 >

O p ie ra ją c  s ię  na a lg o ry tm ie  (3 .4 7 )  o ra z  w y k o rz y s tu ją c  m a c ie rz  H  tw o rz y  s ię  m a c ie rze  

w s p ó łc z y n n ik ó w  A  i B (za le żn o ść  (3 .4 8 ) )  s ta n o w ią ce  p o ds taw ę  a lg o ry tm u  u zg a d n ia n ia  

i id e n ty f ik a c ji  p o la  te m p e ra tu ry  w  p ły c ie .

W  ta b lic y  3 .1  p rz e d s ta w io n o  w y n ik i  e s ty m a c ji te m p e ra tu ry  w  w ę ź le  o  n u m e rze  1. W  ty m  

w ę ź le  p o ło ż o n y m  n a jd a le j o d  p u n k tu  p o m ia ro w e g o  w y n ik i  e s ty m a c ji są b o w ie m  na jg o rsze . 

Z e s ta w io n o  w y n ik i  uzyska n e  za p o m o c ą  a lg o ry tm u  k la syczn e g o  i ro zsze rzo n e g o : es tym atę  

f ,  o ra z  o d c h y le n ie  s ta n d a rd o w e  5, e s ty m a ty  f ,  (5 , =  (GyiI)0-5)- O  d o k ła d n o ś c i o b lic z e ń  ś w ia d ­

c z y  n ie  ty lk o  ró ż n ic a  p o m ię d z y  w a rto ś c ią  d o k ła d n ą  a e s tym o w a n ą , le cz  ró w n ie ż  w a rto ść  

o d c h y le n ia  s ta n d a rd o w e g o  u zyska n e j e s ty m a ty  f , .  N a le ż y  b o w ie m  p a m ię ta ć , że w a rto ść  

o d c h y le n ia  s ta n d a rd o w e g o  je s t  m ia rą  w ia ry g o d n o ś c i u zys k a n y c h  ocen .

T a b lic a  3 .1

W y n ik i  id e n ty f ik a c ji  te m p e ra tu ry  w  p ły c ie

Tem peratura T „  f „ odchylenie standardowe Sf

W artość
dokładna

T 5

W y n ik W artość
dokładna

r ,(F o )

A lg o ry tm  klasyczny A lg o ry tm  rozszerzony

Fo x s= T b + 6 f , (F o ) S t f , (F o )
6=0

f , (F o ) S t f , (F o )
6=0

0.0
0.1
0.2
0.3
0 .4
0.5
0.6

1.0
0.871
0.806
0.761
0 .724
0 .692
0.663

0 .876
0 .814
0 .7 70
0 .724
0 .6 99
0.661

1.000
0.988
0.965
0 .935
0.902
0.867
0.832

43.1
7 .6
2.08
1.15
0.956
0.888
0.845

1090.
168.
27.

4.8
1.0
0.3
0 .14

1.000
0.988
0.965
0.935
0.902
0.867
0.832

0.863
0.945
0.948
0.928
0.896
0.865
0.832

0.459
0.125
0.058
0 .036
0.027
0.023
0.020

0.881
0.953
0.951
0.927
0.896
0.863
0 .830

Z  d a n ych  p rz e d s ta w io n y c h  w  ta b lic y  3 .1  w y n ik a , że  zas to sow an ie  a lg o ry tm u  k la syczn e g o  

da je  w y n ik i  o d le g łe  od  rz e c z y w is ty c h  i o  b a rd z o  d u że j n ie p e w n o śc i o sza co w a n ia  (b a rd z o  duże 

w a rto ś c i 5 ,) .  D o k ła d n o ś ć  o sza co w a n ia  p o p ra w ia  s ię  p rz y  ty m  d la  k o le jn y c h  k ro k ó w  czasu.

Z d e c y d o w a n ie  lepsze  re z u lta ty  o tr z y m u je  s ię  s to su ją c  a lg o ry tm  ro z s z e rz o n y . Jest to  

szcze g ó ln ie  w id o c z n e , je ś l i  w e ź m ie  s ię  po d  uw ag ę  w a rto ś c i o d c h y le n ia  s ta n d a rd o w e g o  5 ,. D la  

o s ta tn ich  k ro k ó w  czasu w a rto ś c i e s ty m a ty  f ,  są ju ż  p o d o b n e , n a to m ia s t o d c h y le n ie  

s ta n d a rd o w e  o c e n y  5 , je s t  w  p rz y p a d k u  a lg o ry tm u  ro zsze rzo n e g o  p ra w ie  o  rzą d  m n ie jsze .
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W id o czn e  są też  w y ra ź n ie  (s zcze g ó ln ie  d la  p ie rw s z y c h  k i lk u  k ro k ó w  czasu ) s ta b iliz u ją c e  

w łasno śc i a lg o ry tm u  ro zsze rzo n e g o , podczas g d y  re z u lta ty  uzyska ne  za  po m ocą  w e rs ji 

k la syczn e j są z u p e łn ie  n ie d o k ła d n e .

C ie k a w e  je s t  ró w n ie ż  p o ró w n a n ie  w y n ik ó w  o b lic z e ń  uzyska ne  p rz y  z a ło ż e n iu , że n ie  

w ys tę p u je  z a k łó c e n ie  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j, tz n . 5 = 0  (p o zo s ta łe  w ie lk o ś c i po zos ta ją  

bez z m ia n ). D la  a lg o ry tm u  k la syczn e g o  es tym a ta  f ,  je s t  ró w n a  w a rto ś c i d o k ła d n e j. W  

p rz y p a d k u  a lg o ry tm u  ro zsze rzo n e g o  u z y s k u je  s ię  n a to m ia s t t y lk o  p o p ra w ę  d o k ła d n o śc i 

e s tym a c ji te m p e ra tu ry  7'1. N a le ż y  tu  je d n a k  p a m ię ta ć , że w  o b y d w u  p rz y p a d k a c h  n ie  u lega ją  

zm ia n ie  m a c ie rze  k o w a r ia n c ji  G y, k tó ry c h  postać n ie  za le ży  o d  w e k to ra  w y n ik ó w  p o m ia ró w  

(p a trz  za le żn o śc i (3 .2 3 )  i (3 .3 8 ) ) .  T a k  w ię c  w  sensie  w ia ry g o d n o ś c i w y n ik i  uzyska ne  za 

p o m o cą  a lg o ry tm u  k la s y c z n e g o  są tu  ró w n ie ż  z d e cyd o w a n ie  go rsze . D la  a lg o ry tm u  

ro zsze rzon ego  u w id a c z n ia  s ię  tu  je g o  ch a ra k te ry s ty c z n a  cecha n u m e ryczn a : p o p ra w a  

s ta b iln o śc i i w ia ry g o d n o ś c i oce n  m oże  s p o w o d o w a ć  p e w n e  p rze su n ię c ie  ro z w ią z a n ia  w  

k ie ru n k u  o sza co w a n ych  oce n  p o c z ą tk o w y c h . Z  tego  też p o w o d u  ocena  p o c z ą tk o w a  G * , 

p o w in n a  b y ć  do s ta te czn ie  o s tro ż n a  ( tz n . n ie  p o w in n a  b y ć  z b y t o p ty m is ty c z n a ), g d y ż  m oże 

to  p ro w a d z ić  d o  n ie w ła ś c iw y c h  re z u lta tó w  o b lic z e ń .

3.2.2. Rozwiązywanie granicznych zagadnień odwrotnych

R o z w ią z a n ie  o d w ro tn e g o  z a g a d n ie n ia  g ra n iczn e g o  p o le g a  na id e n ty f ik a c ji  p o la  te m p e ra tu ry  

i n ie zn a n ych  w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  na k o n tu rz e  c ia ła . P ro b le m  ten  m a s ze ro k ie  znaczen ie  

p ra k ty c z n e . B a rd z o  czę s to  b o w ie m  za ch o d z i ko n ie czn o ść  w yzn a cze n ia  p o la  te m p e ra tu ry  

w  obszarze , w  s y tu a c ji g d y  w y s tę p u ją  tru d n o ś c i z o k re ś le n ie m  w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  (a 

także  w a ru n k u  p o c z ą tk o w e g o ). M o ż liw e  je s t n a to m ia s t p rze p ro w a d z e n ie  p o m ia ró w  

te m p e ra tu ry  w  p e w n y c h  p u n k ta c h  c ia ła . P rz y k ła d e m  m oże tu  b y ć  w yzn a cza n ie  p rze b ie g ó w  

te m p e ra tu ry  podczas  n a g rze w a n ia  w sadu  w  p ieca ch  h u tn ic z y c h , w y z n a cza n ie  te m p e ra tu ry  

w  śc iance  c y l in d ra  s i ln ik a  itp .  C e le m  za sa d n iczym  m o że  też  b yć  w yzn a cze n ie  w a ru n k ó w  

b rz e g o w y c h  w  c e lu  o k re ś le n ia  na p rz y k ła d  w s p ó łc z y n n ik a  w n ik a n ia  c ie p ła  czy  zm ia n

s tru m ie n ia  c ie p ła  na p o w ie rz c h n i c ia ła .

Z a s to so w a n ie  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  d o  ro z w ią z a n ia  o d w ro tn y c h  zadań g ra n ic z n y c h  

p rze b ie g a  p o d o b n ie  ja k  w  p rz y p a d k u  p ro b le m u  id e n ty f ik a c ji  p o la  te m p e ra tu ry  ( ro z d z ia ł

3 .2 .1 ) .  W  p ie rw s z e j k o le jn o ś c i n a le ży  u tw o rz y ć  ró w n a n ia  w a ru n k ó w , a  nas tępn ie  zastosow ać

p ro c e d u rę  u z g a d n ia n ia .

Z  u w a g i na d u żą  ró ż n o ro d n o ś ć  p ro b le m a ty k i n ie  je s t  m o ż liw e  s tw o rz e n ie  je d n o lite g o , 

u n iw e rs a ln e g o  s fo rm u ło w a n ia  m a te m a tyczn e g o  d la  o d w ro tn y c h  zadań g ra n ic z n y c h . Z naczna  

część za g adn ie ń  m u s i b y ć  tu  ro z p a try w a n a  in d y w id u a ln ie .
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Jako  p rz y k ła d  ro z w ią z a n ia  za d a n ia  g ra n ic z n e g o  p rz e a n a liz o w a n o  p ro b le m  id e n ty f ik a c ji  

n ie u s ta lo n e g o  p o la  te m p e ra tu ry  o ra z  n ie u s ta lo n e g o  s tru m ie n ia  c ie p ła  na b rz e g u  c ia ła . Z a k ła d a  

s ię  p rz y  ty m , że  znane  są p rz e b ie g i te m p e ra tu ry  w  w y b ra n y c h  p u n k ta c h  c ia ła  u s y tu o w a n y c h  

w  je g o  w n ę trz u  lu b  na  b rz e g u . W a ru n e k  p o c z ą tk o w y  m oże  ( le c z  n ie  m u s i)  p o zo s ta ć  n ie zn a n y . 

D la  ta k  p o s ta w io n e g o  p ro b le m u  rz e c z y w is te  w a ru n k i b rz e g o w e  są sp ro w a d zo n e  d o  w a ru n k u  

b rz e g o w e g o  d ru g ie g o  ro d z a ju . P o le  te m p e ra tu ry  w  c ie le  je s t  w ię c  w ym u sza n e  p rze z  n iezn any  

s tru m ie ń  c ie p ła  q ( r j )  na b rz e g u  c ia ła . S tru m ie ń  q ( r j )  je s t  fu n k c ją  czasu o ra z  w s p ó łrz ę d n y c h  

g e o m e try c z n y c h . P rz y  ta k ic h  z a ło że n ia ch  d y s k re tn y  m o d e l m a te m a tyczn y  p o la  te m p e ra tu ry  

w  w ę z ła c h  p o d z ia łu  ró ż n ic o w e g o  c ia ła  (p rz y  za s to so w a n iu  na p rz y k ła d  m e to d y  b ila n s ó w  

e le m e n ta rn y c h ) m o żn a  zap isa ć  w  po s ta c i na stępu jącego  ró w n a n ia  m a c ie rz o w e g o :

T w  = P T ,  ♦  R t fe . ,  ♦  c ,  (3 -5 5 )

g d z ie  P  i R  są m a c ie rz a m i z n a n ych  w s p ó łc z y n n ik ó w , a w e k to r  c  z a w ie ra  te w ie lk o ś c i,  k tó re  

n ie  p o d le g a ją  id e n ty f ik a c j i .  Z a k ła d a m y , że w  obszarze  ro z w ią z a n ia  w y ró ż n io n o  N  w ę z łó w  

ró ż n ic o w y c h  o ra z  N q o d c in k ó w  b rz e g u  z  n ie zn a n ym  w a ru n k ie m  b rz e g o w y m  q ( j ) .  O d n ośn ie  

d o  p u n k tó w  p o m ia ru  te m p e ra tu ry  z a k ła d a m y  je d y n ie ,  że p o k ry w a ją  s ię  one  z w ę z ła m i 

p o d z ia łu  ró ż n ic o w e g o  c ia ła . W  ka żd e j c h w i l i  czasu k  d o k o n u je  s ię p o m ia ru  te m p e ra tu ry  w  

s  p u n k ta c h . P o m ię d z y  o d p o w ie d z ią  te m p e ra tu ro w a  x , ( r )  a te m p e ra tu rą  w  w ę z ła ch  p o d z ia łu  

ró ż n ic o w e g o  o b o w ią z u je  w ię c  za leżn ość  (3 .45) .

M n o ż ą c  ró w n a n ie  (3 .5 5 )  p rz e z  m a c ie rz  w s k a ź n ik o w a  H  u z y s k u je  s ię  ró w n a n ie  o k re ś la ją ce  

w e k to r  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j w e  w s z y s tk ic h  p u n k ta c h  p o m ia ro w y c h :

= H T H  = H P T t  +  H R ą , . ,  ♦  H c t  (3  5 6 )

R ó w n a n ia  (3 .5 6 )  zap isane d la  k o le jn y c h  c h w il czasu k = 0 , l , . . . , / >  z a w ie ra ją  n ie w ia d o m e  

te m p e ra tu ry  w ę z ło w e  T * , o ra z  s tru m ie n ie  c ie p ła  na b rze g u  c ia ła  q*. K ażde  z  ró w n a ń  (3 .5 6 )  

z a w ie ra  w ię c  N + N q n ie w ia d o m y c h  w ie lk o ś c i.  C e lo w e  je s t  za tem  w y e lim in o w a n ie  czę śc i z 

n ic h : na p rz y k ła d  w s z y s tk ic h  te m p e ra tu r w ę z ło w y c h  z  w y ją tk ie m  p o c z ą tk o w e g o  ro z k ła d u  

te m p e ra tu ry  T 0. P o d s ta w ia ją c  y °  =  T 0 o tr z y m u je  s ię :

x , = H P y °  + H R q ,  + H c „  

v  = H P P y 0 + H q 2 + H R q .  + H c .  + H P c „

= (3 .5 7 )

x „  = HP^y0 ♦ H £  (R ('>q^., + P<'>c,.M )
■•i

g d z ie  P °  i R <0 ozn a cza  i- tą  p o tęgę  m a c ie rz y  P  i R ,  a p  oznacza  lic z b ę  k ro k ó w  czasu.
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R ó w n a n ie  m a c ie rz o w e  (3 .5 7 )  je s t  p u n k te m  w y jś c ia  d o  u tw o rz e n ia  ró w n a n ia  w a ru n k ó w  

w  po s tac i (3 .1 2 ) .  W e k to r  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h  x  o  d łu g o ś c i p  -s  o ra z  w e k to r  w ie lk o ś c i 

n ie w ia d o m y c h  y  o  d łu g o ś c i (N + p N q)  dane są z a le żn o śc ia m i:

x  = [ x ,  x ] r
(3 .5 8 )

y = [y°>q, ,q2.....q„]

M a c ie rz  A  je s t  m a c ie rzą  je d n o s tk o w a  o  ro z m ia ra c h  {p  - s ) ( p  -s ) , a B  m a c ie rzą  b lo k o w ą  

o ro z m ia ra c h  { p  - s ^ N + p N J .  Postać m a c ie rz y  B  je s t  za zw ycza j b a rd zo  z ło żo n a  (szcze g ó ln ie  

d la  za g adn ie ń  w ie lo w y m ia ro w y c h )  ch o ć  w  s tru k tu rz e  m a c ie rz y  w y s tę p u ją  pew ne 

p ra w id ło w o ś c i.

O p ie ra ją c  s ię  na ró w n a n iu  (3 .5 7 )  o ra z  w y k o rz y s tu ją c  ro z s z e rz o n y  a lg o ry tm  ra ch u n ku  

w y ró w n a w c z e g o  p rz e p ro w a d z o n o  szereg  o b lic z e ń  te s tu ją cych  za p ro p o n o w a n a  m e todę . 

Z re z y g n o w a n o  ze s to so w a n ia  w e rs j i  k la s y c z n e j a lg o ry tm u , g d y ż  ( ja k  w y k a z a ły  o b lic z e n ia ) 

u z ysku je  s ię  za z w y c z a j go rsze  w y n ik i  a n iż e li d la  a lg o ry tm u  ro zsze rzo n e g o .

W  da lsze j k o le jn o ś c i zos taną p rz e d s ta w io n e  re z u lta ty  ro z w ią z a n ia  d w ó c h  o d w ro tn y c h  

zagadn ień  g ra n ic z n y c h . P ie rw sze  z a n a liz o w a n y c h  zag adn ie ń  zo s ta ło  za p ro p o n o w a n e  przez  

B ecka w  p ra c y  [3 ]  ja k o  s w o is ty  tes t e fe k ty w n o ś c i m e tod  ro z w ią z y w a n ia  g ra n ic z n y c h  zadań 

o d w ro tn y c h . P ro b le m  p o le g a  na id e n ty f ik a c ji  n ie u s ta lo n e g o  s tru m ie n ia  c ie p ła  na je d n y m  

z  b rz e g ó w  p ły ty  je d n o w y m ia ro w e j (ry s u n e k  3 .2 ) .  W  rz e c z y w is to ś c i, tzn . w  za g adn ie n iu  

p ro s ty m , je d e n  z  b rz e g ó w  je s t  z a iz o lo w a n y , a na d ru g im  b rze g u  s tru m ie ń  c ie p ła  zm ie n ia  się

w  czas ie  z g o d n ie  z  za le żn o śc ią :

<7,(Fo)
F o  , d la  0 . < F o < 0 . 6  (3 -5 9 )

1 .2  - F o  , d la  0 .6  < F o  <  1 .2

Z a d a n ie  o d w ro tn e  p o le g a  na  w y z n a c z e n iu  p rze b ie g u  s tru m ie n ia  c ie p ła  q , ( F o )  na p o d s ta w ie  

p o m ia ru  te m p e ra tu ry  na  z a iz o lo w a n y m  b rz e g u  p ły ty  (w ę ze ł n r  1). P o c z ą tk o w y  ro z k ła d  

te m p e ra tu ry  w  p ły c ie  je s t  zn a n y  i w y n o s i T o= 0 .  K ro k  c a łk o w a n ia  p o d łu g  czasu A F o = 0 .1 .

T a k  p o s ta w io n y  p ro b le m  s ta w ia  b a rd zo  duże w y m a g a n ia  p rzed  m e todą  zastosow aną do  

je g o  ro z w ią z a n ia . P rz y c z y n ia  s ię  d o  te g o  n ie l in io w y  p rz e b ie g  s tru m ie n ia  c ie p ła  o ra z  duże 

o p ó ź n ie n ie  syg n a łu  te m p e ra tu ro w e g o  w  p u n k c ie  p o m ia ro w y m . O d p o w ie d ź  te m p e ra tu ro w a  je s t 

s y m u lo w a n a  na p o d s ta w ie  ro z w ią z a n ia  za g a d n ie n ia  p ro s te g o  d la  p ro b le m u  s fo rm u ło w a n e g o

d y s k re tn ie .
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R ys . 3 .2 .  G e o m e tr ia  z a d a n ia  g r a n ic z n e g o  

F ig . 3 .2 .  G e o m e try  o f t h e  b o u n d a r y  p r o b le m

P odczas te s to w a n ia  m e to d  s tochas­

ty c z n y c h  o d rę b n y  p ro b le m  s ta n o w i 

se n so w n y  d o b ó r  z a k łó c e n ia  5  i b łę ­

d ó w  w y n ik ó w  p o m ia ró w  Vu. W ie l­

k o ś c i te  m a ja  w  zasadz ie  p o d o b n e  

zn a czen ie , le c z  m u sza  b y ć  w y k o ­

rzys ta n e  ró w n o c z e ś n ie  d o  s y m u la c ji 

za b u rze n ia  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ­

ro w e j.  (W  m e to d a ch  d e te rm in is ty c z ­

n ych  s y m u la c ję  z a b u rz e n ia  o d p o w ie ­

d z i te m p e ra tu ro w e j w y s ta rc z y  o p rze ć  

w y łą c z n ie  na z a k łó c e n iu  5 ). W  te j 

s y tu a c ji z a k łó c e n ie  5 m o żn a  t ra k to ­

w a ć  ja k o  ró ż n ic ę  p o m ię d z y  w a rto ś c ią

d o k ła d n a  a m ie rz o n ą , n a to m ia s t b łą d  p o m ia ru  V „  ja k o  m o ż liw y  zakres  ro z rz u tu  w y n ik u  

p o m ia ru . T a k  w ię c  z a k łó c e n ie  5 n ie  p o w in n o  b y ć  w ię k s z e  a n iż e li b ła d  p o m ia ru  V „, p o m ija m y  

b o w ie m  z g o d n ie  z  p r z y ję ty m i z a ło ż e n ia m i s ta ty s ty c z n y m i m o ż liw o ś ć  w y s tą p ie n ia  b łę d ó w  

s y s te m a tyczn ych . W  d a ls z y m  c ią g u  p rz y ję to  zasadę, że c a łk o w ite  za b u rze n ie  o d p o w ie d z i 

te m p e ra tu ro w e j p o c h o d z i w  p o ło w ie  o d  z a k łó c e n ia  5 o ra z  w  p o ło w ie  o d  b łę d u  Vu. O m a w ia n y  

p ro b le m  n ie  w y s tę p u je  o c z y w iś c ie  w  za g a d n ie n ia ch  p ra k ty c z n y c h , g d z ie  szacu je  s ię  ty lk o  b łąd  

ś re d n i.

N a  ry s u n k u  3 .3  o ra z  w  ta b lic y  3 .2  p rz e d s ta w io n o  w y n ik i  e s ty m a c ji s tru m ie n ia  c ie p ła  d la  

trze ch  w a rto ś c i z a k łó c e n ia  5. L in ia  c ią g ła  na ry s u n k u  oznacza  d o k ła d n y  p rz e b ie g  s tru m ie n ia  

c ie p ła  q s( j ) .  W  ta b lic y  3 .2  p rz e d s ta w io n o  także  o b lic z o n e  w a rto ś c i o d c h y le n ia  s ta n d a rd o w e g o  

Sq e s ty m a ty  q .  P o czą tko w e  o sza co w a n ie  s tru m ie n ia  q  p rz y ję to  s ta łe  d la  ca łe g o  p rz e d z ia łu  

czasu ( t f = 0 . 3 ) ,  p o d o b n ie  ja k  w  p rz y p a d k u  e le m e n tó w  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji  G 0 (G o li= 0 . 3 ) .  

P rz y ję te  o sza co w a n ie  o b e jm u je  w ię c  c a ły  p rz e d z ia ł z m ie n n o ś c i s tru m ie n ia  c ie p ła .

U zyska n e  w y n ik i  e s ty m a c ji m o żn a  uzn ać  za za d o w a la ją ce , s z cze g ó ln ie  d la  z a k łó ce n ia  

5 =  0 .0 0 5  i 0 .0 1 . C h a ra k te ry s ty c z n e  je s t  p o g a rsza n ie  s ię  ja k o ś c i e s ty m a c ji d la  o s ta tn ich  

k ro k ó w  czasu . Jest to  sp o w o d o w a n e  ty m , że w a rto ś c i p o s z u k iw a n e g o  s tru m ie n ia  d la  

k o le jn y c h  k ro k ó w  czasu są w yzn a cza n e  na p o d s ta w ie  c o ra z  m n ie j p e w n e g o  o sza co w a n ia  p o la  

te m p e ra tu ry . T a k i w ła ś n ie  p rz e b ie g  e s ty m a c ji w y s tę p u je  w szę d z ie  ta m , g d z ie  e s tym o w a n e  

w ie lk o ś c i d o tyczą ce  k o le jn y c h  k ro k ó w  czasu są od  s ie b ie  n ieza leżne .
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R ys . 3 .3 .  E s ty m a c ja  s t r u m ie n ia  c ie p ła  n a  p o w ie r z c h n i  p ły t y

F ig . 3 .3 .  E s t im a t io n  o f t h e  h e a t  f l u x  o n  th e  s u r fa c e  o f  th e  p ia n e  w a l l

T a b lic a  3 .2

W y n ik i  e s ty m a c ji s tru m ie n ia  c ie p ła  na p o w ie rz c h n i p ły ty  

( je d e n  p u n k t p o m ia ro w y : n r 1)

Fo
W artość

S trum ień ciep ła  q , q , 

5 =  0.005

odchylenie standardo\ 

6 =  0.01

we

6 = 0.05

dokładna
<?(Fo) <?(Fo) <?( Fo) <?(Fo)

0.1
0.2
0.3
0 .4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2

.1

.2

.3
.4
.5
.6
.5
.4
.3
.2
.1
.0

.100

.201
.298
.405
.485
.630
M l

.435
.270
.241
.076
.004

.0002

.0011

.0032
.0070
.0129
.0209
.0311
.0421
.0528
.0623
.0701
.0758

.100

.201
.296
.409
.470
.658
.442
.462
.261
.263
.081
.002

.0005
.0023
.0065
.0141
.0257
.0416
.0608
.0811
.0996
.1148
.1262
.1342

.101
.206
.281
.442
.373
.696
.518
.497
.349
.332
.218
.089

.0025

.0113

.0321
.0684
.1173
.1673
.2062
.2308
.2455
.2544
.2601
.2634
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D u ż a  za le ta  zas to sow ane j m e to d y  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  je s t  m o ż liw o ś ć  oce ny  

w ia ry g o d n o ś c i u zyska n e g o  ro z w ią z a n ia  na p o d s ta w ie  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji  G^,. D la  danego 

o sza co w a n ia  p o c z ą tk o w e g o  y 0 o ra z  d o k ła d n o ś ć  e s ty m a c ji za le ży  p rzede  w s z y s tk im  od 

d o k ła d n o ś c i w y n ik ó w  p o m ia ró w  Vu. W  a n a liz o w a n y m  p rz y p a d k u  p e w n o ść  e s ty m a c ji je s t 

s to s u n k o w o  du ża  (s z c z e g ó ln ie  d la  p ie rw s z y c h  k ro k ó w  czasu ). O d c h y le n ie  s ta n d a rd o w e  

e s ty m a ty  q  z w ię k s z a  s ię  d la  k o le jn y c h  k ro k ó w  czasu , le cz  z m ia n y  sa c o ra z  to  m n ie jsze . D uża 

w z g lę d n a  n ie p e w n o ść  o sza co w a n ia  d la  k o ń c o w y c h  k ro k ó w  czasu w y n ik a  g łó w n ie  z 

n ie k o rz y s tn e g o  s to su n ku  b e z w z g lę d n y c h  w a rto ś c i s tru m ie n ia  c ie p ła  q  o ra z  o d c h y le n ia  

s ta n d a rd o w e g o  Są.

Jakość e s ty m a c ji m o żn a  n ie co  p o p ra w ić  s tosu jąc  p ro ce d u rę  ite ra c y jn ą . W  k o le jn y c h  

ite ra c ja ch  ja k o  p o c z ą tk o w e  w ie lk o ś c i y 0 o ra z  n a le ży  p o d s ta w ia ć  w a rto ś c i w yzn a czo n e  w  

p o p rz e d n ie j i te ra c ji.  Jak  w y k a z a ły  je d n a k  te s ty  n u m e ry c z n e , u z y s k iw a n e  w  ten  sposób 

zw ię k s z e n ie  d o k ła d n o ś c i n ie  p rz e k ra c z a ło  k ilk u n a s tu  p ro ce n t.

N a  d o k ła d n o ś ć  e s ty m a c ji w p ły w  m a ją  ró ż n e  c z y n n ik i.  D la  a n a liz o w a n e g o  p rz y k ła d u  

o p ró c z  d o k ła d n o ś c i p o m ia ró w  i p o c z ą tk o w e g o  osza co w a n ia  zna czn y  w p ły w  na ja k o ś ć  

e s ty m a c ji w y w ie ra  p o ło ż e n ie  i lic z b a  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h . T a k ż e  w ie lk o ś ć  k ro k u  

p ró b k o w a n ia  A F o  m a w p ły w  na p rz e b ie g  e s ty m a c ji,  p rz y  c z y m  p o p ra w ę  w y n ik ó w  

u z y s k iw a n o  d la  k ro k ó w  czasu w ię k s z y c h  od  a n a liz o w a n e j w a rto ś c i A F o = 0 . 1.

N a  ry s u n k u  3 .4  o ra z  w  ta b lic y  3 .3  p rz e d s ta w io n o  w y n ik i  e s ty m a c ji s tru m ie n ia  c ie p ła  

uzyska ne  d la  k ro k u  A F o  =  0 .2 .  W id o c z n e  je s t  p e w n e  zw ię k s z e n ie  d o k ła d n o ś c i e s ty m a c ji 

w  s tosu nku  d o  k ro k u  p ró b k o w a n ia  A F o = 0 . 1. P o p ra w a  d o k ła d n o ś c i e s ty m a c ji w y n ik a  tu  z 

d w ó c h  p rze s ła n e k . D la  w ię k s z y c h  w a rto ś c i k ro k u  A F o  z m ia n y  m ie rz o n e j te m p e ra tu ry  sa 

w ię k s z e , co  z m n ie js z a  z łe  u w a ru n k o w a n ie  o p e ra c ji ró ż n ic z k o w a n ia  te m p e ra tu ry  w zg lę d e m  

czasu. P o n a d to , d o  a n a liz y  teg o  sam ego p rz e d z ia łu  czasu w ym a g a n a  je s t  m n ie jsza  lic z b a  

k ro k ó w  p ró b k o w a n ia , c o  ró w n ie ż  p rz y c z y n ia  s ię  d o  o s ią g n ię c ia  w ię k s z e j k o ń c o w e j ja k o ś c i 

e s ty m a c ji. N a le ż y  tu  je d n a k  p o d k re ś lić , że p rz y ję c ie  n a d m ie rn ie  d u ż y c h  w a rto ś c i k ro k u  A F o  

m oże s p o w o d o w a ć  u tra tę  in fo rm a c ji o  rz e c z y w is ty c h  zm ia n a ch  m ie rz o n e j te m p e ra tu ry  i 

p rz y c z y n ić  s ię  d o  z a fa łs z o w a n ia  p rz e b ie g u  e s ty m o w a n y c h  w ie lk o ś c i.  P odobną  p ra w id ło w o ś ć  

o b s e rw u je  s ię  ta kże  w  p rz y p a d k u  in n y c h  m e tod  ja k  na p rz y k ła d  m e to d y  d ys k re tn e j 

tra n s fo rm a c ji s p e k tra ln e j o p isa n e j w  ro z d z ia le  5 .
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R ys . 3 .4 .  E s ty m a c ja  s t r u m ie n ia  c ie p ła  n a  p o w ie r z c h n i  p ły t y

F ig .  3 .4 .  E s t im a t io n  o f  th e  h e a t  f l u x  o n  th e  s u r fa c e  o f  th e  p la n e  w a l l

T a b lic a  3 .3

W y n ik i  e s ty m a c ji s tru m ie n ia  c ie p ła  na p o w ie rz c h n i p ły ty  

(1 p u n k t p o m ia ro w y : n r  1; A F o  =  0 .2  )

Strum ień ciepła a. <3, odchylenie standar lo w e  S.

Fo
W artość
dokładna

<?(Fo)

5 =  0.005 6 =  0.01 6 =  0.05

<?(Fo) <J(Fo) <?(Fo)

0.2
0 .4
0.6
0.8
1.0
1.2

.2
.4
.6
.4
.2
.0

.200

.401

.597

.406
.184
.025

.0005
.0019
.0051
.0094
.0135
.0167

.200
.402
.594
.412
.168
.050

.0010
.0039
.0102
.0187
.0269
.0331

.202
.412
.574
.441
.221
.083

.0049

.0198

.0491
.0854
.1153
.1409
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Fo
R ys . 3 .5 .  E s ty m a c ja  s t r u m ie n ia  c ie p ła  n a  p o w ie r z c h n i  p ły t y

F ig . 3 .5 .  E s t im a t io n  o f  th e  h e a t  f l u x  o n  th e  s u r fa c e  o f  th e  p la n e  w a l l

T a b lic a  3 .4
W y n ik i  e s ty m a c ji s tru m ie n ia  c ie p ła  na p o w ie rz c h n i p ły ty  

( je d e n  p u n k t p o m ia ro w y : n r  3 )

S trum ień  ciep ła  q , q , odchylen ie  standardowe Sć

Fo
W artość
dokładna

<7(F o )

6 = 0.005 5 = 0.01 6  = 0.05

q (  Fo) « F o ) <?(Fo)

0.1 .1 .001 .0002 .100 .0004 .102 .0018
0.2 .2 .200 .0007 .200 .0014 .201 .0071
0.3 .3 .300 .0018 .300 .0036 .299 .0178
0 .4 .4 .401 .0035 .402 .0070 .412 .0343
0.5 .5 .502 .0058 .504 .0116 .517 .0572
0.6 .6 .600 .0088 .599 .0176 .593 .0843
0.7 .5 .500 .0121 .499 .0241 .501 .1115
0.8 .4 .395 .0153 .391 .0302 .368 .1332
0 .9 .3 .314 .0179 .327 .0353 .358 .1493
1.0 .2 .195 .0200 .193 .0392 .261 .1607
1.1 .1 .104 .0214 .107 .0431 .149 .1684
1.2 .0 .004 .0223 .009 .0440 .058 .1718
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Fo

R ys. 3 .6 . E s ty m a c ja  te m p e ra tu r y  n a  p o w ie r z c h n i  p ły t y  

F ig . 3 .6 .  E s t im a t io n  o f t h e  te m p e ra tu re  o n  th e  s u r fa c e  o f  th e  p ia n e  

w a l i

T a b lic a  3 .5

W y n ik i  e s ty m a c ji te m p e ra tu ry  na p o w ie rz c h n i p ły ty  
(je d e n  p u n k t p o m ia ro w y : n r 1)

Tem peratura T, f ,  odchylenie standardowe Sf

Fo
W artość 5 =  0.005 5 =  0.01 6 =  0.05

dokładna 

U  Fo) f 5(F o ) ! St f 5(F o ) j Sf f 5(F o ) : Sf

0.1 .029 .029 i .0001 .029 1 .0001 .029 1 .0007

0.2 .076 .076 i .0003 .077 ! .0006 .078 i .0032

0.3 .136 .136 ; .0008 .135 I .0017 .132 1 .0084

0 .4 .207 .208 ! .0018 .209 i .0035 .218 1 .0172

0.5 .289 .285 i .0031 .282 i .0062 .257 ! .0286

0.6 .382 .388 i .0049 .395 1 .0098 .411 1 .0405

0.7 .425 .419 i .0071 .414 ! .0141 .435 1 .0503

0.8 .445 .452 i .0094 .457 i .0183 .477 | .0572

0 .9 .448 .443 1 .0117 .441 i .0222 .465 1 .0619

1.0 .438 .447 j .0136 .454 ! .0253 .485 j .0652

1.1 .417 .414 i .0151 .416 | .0277 .463 i .0674

1.2 .385 .385 1 .0162 .383 ! .0293 .418 1 .0687
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Jak ju ż  w s p o m n ia n o , zn a c z n y  w p ły w  na p rz e b ie g  e s ty m a c ji m a  u s y tu o w a n ie  i  p o ło że n ie  

p u n k tó w  p o m ia ro w y c h . O p ty m a ln e  u s y tu o w a n ie  p o w in n o  w  zasadzie  w y n ik a ć  z  ro zw a ża ń  

te o re ty c z n y c h  p rz e p ro w a d z o n y c h  na p o d s ta w ie  a n a liz y  w s p ó łc z y n n ik ó w  w ra ż liw o ś c i [ 3] .  

Z  d ru g ie j je d n a k  s tro n y  z a z w y c z a j m o ż liw o ś c i p ra k ty c z n e  w  z n a c z n y m  s to p n iu  o g ra n ic z a ją  

s w o b o d n a  lo k a liz a c je  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h . W  a n a liz o w a n y m  z a g a d n ie n iu  je s t  sp raw ą 

o c z y w is tą , że d o k ła d n o ś ć  e s ty m a c ji b ę d z ie  ty m  lepsza , im  p u n k t p o m ia ro w y  z n a jd z ie  się 

b l iż e j b rz e g u  z  p o s z u k iw a n y m  s tru m ie n ie m  c ie p ła . W  ta k im  b o w ie m  p rz y p a d k u  tłu m ie n ie  

syg n a łu  te m p e ra tu ro w e g o  b ę d z ie  c o ra z  to  m n ie js ze . S y tu a c ję  taka  p o tw ie rd z a ją  w y n ik i  

o b lic z e ń  p rz e d s ta w io n e  na ry s u n k u  3 .5  o ra z  w  ta b lic y  3 .4 ,  a d o tyczą ce  id e n ty f ik a c ji  

s tru m ie n ia  c ie p ła  u zyska n e  na p o d s ta w ie  w y n ik ó w  p o m ia ró w  te m p e ra tu ry  w  w ę ź le  n r 3 
(p o ło ż o n y m  w  p o ło w ie  g ru b o ś c i p ły ty ) .

P rze d s ta w io n e  re z u lta ty  d o ty c z y ły  e s ty m a c ji s tru m ie n ia  c ie p ła  na p o w ie rz c h n i p ły ty .  

P rz e p ro w a d zo n a  id e n ty f ik a c ja  d o ty c z y  ró w n ie ż  p o la  te m p e ra tu ry  w  w ę z ła ch  p o d z ia łu  

ró ż n ic o w e g o . N a  ry s u n k u  3 .6  o ra z  w  ta b lic y  3 .5  p rz e d s ta w io n o  w y n ik i  id e n ty f ik a c ji  

te m p e ra tu ry  na p o w ie rz c h n i p ły ty  o p a rte  na p o m ia rz e  te m p e ra tu ry  p rz e p ro w a d z o n y m  w  w ę ź le  

n r  1 (d la  k ro k u  p ró b k o w a n ia  A F o  =  0 .1 ) .  U z yska n e  re z u lta ty  d o w o d z ą , że d o k ła d n o ść  

e s ty m a c ji te m p e ra tu ry  je s t  z d e c y d o w a n ie  w ię k s z a  a n iż e li d o k ła d n o ś ć  e s ty m a c ji s tru m ie n ia  

c ie p ła  ( ry s u n e k  3 .3  i ta b lic a  3 .2 ) .  F a k t ten  m a s w o je  uza sadn ie n ie  m a te m a tyczn e . S tru m ie ń  

c ie p ła  w  d a n y m  p u n k c ie  c ia ła  je s t  p ro p o rc jo n a ln y  d o  g ra d ie n tu  te m p e ra tu ry  w  ty m  p u n k c ie . 

O p e ra c ja  ró ż n ic z k o w a n ia  ja k o  s ła b o  u w a ru n k o w a n a , a p rz e p ro w a d z o n a  na n ie d o k ła d n y c h  

w a rto ś c ia c h , z w ię k s z a  n ie d o k ła d n o ś ć  w y n ik u ,  ja k im  je s t  o b lic z o n y  s tru m ie ń  c ie p ła .

K o le jn y  p rz y k ła d  d o ty c z y  id e n ty f ik a c ji  p o la  te m p e ra tu ry  i s tru m ie n ia  c ie p ła  na p o w ie rz c h n i 

p ły ty  je d n o w y m ia ro w e j z w a ru n k ie m  b rz e g o w y m  trz e c ie g o  ro d z a ju  (d ru g i b rze g  p ły ty  

z a iz o lo w a n y ) . P o d z ia ł ró ż n ic o w y  o b sza ru  p rz e d s ta w io n o  na  ry s u n k u  3 .7 . T y m  razem  

p rze a n a liz o w a n o  d o k ła d n ie j w p ły w  p o c z ą tk o w e g o  o sza co w a n ia  id e n ty f ik o w a n y c h  w ie lk o ś c i 

na d o k ła d n o ś ć  e s ty m a c ji.

O d p o w ie d ź  te m p e ra tu ro w a  je s t  z a k łó c a n a  b łę d e m  o  w a rto ś c i m a k s y m a ln e j 5 =  0 .0 0 5 ,0 .0 1  

i 0 .0 5 . K ro k  p ró b k o w a n ia  w y n o s i A F o  = 0 . 1 .  P o c z ą tk o w y  ro z k ła d  te m p e ra tu ry  w  p ły c ie  je s t 

w y ró w n a n y  i w y n o s i T 0 =  0 . W a ru n e k  b rz e g o w y  trz e c ie g o  ro d z a ju  je s t  s c h a ra k te ry z o w a n y  

lic z b ą  B io ta  B i =  1 o ra z  te m p e ra tu ra  p ły n u  Tpl =  1. P rz y  ta k ic h  za ło że n ia ch  s tru m ie ń  c ie p ła  

na b rze g u  p ły t y  z m ie n ia  s ię  o d  w a r to ś c i 1 d o  0  (d la  F o  =» » ) .

O sza co w a n a  w a rto ś ć  p o c z ą tk o w a  n iezn a n e g o  s tru m ie n ia  c ie p ła  je s t  s ta ła  i w y n o s i 

q 0= y 0= 0 .5 .  S z c z e g ó ło w e j a n a liz ie  p o d d a n o  n a to m ia s t w p ły w  o sza co w a n ia  m a c ie rzy  

k o w a r ia n c ji  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  G ^ .  O b lic z e n ia  p rz e p ro w a d z o n o  d la  na s tępu ją cych  

w a rto ś c i e le m e n tó w  Gyo = (S ,o )2: S ^ o o  (b ra k  ja k ie jk o lw ie k  in fo rm a c ji o  p rz e d z ia le

z m ie n n o ś c i s tru m ie n ia  c ie p ła ) , S #  =  0 .5 ,  =  0 .2 5 , Sq0 =  0 .0 5  (z d e c y d o w a n ie  p rzesza­

co w a n a  ocena  m o ż liw e g o  p rz e d z ia łu  z m ie n n o ś c i s tru m ie n ia  c ie p ła ).
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N a ry s u n k a c h  3 .8  i 3 .9  o ra z  w  ta b lica ch  

3 .6  i 3 .7  p rz e d s ta w io n o  w y n ik i  e s ty m a c ji 

s tru m ie n ia  c ie p ła  & ( F o )  d la  w a rto ś c i 

za k łó ce n ia  5 =  0 .0 1  i 0 .0 5 . O d p o w ie d ź  

te m p e ra tu ro w a  d o ty c z y  je d n e g o  p u n k tu  

p o ło żo n e g o  na p rz e c iw le g ły m  b rze g u  p ły ty  

(w ęze ł n r  1) .  N a  ry s u n k a c h  l in ią  c ią g ła  

p rze d s ta w io n o  ro z w ią z a n ie  d o k ła d n e . N a  

rysu n ku  3 .1 0  i w  ta b lic y  3 .8  p rz e d s ta w io n o  

w y n ik i e s ty m a c ji d la  z a k łó c e n ia  5 = 0 .0 5  i R ys . 3 .7 . G e o m e tr ia  z a d a n ia  g ra n ic z n e g o

w  s y tu a c ji g d y  p o m ia ry  te m p e ra tu ry  F ig .  3 .7 .  G e o m e try  o f  th e  b o u n d a r y  p r o b le m

d o tyczą  w ę z ła  n r  3 (a  w ię c  b l iż e j b rze g u  z 

n iezn anym  w a ru n k ie m  b rz e g o w y m ).

O b lic z e n ia  p o tw ie rd z a ją  w p ły w  w s tę p n e g o  osza co w a n ia  w ie lk o ś c i n ie w ia d o m y c h  (a  

szcze g ó ln ie  e le m e n tó w  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji  G ^ )  na d o k ła d n o ść  e s ty m a c ji.  Z b y t  duże 

w a rto ś c i Syo p o w o d u ją , że e s ty m a ty  у  są b a rd zo  n ie p e w n e , b o w ie m  c h a ra k te ry z u ją  s ię d u ż y m i 

w a rto ś c ia m i o d c h y le n ia  s ta n d a rd o w e g o  Sf  ( ta b lic e  3 .6 ,  3 .7  i 3 .8 ) .  D la  w a rto ś c i £ ,0 - 0 .5 ,  

a w ię c  ta k ie j,  k tó ra  o b e jm u je  c a ły  f iz y k a ln ie  m o ż liw y  (d la  l ic z b y  B io ta  B i =  1) zakres 

z m ie n n o śc i id e n ty f ik o w a n e g o  s tru m ie n ia  c ie p ła , u zyska n o  za d o w a la ją cą  d o k ła d n o ś ć  e s tym a c ji 

(zw łaszcza  w  p ie rw s z y c h  p ię c iu  k ro k a c h  czasu ). D o k ła d n o ś ć  e s ty m a c ji zw ię ksza  się 

o c z y w iś c ie  w ra z  ze z m n ie js z a n ie m  w a rto ś c i osza co w a n ia  S ^ .  N ieu za sa d n io n e  p rz y ję c ie  z b y t 

m a łych  w a rto ś c i (a  w ię c  p rze sza co w a n ie  o ce n y  p o c z ą tk o w e j)  m oże  je d n a k  p ro w a d z ić  d o  

n ie w ła ś c iw y c h  re z u lta tó w . W  e fe k c ie  u z y s k u je  s ię  ro z w ią z a n ie  o  d u że j w ia ry g o d n o ś c i (m a łe  

w a rto ś c i Ss,), le cz  zb ie żn e  d o  n ie w ła ś c iw e g o  ro z w ią z a n ia . S y tu a c ję  taką  p rz e d s ta w io n o  na 

p re ze n to w a n ych  w y k re s a c h  d la  ^ = 0 . 0 5  (d la  o s ta tn ich  k ro k ó w  czasu ro z w ią z a n ie  o d c h y la  

s ię w y ra ź n ie  od  w a rto ś c i d o k ła d n y c h ).

W a rto ś ć  z a k łó c e n ia  5  w p ły w a  na w y n ik i  o b lic z e ń  e s tym a ty  y ,  ch o ć  n ie  m a  o c z y w iś c ie  

w p ły w u  na z m ia n ę  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji G r  T a k  w ię c  ró ż n ic a  p o m ię d z y  es tym a tą  у  a 

ro z w ią z a n ie m  d o k ła d n y m  (s y m u lo w a n y m ) ty lk o  c z ę ś c io w o  o k re ś la  d o k ła d n o ść  e s ty m a c ji. 

M ia rą  d o k ła d n o ś c i są także  e le m e n ty  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji G s e s tym a ty  y . R o zw ią za n ie  y , 

m oże  s ię  b o w ie m  z  ró w n y m  p ra w d o p o d o b ie ń s tw e m  z n a jd o w a ć  w  p rz e d z ia le  y r S ^  :

P od o b n ie  ja k  w  p o p rz e d n ic h  p rz y k ła d a c h  d o k ła d n o ść  e s ty m a c ji s iln ie  za le ży  od 

u s y tu o w a n ia  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h . P rze n ie s ie n ie  p u n k tu  p o m ia ro w e g o  z w ę z ła  n r 1 d o  

w ę z ła  n r 3 z w ię k s z a  w y ra ź n ie  d o k ła d n o ść  e s ty m a c ji (ry s u n e k  3 .1 0  i ta b lic a  3 .8 )

_
Ф )

1 2 3 4  ■ 5 < > = '

1. X

B i  =  1.

T „ = l
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Fo
R ys . 3 .8 .  E s ty m a c ja  s t r u m ie n ia  c ie p ła  n a  p o w ie r z c h n i  p ły t y

F ig . 3 .8 .  E s t im a t io n  o f  th e  h e a t  f l u x  o n  th e  s u r fa c e  o f  th e  p la n e  w a l l

T a b lic a  3 .6

W y n ik i  e s ty m a c ji s tru m ie n ia  c ie p ła  na p o w ie rz c h n i p ły ty  

(z a k łó c e n ie  5 = 0 .0 1 ,  je d e n  p u n k t p o m ia ro w y : n r  1)

S trum ień ciep ła  q , q , odchylenie standardowe S,

Fo
W artość
dokładna

«(F o)

10.8 ^  - 0.25 s *> - 0.05

<?( Fo) « F o ) <?(Fo)

0.1 .772 .774 13.6 .774 .0038 .773 .0038
0.2 .670 .676 18.0 .675 .0136 .670 .0123
0.3 .605 .586 17.3 .588 .0306 .5 % .0230
0 .4 .556 .594 14.9 .585 .0514 .560 .0305
0.5 .514 .424 16.3 .449 .0721 .506 .0345
0.6 .477 .633 15.1 .584 .0902 .490 .0368
0 .7 .443 .279 26 .9 .350 .1049 .430 .0382
0.8 .412 .556 19.7 .474 .1165 .418 .0393
0 .9 .383 .260 20.1 .336 .1260 .420 .0415
1.0 .357 .497 18.8 .394 .1471 .466 .0465
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R ys . 3 .9 .  E s ty m a c ja  s t r u m ie n ia  c ie p ła  n a  p o w ie r z c h n i  p ły t y

F ig . 3 .9 .  E s t im a t io n  o f  th e  h e a t  f l u x  o n  th e  s u r fa c e  o f  th e  p la n e  w a l l

T a b lic a  3 .7

W y n ik i  e s ty m a c ji s tru m ie n ia  c ie p ła  na p o w ie rz c h n i p ły ty  

(z a k łó c e n ie  5 = 0 .0 5 ,  je d e n  p u n k t p o m ia ro w y : n r 1)

S trum ień c iep ła  q , q , odchylenie standardowe St

W artość

00OIIJ
t S #  =  0.25 Sq0 0.05

dokładna 

<?( Fo)
<?(Fo) ! s 4 <?(Fo) ! S, <j(Fo) ! 

----------------
S,

0 1 .772 .782 1 13.6 .782 ! .0199 .774 .0171

0 2 .670 .699 i 18.0 .688 i .0614 .655 .0336

0 3 .605 .512 i 17.3 .560 I .1150 .580 .0408

0 4 .556 .747 ! 14.9 .579 i .1527 .544 .0432

0 5 .514 .065 i 16.3 .475 i .1726 .514 .0445

0 6 .477 1.256 15.1 .551 j .1840 .502 .0455

0 7 443 -.371 ! 26 .9 .409 j .1913 .487 .0465

0 8 .412 1.135 i 19.7 .443 i .1968 .487 .0477

0 9 .383 -.2 30  ! 20.1 .434 j .2080 .489 .0488

1.0 .357 1.054 i 18.8 
___________1 -- .459 ! .2330

___________L----------- .497 .0497
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и. и .го  0.5 0 .75 .p 1.0
R ys . 3 .1 0 . E s ty m a c ja  s t r u m ie n ia  c ie p ła  n a  p o w ie rz c ł fH i  p ły t y

F ig .  3 .1 0 . E s t im a t io n  o f  th e  h e a t  f l u x  o n  th e  s u r fa c e  o f  th e  p la n e  w a l l

T..+S,

T a b lic a  3 .8
W y n ik i  e s ty m a c ji s tru m ie n ia  c ie p ła  na p o w ie rz c h n i p ły ty  

(z a k łó c e n ie  6 = 0 .01 , d w a  p u n k ty  p o m ia ro w e : n r  1 i  3 )

Stru m ień  c iep ła  q , q , odchylenie standardowe S,

Fo
W artość
dokładna

00OII0?

S „  =  0 .25 S *  =  0 .05

q (  Fo ) ? (F o) j S, <7(Fo) ! S4 <?(Fo) ! St

0.1 .772 .782 ! 3 .74 .774 ! .0027 .724 1 .00270.2 .670 •694 j 3 .16 .668 ! .0081 .668 .0078
0.3 .605 .553 j 3 .18 .605 I .0163 .605 j .0141
0 .4 .556 .642 ! 2 .83 .562 i .0229 .561 ! .0 1 %
0.5 .514 .319 i 2 .44 .521 j .0299 .519 i .02360.6 .477 .758 1 4 .89 .469 1 .0364 .471 j .0266
0 .7 .443 .223 1 2.83 .441 1 .0423 .436 I .02880.8 .412 .601 - 4 .84 .393 i .0476 .403 j .0306
0 .9 .383 ■232 1 5.65 .410 i .0525 .403 j .03201.0 .357 .564 | 2 .44 

------------- 1________________
.347 i .0577 

------------- 1_____________
.408 I .0362 

--------------1—-------
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3.2.3. Identyfikacja strumienia ciepła na powierzchni komory 
spalania

P ro p o n o w a n a  m e to d a  ro z w ią z a n ia  o d w ro tn e g o  zag a d n ie n ia  g ra n ic z n e g o  zosta ła  

z p o w o d ze n ie m  zas to sow ana  d o  a n a liz y  p a ra m e tró w  ro z p y la n ia  p a liw a  c ie k łe g o  na p o ds taw ie  

id e n ty f ik a c ji s tru m ie n ia  c ie p ła  w  śc ia n ie  k o m o ry  spa la n ia .

C h a ra k te ry s ty c z n a  cecha  p ło m ie n ia  o le jo w e g o  je s t  je g o  du ża  e m is y jn o ś ć . P ra k ty k a  

pokazu je  je d n a k , że zakres  m o ż liw y c h  w a rto ś c i p a ra m e tró w  p ło m ie n ia  de cyd u ją cych  

o in te n syw n o śc i p ro m ie n io w a n ia  c ie p ln e g o  je s t  dość s z e ro k i. Z  tego  w z g lę d u  d la  je d n a k o w e j 

w yd a jn o śc i c ie p ln e j p a ln ik a  s tru m ie n ie  c ie p ła  p rz e jm o w a n e  p rze z  n a g rze w a n y  m a te ria ł m oga 

się zna czn ie  ró ż n ić . D la  da nego  p a liw a  i da nego  s tosu nku  n a d m ia ru  p o w ie trz a  d o  spa lan ia  

de cydu jącą  ro lę  o d g ry w a ją  tu  p a ra m e try  ro z p y la n ia  p a liw a .

C e le m  p rz e p ro w a d z o n y c h  badań b y ła  ocena w p ły w u  p a ra m e tró w  ro z p y la n ia  p a liw a  na 

e fe k ty w n o ś ć  p rz e k a z y w a n ia  c ie p ła  p rze z  p ło m ie ń . N a  p o d s ta w ie  badań la b o ra to ry jn y c h  

p rz e p ro w a d zo n ych  w  k o m o rz e  sp a la n ia  o k re ś lo n o  d la  ró ż n y c h  p ło m ie n i ro z k ła d y  te m p e ra tu ry  

w  śc ian ie  k o m o ry .  N a  p o d s ta w ie  w y n ik ó w  p o m ia ró w  w y z n a c z o n o  s tru m ie n ie  c ie p ła  w  śc ian ie  

k o m o ry . Id e n ty f ik a c ję  s tru m ie n i c ie p ła  p rz e p ro w a d z o n o  ro z w ią z u ją c  za g adn ie n ie  o d w ro tn e  

za p o m o cą  za p re ze n to w a n e j m e to d y  e s ty m a c ji s ta tys tyczn ie  o p ty m a ln e j.

W  la b o ra to ry jn e j k o m o rz e  sp a la n ia  o  w y d a jn o ś c i c ie p ln e j o k o ło  5 0  k W  spa lano o le j 

na pędo w y w  p a ln ik u  g a z o d y n a m ic z n y m , w  k tó ry m  p a liw o  c ie k łe  ro z p y la n e  je s t za po m ocą  

s tru m ie n ia  p o w ie trz a . P rz y  s ta łe j w y d a jn o ś c i p a ln ik a  o ra z  s ta ły m  s tosu nku  na d m ia ru  

p o w ie trz a  z m ie n ia n o  p a ra m e try  ro z p y la n ia  p o p rz e z  zm ia n ę  ilo ś c i i te m p e ra tu ry  p o w ie trz a  

ro z p y la ją c e g o . W  su m ie  p rze b a d a n o  2 0  ró ż n y c h  w a r ia n tó w  p ło m ie n ia .

D la  każd ego  w a r ia n tu  s to so w a n o  id e n tyczn ą  p ro c e d u rę  p o m ia ro w ą . W  czasie  je d n e g o  

c y k lu  trw a ją c e g o  9 0  m in u t n a g rze w a n o  k o m o rę  od  stanu z im n e g o  re je s tru ją c  c o  A r = 1 5  

m in u t te m p e ra tu rę  w  k i lk u n a s tu  p u n k ta ch  śc ia n y  k o m o ry . P o m ia ry  w y k o n y w a n o  za pom ocą  

te rm o p a r (u s y tu o w a n ie  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h  w  śc ia n ie  k o m o ry  spa la n ia  p rz e d s ta w io n o  na 

ry s u n k u  3 .1 1 ) .  N a  p o d s ta w ie  ty c h  p o m ia ró w  o p ie ra ją c  s ię  na ro z w ią z a n iu  g ra n iczn e g o  

zag adn ie n ia  o d w ro tn e g o  w y z n a c z o n o  ś re d n ie  w a rto ś c i s tru m ie n ia  c ie p ła  w n ik a ją c e g o  do  

w e w n ę trz n e j p o w ie rz c h n i ś c ia n y  k o m o ry . P o c z ą tk o w y  ro z k ła d  te m p e ra tu ry  w  śc ian ie  

p rz y jm o w a n o  ja k o  zn a n y  na p o d s ta w ie  w y n ik ó w  p o m ia ró w . B łąd  p o m ia ru  te m p e ra tu ry  

w y n o s ił V j,= 3 K .  P rz y ję te  w s tęp ne  o sza co w a n ia  s tru m ie n ia  c ie p ła  w y n o s iły :  

<7o (r) =  1 0 0 0 0 W /m 2, 5 90= 5 0 0 0 W /m 2. N a  ze w n ę trz n e j p o w ie rz c h n i ś c ia n y  p rz y ję to  w a ru n e k  

b rz e g o w y  trz e c ie g o  ro d z a ju .
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K O M O R A  S P A L A N IA

q O > T ) -  p u n k t  p o m ia r o w y  : A ,  B ,  C , D

.53 .73 .93

x ,  m

g = 0 .0 7 2 m

R ys. 3 .1 1 . U s y tu o w a n ie  p u n k tó w  p o m ia r o w y c h  w  ś c ia n ie  k o m o r y  s p a la n ia  

F ig . 3 .1 1 . L o c a t io n  o f  s e n s o rs  in  th e  w a l i  o f a  c o m b u s t io n  c h a m b e r

czas, min
R ys . 3 .1 2 . R o z k ła d  s t r u m ie n ia  c ie p ła  n a  ś c ia n ie  k o m o r y  

F ig . 3 .1 2 . D is t r ib u t io n  o f  th e  h e a t  f l u x  o n  th e  w a l l  o f a  c h a m b e r

Zastosowanie rachunku wyrównawczego

R ys . 3 .1 3 . R o z k ła d  s t r u m ie n ia  c ie p ła  n a  ś c ia n ie  k o m o r y  

F ig .  3 .1 3 . D is t r ib u t io n  o f  th e  h e a t  f l u x  o n  th e  w a i l  o f a  c h a m b e r

c za s , m in

R ys . 3 .1 4 . R o z k ła d  s t r u m ie n ia  c ie p ła  n a  ś c ia n ie  k o m o r y  

F ig .  3 .1 4 . D is t r ib u t io n  o f  th e  h e a t  f l u x  o n  th e  w a l l  o f a  c h a m b e r
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N a  ry s u n k a c h  3 .1 2  i 3 .1 3  p rz e d s ta w io n o  ty p o w e  ro z k ła d y  id e n ty f ik o w a n e g o  s tru m ie n ia  

c ie p ła  w  fu n k c j i  czasu  d la  ró ż n y c h  p u n k tó w  p o ło ż o n y c h  na ś c ia n ie  k o m o ry .  U zyska n o  

s to s u n k o w o  d u żą  d o k ła d n o ś ć  e s ty m a c ji,  c o  ilu s tru je  ry s u n e k  3 .1 4 . L in ia  c ią g ła  p rze d s ta w ia  

o b lic z o n a  e s tym a tę  q ( r ) ,  a  o b sza r z a c ie n io w a n y  w yz n a c z a  g ra n ic e  q { T ) + S ą, g d z ie

Są je s t  o b lic z o n y m  o d c h y le n ie m  s ta n d a rd o w y m  e s ty m a ty  q ( r ) .

U z yska n e  w y n ik i  p o z w o li ły  p rz e p ro w a d z ić  a n a lizę  p r z e p ły w u  c ie p ła  o d  p ło m ie n ia  d o  śc ian  

k o m o ry  w  czas ie  je j  n a g rz e w a n ia , ja k  ró w n ie ż  a n a liz ę  w p ły w u  p a ra m e tró w  ro z p y la n ia  na 

ja k o ś c io w e  i ilo ś c io w e  z m ia n y  s tru m ie n i c ie p ła  w  k o m o rz e  [47] .

W y k o rz y s ta n ie  m e to d y k i ro z w ią z y w a n ia  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  d o  w y z n a c z e n ia  s tru m ie n ia  

c ie p ła  na p o w ie rz c h n i ś c ia n  k o m o ry  sp a la n ia  u m o ż l iw iło  p o n a d to  p rz e p ro w a d z e n ie  badań w  

stanach n ie u s ta lo n y c h , p rz e z  co  u zyska n o  znaczną  oszczędność  czasu i k o s z tó w  badań.

3.3. Wnioski

Z  p rz e p ro w a d z o n y c h  a n a liz  w y n ik a ,  że  m e to d a  e s ty m a c ji s ta ty s ty c z n ie  o p ty m a ln e j,  ja k ą  

je s t ra ch u n e k  w y ró w n a w c z y , s ta n o w i sku te czne  na rzę d z ie  ro z w ią z y w a n ia  o d w ro tn y c h  

za g a d n ie ń  g ra n ic z n y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła . P rz e p ro w a d zo n e  tes ty  n u m e ryczn e  s taw ia ją ce  

duże w y m a g a n ia  o d n o ś n ie  d o  s ta b iln o ś c i m e to d y  w y k a z a ły  je j  za d o w a la ją cą  d o k ła d n o ść , 

w  p rz y p a d k u  je d n a k  ro zsze rzo n e j w e rs j i  m e to d y . W y k o rz y s ta n ie  w ie d z y  a  p r i o r i  o  

e s ty m o w a n y c h  w ie lk o ś c ia c h  p o p ra w ia  s ta b iln o ś ć  m e to d y  i zm n ie js z a  je j  c z u ło ś ć  na  z a k łó ce n ia  

d a n ych  w e jś c io w y c h . E fe k ty w n e  s to so w a n ie  m e to d y  w y m a g a  je d n a k  p e w n e g o  d o św ia d cze n ia  

w  c e lu  w ła ś c iw e g o  o k re ś le n ia  p o c z ą tk o w e j o c e n y  p o s z u k iw a n y c h  w ie lk o ś c i.

Is to tn a  za le tą  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o , ja k  i in n y c h  m e to d  e s ty m a c ji s ta tys tyczn ie  

o p ty m a ln e j je s t  m o ż liw o ś ć  b e z p o ś re d n ie j o ce n y  s ta ty s ty c z n e j u z yska n ych  w y n ik ó w , a ty m  

sa m ym  ich  w ia ry g o d n o ś c i.  Jest to  w ażna  cech a , g d y ż  w  w a ru n k a c h  p ra k ty c z n y c h  n ie  is tn ie je  

z a zw ycza j m o ż liw o ś ć  w e r y f ik a c j i  d o k ła d n o ś c i o b lic z e ń , g d y ż  id e n ty f ik o w a n e  w ie lk o ś c i są 

n a jczę śc ie j n ie d o s tę p n e  p o m ia ro w o . W a ż n e  je s t ,  że m e toda  n ie  na rzuca  ż a d n ych  o g ra n icze ń  

d o ty c z ą c y c h  lo k a l iz a c ji  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h . R achu nek  w y ró w n a w c z y  m o że  b y ć  też 

s to so w a n y  d o  ro z w ią z y w a n ia  p ro b le m ó w  n ie l in io w y c h .  D la  za g adn ie ń  n ie u s ta lo n y c h  a n a liz ie  

p o d d a je  s ię  z a z w y c z a j in fo rm a c je  p o m ia ro w e  d o tyczą ce  p e w n e j g ru p y  lu b  w s z y s tk ic h  

ro z p a try w a n y c h  k ro k ó w  czasu . Z w ię k s z a  to  d o k ła d n o ś ć  e s ty m a c ji w  p o ró w n a n iu  z  a lg o ­

r y tm a m i s e k w e n c y jn y m i ( ja k  np . a lg o ry tm  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j) ,  le c z  d la  zagadn ień  

w ie lo w y m ia ro w y c h  z n a czn ie  k o m p lik u je  s tru k tu rę  a lg o ry tm u  o b lic z e n io w e g o .

U n iw e rs a ln y  c h a ra k te r m e to d y  s p ra w ia , że  za kres  je j  zas to sow ań  n ie  o g ra n ic z a  s ię  d o  

ro z w ią z y w a n ia  g ra n ic z n y c h  za g adn ie ń  o d w ro tn y c h .

4. Zastosowanie metody filtra c ji 
dynamicznej

O g ó ln e  zad an ie  d y n a m ic z n e j e s ty m a c ji s ta tys tyczn ie  o p ty m a ln e j ( f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j)  

po lega na o k re ś le n iu , na p o d s ta w ie  z a k łó c o n y c h  p o m ia ró w , p e w n e g o  p rz y b liż e n ia  czasow ego  

id e n ty f ik o w a n y c h  w ie lk o ś c i o k re ś la ją c y c h  stan p ro ce su . P o n ie w a ż  ja k o ś ć  te g o  p rz y b liż e n ia  

(e s tym a ty ) w y n ik a  z m in im a liz a c ji  p e w n e g o  w s k a ź n ik a  ja k o ś c i,  to  zag adn ie n ie  n a zyw a m y  

e s tym ac ją  o p ty m a ln a .

R o zw ią za n ie  za g a d n ie n ia  e s ty m a c ji o p ty m a ln e j sk łada  s ię  z  na s tępu ją cych  e ta pów :

•  O p ra c o w a n ie  m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  p ro ce su  (o b ie k tu )  w ią żą ce g o  ze sobą 

w ie lk o ś c i p o d le g a ją ce  e s ty m a c ji (n ie w ia d o m e , m ie rz o n e ) o ra z  o k re ś le n ie  m o d e lu  

z a k łó ce ń  p o m ia ró w  i z a k łó ce ń  o b ie k tu .

•  O k re ś le n ie  w s k a ź n ik a  ja k o ś c i (a  w ię c  fu n k c j i  ce lu  e s ty m a c ji) .

•  W y p ro w a d z e n ie  a lg o ry tm ó w  o b lic z e n io w y c h .

W  p rz y p a d k u  g d y  w ie lk o ś c i po d le g a ją ce  e s ty m a c ji o ra z  z a k łó c e n ia  tra k to w a n e  są ja k o  

zm ie n n e  s toch as tyczne  o  n o rm a ln y m  ro z k ła d z ie  gęstośc i p ra w d o p o d o b ie ń s tw a , p ro b le m  

na zyw a  s ię  e s tym a c ja  s ta ty s tyczn ie  o p ty m a ln ą .

M e to d a  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j,  znana ró w n ie ż  p o d  na zw  ̂ f i l t r u  K a lm a n a ,  je s t je d n ą  z n a jp o ­

p u la rn ie js z y c h  m e to d  e s ty m a c ji s ta tys tyczn ie  o p ty m a ln e j s to so w a n ych  d o  w yzn a cza n ia  

p o m ia ro w o  n ie d o s tę p n ych  z m ie n n y c h  p ro c e s o w y c h , na p o d s ta w ie  zn a jo m o ś c i b ie żą cych  

w a rto ś c i w ie lk o ś c i p o m ia ro w o  d o s tę p n ych  o ra z  zn a jo m o ś c i m o d e lu  m a tem a tyczneg o  

w ią żą ce g o  o b ie  te  g ru p y  w ie lk o ś c i.  Z a k re s  zastosow ań  f i l t r u  K a lm a n a  je s t  b a rd zo  ro z le g ły  

i o b e jm u je  g łó w n ie  ta k ie  d z ie d z in y  ja k  s te ro w a n ie  (w  p rz yp a d ka ch  g d y  zna jom ość 

n ie d o s tę p n ych  p o m ia ro w o  z m ie n n y c h  p ro c e s o w y c h  je s t  n iezb ędn a  d o  s te ro w a n ia  p ro ce se m ), 

n a w ig a c ja , ra d io lo k a c ja  i w ie le  in n y c h . F i l t r a c ja  d y n a m ic z n a  je s t  ró w n ie ż  w y k o rz y s ty w a n a  

d o  id e n ty f ik a c ji  p a ra m e tró w  m o d e li p ro ce só w  d y n a m ic z n y c h  c z y  d o  p rz e w id y w a n ia  

(p r e d y k c j i) c ią g ó w  cza so w y c h  [3 4 ] .  T a k  z d e fin io w a n y  p rz e d m io t zastosow ań  m e to d y  f i l t r a c j i  

d y n a m ic z n e j m ie ś c i s ię  ró w n ie ż  w  p e w n e j k la s ie  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h , a w  ty m  ró w n ie ż  

zag adn ie ń  n ie u s ta lo n e g o  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła . D o  ty p o w y c h  p ro b le m ó w  z a lic z y ć  tu  m ożna 

w yzn a cza n ie  p ó l te m p e ra tu ry  p rz y  n ie zn a n ym  w a ru n k u  p o c z ą tk o w y m , w yzn a cza n ie  

n ie zn a n ych  w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  c z y  id e n ty f ik a c ję  p a ra m e tró w  te rm o fiz y c z n y c h .
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P ie rw sze  p race  d o tyczą ce  m o ż liw o ś c i zas to sow ań  m e to d y  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j d o  

ro z w ią z y w a n ia  o d w ro tn y c h  za g a d n ie ń  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła , a d o tyczą ce  id e n ty f ik a c ji  

n ie u s ta lo n y c h  p ó l te m p e ra tu ry  są a u to rs tw a  J .M .  M a c e w ite g o  i A . V .  M u lta n o w s k ie g o  np.

[2 8 ] ,  [2 9 ] , [3 0 ] .  W  zesp o le  ty m  p o w s ta ły  lic z n e  p race  p o św ię co n e  te j te m a tyce  ja k  na p rz y k ła d  

m o n o g ra fia  [2 7 ] .  W  In s ty tu c ie  T e c h n ik i C ie p ln e j P o lite c h n ik i Ś lą s k ie j p ro w a d z o n e  b y ły  p race  

d o tyczą ce  za s to sow ań  m e to d y  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j d o  id e n ty f ik a c ji  p o la  te m p e ra tu ry  w e  

w sa d z ie  n a g rz e w a n y m  w  p ie ca ch  w g łę b n y c h  p rz y  n ie zn a n ym  p o c z ą tk o w y m  ro z k ła d z ie  te m p e ­

ra tu ry  w sadu  [5 0 ] , [6 2 ] .  M o d e l f i l t r u  K a lm a n a  zos ta ł tu  s p rzę żo n y  z  o p ra c o w a n y m  m o d e le m  

m a te m a ty c z n y m  p ro ce su  n a g rze w a n ia  w sadu . P ro w a d zo n e  b y ły  także  p race  te o re tyczn e  

d o tyczą ce  za s to so w a ń  m e to d y  f i l t r a c j i  d o  ro z w ią z y w a n ia  n ie l in io w y c h  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  

( id e n ty f ik a c ja  w s p ó łc z y n n ik ó w  w n ik a n ia  c ie p ła )  c z y  o d w ro tn y c h  zag adn ie ń  g ra n ic z n y c h

[2 5 ] , [4 7 ] , [5 0 ] .  M e to d a  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j, p o d o b n ie  ja k  m e toda  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o , 

na le ży  d o  te j sam e j g ru p y  m e to d  e s ty m a c ji s ta ty s tyczn ie  o p ty m a ln e j.  Z  teg o  też  w z g lę d u  

p o d s ta w y  te o re ty c z n e  m e to d , ja k  i ich  w ła ś c iw o ś c i są b a rd zo  p o d o b n e . U w a g a  ta  d o ty c z y  

zw ła szcza  s ta b iln o ś c i m e to d  i ich  c z u ło ś c i na z a k łó c e n ia  d a n ych  w e jś c io w y c h . W  ty m  

p rz y p a d k u  s ta b iliz u ją c e  d z ia ła n ie  f i l t r u  K a lm a n a  o p ie ra  s ię  na zasadzie  a n a lo g ic z n e j ja k  

w  p rz y p a d k u  ro z sze rzo n e j w e rs j i  a lg o ry tm u  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  ( ro z d z ia ł 3 . 1.3).

R ó żn ice  p o m ię d z y  m e to d a m i p o le g a ją  g łó w n ie  na o d m ie n n y m  s fo rm u ło w a n iu  p ro b le m u  

i za k re s ie  za s to so w a ń  ( f i l t r a c ja  d y n a m ic z n a  z  z a ło że n ia  p rze zn a czo n a  je s t  d o  a n a liz y  

p ro c e s ó w  n ie u s ta lo n y c h ). W  p rz y p a d k u  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  m o d e l m a te m a tyczn y  

p rocesu  re p re z e n to w a n y  je s t  p o p rz e z  ró w n a n ia  w ię z ó w  (n p . (3 .1 2 )  lu b  (3 .2 7 ) ) .  W s k a ź n ik  

ja k o ś c i z d e f in io w a n y  je s t  p o p rz e z  o d p o w ie d n ią  fo rm ę  k w a d ra to w ą  (n p . (3 .1 5 )  lu b  (3 .3 1 ) ) .  

W  s to su n ku  d o  b łę d ó w  p o m ia ró w  p rz y jm u je  s ię  p o s tu la t o  n o rm a ln y m  ro z k ła d z ie  fu n k c ji 

gę s tośc i p ra w d o p o d o b ie ń s tw a  (ch o ć  s ta tys tyczn e  uza sadn ie n ie  te j te zy  je s t  w  w ię kszo śc i 

p rz y p a d k ó w  p ra w ie  n ie m o ż liw e ) .  W ie lk o ś c i po dd a w a n e  u z g a d n ia n iu  są w ie lk o ś c ia m i 

s to c h a s ty c z n y m i, c h o ć  za ło ż e n ie  ta k ie  n ie  zaw sze je s t  p rz y jm o w a n e  e x p l ic it e  

w  o p ra c o w a n ia c h  d o ty c z ą c y c h  zas to sow ań  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o .

W  p rz y p a d k u  m e to d y  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j p o s tu la t o  s to ch a s tyczn ym  cha ra k te rze  

w ie lk o ś c i c h a ra k te ry z u ją c y c h  p roces  (w ie lk o ś c i s tanu) i n o rm a ln y m  ro z k ła d z ie  fu n k c ji 

g ę s tośc i p ra w d o p o d o b ie ń s tw a  w ie lk o ś c i o b s e rw o w a n y c h  le ż y  u p o d s ta w  te o re ty c z n y c h  

m e to d y . M e to d a  f i l t r a c j i  m o że  b y ć  s toso w ana  d o  o b ie k tó w , k tó ry c h  o p is  m a te m a ty c z n y  m oże 

b y ć  p rz e d s ta w io n y  w  p o s ta c i c ią g łe j lu b  d y s k re tn e j.  W  d a ls z y m  c ią g u  a n a liz o w a n a  bę dz ie  

w y łą c z n ie  w e rs ja  d y s k re tn a  m e to d y . W  ro z d z ia le  4 .1  p rz e d s ta w io n o  p o d s ta w o w e  za ło że n ia  

a lg o ry tm u  f i l t r a c j i .  W  ro z d z ia le  4 .2  p rz e d s ta w io n o  p rz y k ła d y  zas to sow ań  m e to d y  d o  

ro z w ią z y w a n ia  l in io w y c h  i n ie l in io w y c h  za g adn ie ń  id e n ty f ik a c ji  p ó l te m p e ra tu ry .
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4.1. Podstawy teoretyczne metody filtracji dynamicznej

Z a k ła d a  s ię , że m o d e l m a te m a tyczn y  p rocesu  (n p . m o d e l n ie u s ta lo n e g o  p o la  te m p e ra tu ry  

w  w ę z ła ch  p o d z ia łu  ró ż n ic o w e g o  c ia ła ) da s ię zap isać w  p e w n e j s ta n d a rd o w e j postac i 

na zyw a ne j r ó w n a n ie m  s ta n u :

y*.. = **.u y* + c* + Az* (4' 0

gd z ie :

y*+i> y k ~ w e k to ry  (o  d łu g o ś c i N )  id e n ty f ik o w a n y c h  w ie lk o ś c i w  c h w i l i  czasu

k + 1, o ra z  k ,

<*>t + u  -  tz w . m a c ie rz  s ta n u  ( lu b  m a c ie rz  p r z e jś c ia )  o  w y m ia ra c h # - N

u s ta la jąca  re la c ję  p o m ię d z y  s z u k a n y m i w ie lk o ś c ia m i y  w  d w ó ch  

k o le jn y c h  k ro k a c h  czasu,

c k -  w e k to r  s ta ły ch  w s p ó łc z y n n ik ó w ,

z k -  w e k to r  s ta ty s tyczn ie  n ie za le żn ych  za k łó ce ń  o d d z ia łu ją c y c h  na

a n a liz o w a n y  p roces ,

A  -  m a c ie rz  w s p ó łc z y n n ik ó w .

P rz y jm u je  s ię , że w e k to r  z a k łó c e ń  s to ch a s tyczn ych  zk o  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji G , spe łn ia  

w a ru n e k :

E { z k }  = 0 (4 .2 )

D la  ro z p a try w a n y c h  za g adn ie ń  z a k łó c e n ia  re p reze n tow a ne  p rze z  w e k to r  z m o żn a  in te rp re ­

to w a ć  ja k o  m ia rę  n ie p e w n o ś c i (s z u m )  p o szcze g ó ln ych  ró w n a ń  m o d e lu  m a tem a tyczneg o . 

Z  u w a g i je d n a k  na b ra k  p rze s ła n e k  d o  o k re ś le n ia  w a rto ś c i e le m e n tó w  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji 

G z z a k łó ce n ie  to  w y e lim in o w a n o  z  d a lszych  ro zw a ża ń .

W  c h w i l i  czasu k + 1 d o k o n u je  s ię  p o m ia ró w  w  s  p u n k ta ch  u k ła d u  (o b sza ru ). W y n ik i  

p o m ia ró w  tw o rz ą  w e k to r  x ł+ I . Z w ią z e k  p o m ię d z y  w y n ik a m i p o m ia ró w  x ł+1 a z m ie n n y m i 

s tanu y ł+1 w y ra ż a  tz w . r ó w n a n ie  w y jś ć :

**1 = H y*.i + v**i
(4.3)
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g d z ie :

* * + i -  w e k to r  w y n ik ó w  p o m ia ró w  (z a w ie ra ją c y  s  e le m e n tó w ),

H * +1= H  -  m a c ie rz  w s k a ź n ik o w a  us ta la jąca  re la c je  p o m ię d z y  w y n ik a m i p o m ia ró w

i  w ie lk o ś c ia m i e s ty m o w a n y m i,

v ł+1 -  w e k to r  s ta ty s ty c z n ie  n ie z a le ż n y c h  z a k łó ce ń  o d d z ia łu ją c y c h  na p o m ia ry .

M a c ie rz  H  w y ra ż a  re la c je , ja k ie  w y s tę p u ją  p o m ię d z y  w ie lk o ś c ia m i p o d le g a ją c y m i 

e s ty m a c ji a  w y n ik a m i p o m ia ró w . W  p rz y p a d k u  g d y  p o m ia ry  d o ty c z ą  b e z p o ś re d n io  id e n ty ­

f ik o w a n y c h  w ie lk o ś c i,  e le m e n ty  m a c ie rz y  H  są ró w n e  1 lu b  0 . T a k a  sy tu a c ja  w ys tę p u je  

w ła ś n ie  w  p rz y p a d k u  a n a liz o w a n y c h  za g a d n ie ń  o d w ro tn y c h , g d y ż  p rz y jm u je  s ie , że m ie rzo n a  

je s t  w p ro s t te m p e ra tu ra  w  p e w n y c h  p u n k ta c h  c ia ła . W  ta k im  p rz y p a d k u  p o ło ż e n ie  e le m e n tó w  

m a c ie rz y  H  o  w a r to ś c i 1 w s k a z u je  na  te  w ę z ły  p o d z ia łu  ró ż n ic o w e g o  o b sza ru , w  k tó ry c h  

d o k o n u je  s ie  p o m ia ru  te m p e ra tu ry . P ostać m a c ie rz y  H  m oże  u leg ać  z m ia n ie  w  sposób 

d y n a m ic z n y , je ż e l i  w  tra k c ie  t rw a n ia  p ro ce su  z m ie n ia  s ie  zestaw  d a n ych  p o m ia ro w y c h .

O d n o ś n ie  d o  z a k łó c e ń  p o m ia ro w y c h  re p re z e n to w a n y c h  p rze z  e le m e n ty  w e k to ra  v  

p r z y jm u je  s ie , że są o n e  s ta ty s ty c z n ie  n ie za le żn e  o  ś re d n ie j w a rto ś c i:

E { y k ]  = 0  (4 .4 )

o ra z  o  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji :

cow{yk} = E {v t v,} = { l  jjjj kk%j (4'5)

O sta te czn ie  p r z y jm u je m y ,  że  m o d e l p ro ce su , np . m o d e l n ie u s ta lo n e g o  p o la  te m p e ra tu ry , 

w  p e w n y m  ob sza rze  je s t  o p is a n y  ró w n a n ia m i (4 .1 )  i (4 .3 ) ,  p rz y  c z y m  ró w n a n ia  te  tra k tu je  

s ie  ja k o  s to ch a s tyczn e , g d y ż  w ią ż ą  one  ze sobą z m ie n n e  lo so w e .

C e le m  e s ty m a c ji je s t  w y z n a c z e n ie  n ie zn a n ych  w ie lk o ś c i (z m ie n n y c h  s tanu) y ł+ „  p rz y  

c z y m  n ie  są one  b e z p o ś re d n io  do s tępn e  p o m ia ro w o . Z n a n y  je s t  n a to m ia s t c ią g  p o m ia ró w  Z j:

z /  = z1 . z 2 ...........................................................................................(4 -6 )

K a ż d y  z  w e k to ró w  z( p o w ią z a n y  je s t  za le żn o śc ią  (4 .3 )  ze z m ie n n y m i s tanu y ,. E s tym a ta  

w a ru n k o w a  y k+VJ w e k to ra  y t+1 w y z n a c z o n a  na p o d s ta w ie  p o m ia ró w  z , ,  Z j,..., z , je s t  p e w n ą  

fu n k c ja  w e k to ro w ą  p o m ia ró w :

9 k lj =  / * ( * ! •  *»> •••> */) f t  ( Z ) (4 .7 )
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Z a d a n ie m  e s ty m a c ji je s t  w y z n a cze n ie  po s ta c i fu n k c j i  Ct+i- Jeże li k + l > j ,  to  zadanie  

nazyw ane je s t  p r e d y k c ją  (p rz e w id y w a n ie m ). G d y  k + 1 = j ,  to  m ó w im y  o  f i l t r a c j i  ( k o re k c ji) ,  

a d la  k + K j  m a m y  d o  c z y n ie n ia  z  tz w . w y g ła d z a n ie m .

Z a d a n ie  to  p o le g a , ja k  ju ż  w s p o m n ia n o  w c z e ś n ie j, na z d e f in io w a n iu  fu n k c j i  ce lu  

(w ska źn ika  ja k o ś c i)  i ro z w ią z a n iu  z d e fin io w a n e g o  p ro b le m u  o p ty m a liz a c y jn e g o . W  lite ra tu rz e

[3 1 ],  [ 34]  m o żn a  sp o tk a ć  ró żn e  m e to d y  w y p ro w a d z e n ia  ró w n a ń  a lg o ry tm u  f i l t r a c j i  

d y n a m ic z n e j, tz n . a lg o ry tm u  f i l t r u  K a lm a n a . W  m o n o g ra fii [3 4 ]  ró w n a n ia  f i l t r u  w y p ro w a d z a  

się b a zu ją c  na p o ję c iu  w s k a ź n ik a  ja k o ś c i e s ty m a c ji J k+ l z d e fin io w a n e g o  w  następu jący  

sposób:

= f (y*.. -y* ..)r(y*.. -  y*.i)/»(y*.,|Zw )rfy (4 .8 )*♦ i

g d z ie :

y *+1 -  w e k to r  d o k ła d n y c h  w a rto ś c i id e n ty f ik o w a n y c h  w ie lk o ś c i,

y k+V j -  o p ty m a ln a  e s tym a ta  id e n ty f ik o w a n y c h  w ie lk o ś c i,

p ( y  | Z )  -  w a ru n k o w a  fu n k c ja  gęstośc i p ra w d o p o d o b ie ń s tw a  a  p o s t e r io r i ,  tzn .

w yz n a c z o n a  w  w a ru n k a c h  z n a jo m o śc i s e k w e n c ji p o m ia ró w  Z k + l. 

W y ra ż e n ie  y ł+ I  -  y ł+1 w y ra ż a  b łą d  e s ty m a c ji z d e fin io w a n y  ja k o  ró ż n ic a  p o m ię d z y  n ieznaną 

w a rto ś c ią  p ra w d z iw ą  y ł+1 a  es tym a tą  y t+1. O p ty m a ln a  es tym a tę  y ł+1 w y zn a cza  się na 

p o d s ta w ie  tw ie rd z e n ia  S h e rm a n a , w  m y ś l k tó re g o  e s tym a ta  y k+ i m in im a liz u je  w s k a ź n ik  

ja k o ś c i Jł+1 . F u n k c ja  gę s to śc i p ra w d o p o d o b ie ń s tw a  w a ru n k o w e g o  p ( y j z )  m a w  ty m  

p rz y p a d k u  po s tać  [3 4 ]:

n t y  ' Z  ) -  .
* * "  M  ( 2 I I )05 ( d e t V )05 ( d e tG , M/ł)05

*  e x p {  - 1  [ ( y t ł I  -  * k t l ,k y k ) T G k: \ /k ( y k t l  -  + (4 .9 )

~ ( * w  -  H ł W i ł f / ( H G w / ł r  + V ) -  ( z w  -  H * M J t y t )  1 }

g d z ie :

(4.10)
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W  za le żn o śc i o d  ro d z a ju  ro z p a try w a n e g o  za g a d n ie n ia  ( i  c o  s ię  z  ty m  w ią ż e  - o d  po s tac i 

ró w n a n ia  s tanu (4 .1 ) )  ro z ró ż n ia  s ię  ró żn e  a lg o ry tm y  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j. D w a  p o d s ta w o w e  

a lg o ry tm y  f i l t r a c j i  to  f i l t r  l in io w y  ( e le m e n ta rn y )  o ra z  f i l t r  n ie l in io w y .  R ó w n a n ia  ty c h  d w ó ch  

a lg o ry tm ó w  p rz e d s ta w io n o  w  ro z d z ia ła c h  4 .1 .1  i 4 .1 .2 .

M e to d a  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j o ra z  m e to d a  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  b a zu je  na a n a lo ­

g ic z n y c h  za ło ż e n ia c h  e s ty m a c ji s ta ty s ty c z n ie  o p ty m a ln e j.  Je że li ro z p a trz y m y  re k u re n c y jn ą  

w e rs je  a lg o ry tm u  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  (u z g a d n ia n ie  z k ro k u  na k ro k  czasu ), to  okaże 

s ię , że a lg o ry tm y  o b y d w u  m e to d  są p ra w ie  id e n tyczn e . R ó żn ica  w y n ik a  z  n ie co  o d m ie n n e g o  

s fo rm u ło w a n ia  w y jś c io w e g o  ró w n a n ia  w ię z ó w , np . ( 3 . 12) d la  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  

i ró w n a n ia  s tan u  (4 .1 )  d la  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j.

W  ró w n a n ia c h  w ię z ó w  w y s tę p u ją  d w ie  g ru p y  w ie lk o ś c i:  m ie rz o n e  x  i n ie w ia d o m e  y . 

W ie lk o ś c io m  ty m  o d p o w ia d a ją  d w ie  ró żn e  m a c ie rze  w s p ó łc z y n n ik ó w  A  i B. W  p rz y p a d k u  

f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j ró w n a n ie  s tanu z a w ie ra  w y łą c z n ie  z m ie n n e  stanu y ,  c z y l i  w ie lk o ś c i 

n ie w ia d o m e . Z w ią z e k  (p o ś re d n i lu b  b e zp o ś re d n i) p o m ię d z y  w ie lk o ś c ia m i m ie rz o n y m i 

i n ie w ia d o m y m i w y ra ż o n y  je s t  o d rę b n y m  ró w n a n ie m  w y jś ć  (4 .3 ) .  Je że li p o m ia ro m  p o d le g a ją  

b e zp o ś re d n io  z m ie n n e  stanu (n p .m ie rz o n a  je s t  te m p e ra tu ra  w  w y b ra n y c h  p u n k ta c h  c ia ła ) ,  to  

p e w n e  w ie lk o ś c i sa je d n o c z e ś n ie  tra k to w a n e  ja k o  n ie w ia d o m e  i m ie rz o n e . M a  to  ró w n ie ż  

s w ó j w y ra z  w  p o s ta c i ró w n a n ia  s tan u , k tó re  za w ie ra  w y łą c z n ie  je d n a  m a c ie rz  

w s p ó łc z y n n ik ó w , tz n . m a c ie rz  p rz e jś c ia  * ł+ I i*. Postać ró w n a n ia  s tanu je s t  w ię c  p rostsza  

a n iż e li a n a lo g ic z n e g o  ró w n a n ia  w ię z ó w , c o  p rz y c z y n ia  s ię  ró w n ie ż  d o  u p ro szcze n ia  p ro c e d u r 

n u m e ry c z n y c h . N ie  je s t  k o n ie c z n e  d o d a tk o w e  p rz e ksz ta łca n ie  ró w n a ń  m o d e lu  p ro ce su  w  ce lu  

w y o d rę b n ie n ia  o b y d w u  g ru p  w ie lk o ś c i.  Z  d ru g ie j s tro n y  n a le ży  je d n a k  p a m ię ta ć , że m e toda  

f i l t r a c j i  d a je  s ię  s to so w a ć  d o  ro z w ią z y w a n ia  zn a czn ie  w ę ższe j k la s y  p ro b le m ó w  e s ty m a c ji 

a n iż e li m e toda  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o .

P o d o b n ie  ja k  w  p rz y p a d k u  ro z sze rzo n e j w e rs j i  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  p roces  f i l t r a c j i  

ro z p o c z y n a  s ię  o d  o sza co w a n ia  p o c z ą tk o w y c h  w a rto ś c i n ie w ia d o m y c h  y k i ich  m a c ie rzy  

k o w a r ia n c ji  G t  (g d z ie  k  o zn acza  p o c z ą tk o w ą  c h w ilę  czasu , np . k = 0 ) . P o czą tko w e  

o sza co w a n ie  e s ty m a ty  y k o ra z  e le m e n tó w  d ia g o n a ln y c h  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji  G k p o w in n o  

o p ie ra ć  s ię  na p rz e s ła n ka ch  f iz y k a ln y c h .  N a le ż y  u n ik a ć  p rze sza co w a n ia  o ce n y  p o c z ą tk o w e j, 

tzn . z b y t m a ły c h  e le m e n tó w  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji G *. G d y  b ra k  je s t  ja k ic h k o lw ie k  

p rze s ła n e k  o d n o ś n ie  d o  o sza co w a n ia  e le m e n tó w  m a c ie rz y  G k, to  n a le ży  p rz y jm o w a ć  b a rdzo  

du że  p o c z ą tk o w e  w a r to ś c i e le m e n tó w  te j m a c ie rz y .
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4.1.1. Filtr liniowy
P o d s ta w o w y  p rz y p a d e k  f i l t r a c j i  d o ty c z y  ró w n a n ia  stanu w  po s ta c i l in io w e j:

y*.. = y* + c* (4-U)

P ro b le m  f i l t r a c j i  l in io w e j  w y s tę p u je  na  p rz y k ła d  podczas id e n ty f ik a c ji  n ie u s ta lo n ych  p ó l 

te m p e ra tu ry  c z y  p rz y  ro z w ią z y w a n iu  g ra n ic z n y c h  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  ( id e n ty f ik a c ja  

s tru m ie n ia  c ie p ła  na b rz e g u  c ia ła ) .  A lg o ry tm  f i l t r a c j i  o p ty m a ln e j w y p ro w a d z a  się o p ie ra ją c  

się na m in im a liz a c ji  w s k a ź n ik a  ja k o ś c i (4 .8 ) .  W y p ro w a d z o n e  w  ten  sposób ró w n a n ia  f i l t r u  

d z ie li s ię  za z w y c z a j na d w ie  g ru p y  m a jące  o d m ie n n y  sens s ta tys tyczn y .

R ó w n a n ie  m o d e lu  z ja w is k a  ( ró w n a n ie  s tanu) p rz e d s ta w ia  tz w . in fo rm a c ję  a  p r i o r i  

o p rz e b ie g u  p ro ce su . In fo rm a c ja  ta  m o że  b y ć  w y k o rz y s ta n a  d o  p rz e w id y w a n ia  ( c z y li  tz w . 

p r e d y k c j i )  e s ty m o w a n y c h  w ie lk o ś c i w  c h w i l i  czasu k + 1 bez w y k o rz y s ta n ia  ja k ic h k o lw ie k  

in fo rm a c ji p o m ia ro w y c h . Je że li w  c h w i l i  czasu k  znana je s t es tym a ta  z m ie n n y c h  stanu y* o raz  

m a c ie rz  k o w a r ia n c ji  G k , to  e s tym a ta  y *+ i/ t  o ra z  m a c ie rz  k o w a r ia n c ji G k+Vk w yznacza ne  sa 

na p o d s ta w ie  ró w n a n ia  s tanu (4 .1 1 )  o ra z  p r a w a  p r o p a g a c j i  b łę d ó w :

J m *  “  * * . u  y * + c * (4 ’ 12)

G*.« = i u G . C  (4'13)

W  c h w i l i  czasu k + 1 p rz e p ro w a d z a  s ię  p o m ia ry  w ie lk o ś c i s tanu w  s  p u n k ta ch  c ia ła . 

W y n ik i  p o m ia ró w  tw o rz ą  w e k to r  z ł+1 i sa zw ią za n e  z w ie lk o ś c ia m i s tanu ró w n a n ie m  w y jś ć , 

tzn . (4 .3 ) .  B łę d y  p o m ia ró w  sa re p re ze n to w a n e  p rze z  m a c ie rz  k o w a r ia n c ji V ł+ 1 . W y n ik i  

p o m ia ró w  z k są p o d s ta w ą  d o  s ta tys tyczn e j k o re k c ji  oce n  y ł+1 /ł i G t+ I / ł . P roces ten  na zyw a  się 

f i l t ra c ją  (k o re k c ją ) . O p ty m a ln a  e s tym a ta  y t+1 o ra z  m a c ie rz  k o w a r ia n c ji G ł+ , op isane są 

n a s tę p u ją cym i za le ż n o ś c ia m i [3 1 ] , [3 4 ] :

y *n + K -  H * * . , . t y J  (4 -1 4 )

G k łl =  G k. uk -  G ł ł l r t H r [ H G t ł l H r  ♦  V M ] "  H G W
(4 .1 5 )
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M a c ie rz  K t+1 n o s i na zw ę  m a c ie rz y  w z m o c n ie n ia  f i l t r u  i dana je s t  za le żn o śc ią :

. 6 w r v ^  (4 .1 6 )

W y ra ż e n ie :

z**i “ H ł l )U j w  = -  H y ,łl(ł (4.17)

w ys tę p u ją ce  p o  p ra w e j s tro n ie  z a le żn o śc i (4 .1 4 )  p rz e d s ta w ia  ró ż n ic ę  p o m ię d z y  w y n ik a m i 

p o m ia ru  zk a  oce n a  y k+ l/k  w y n ik a ją c ą  ze z n a jo m o ś c i m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  p rocesu . 

R ó żn ica  ta  p o m n o ż o n a  p rz e z  m a c ie rz  w z m o c n ie n ia  K ł+1 s ta n o w i p o p ra w k ę  d o d a w a n a  d o  

o ce n y  y k + u t, a  w y n ik a ją c ą  z  u w z g lę d n ie n ia  d o d a tk o w e j in fo rm a c ji a  p o s t e r io r i , tzn . 

in fo rm a c ji p o m ia ro w e j.

A lg o ry tm  l in io w e g o  f i l t r u  K a lm a n a  je s t  ró w n ie ż  b a rd zo  d o g o d n y  d o  re a liz a c ji 

n u m e ry c z n e j. W  k a ż d y m  k ro k u  czasu o p ró c z  o p e ra c ji m a c ie rz o w y c h  n a le ży  o d w ra c a ć  je d y n ie  

m a c ie rze  o  s to s u n k o w o  m a ły c h  ro z m ia ra c h  ( s - s ) .  W  p rz y p a d k u  g d y  p a ra m e try  w ys tę p u ją ce  

w  ró w n a n iu  s tanu  n ie  sa fu n k c ja m i czasu , to  a lg o ry tm  f i l t r u  je s t z b ie ż n y , je ż e l i  e le m e n ty  

m a c ie rz y  w z m o c n ie n ia  K ł+1 i m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji  G ł+1 m a le ją  d o  p e w n y c h  s ta łych  

w a rto ś c i.  Z b ie ż n o ś ć  a lg o ry tm u  d a  s ię  o c e n ić  w y łą c z n ie  na p o d s ta w ie  m o d e lu  p rocesu 

(ró w n a n ia  s tan u ) i d o k ła d n o ś c i p o m ia ró w  V ł+ „  n a to m ia s t bez z n a jo m o ś c i w y n ik ó w  p o m ia ró w  

(id e n ty c z n a  cechę  w y k a z u je  a lg o ry tm  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o ).

4.1.2. Filtr nieliniowy

M o d e le  m a te m a tyczn e  w ie lu  p ro b le m ó w  o p is y w a n e  są ró w n a n ia m i n ie l in io w y m i.  S y tu a c ja  

taka  w y s tę p u je  ró w n ie ż  b a rd z o  częs to  w  p rz y p a d k u  ro z w ią z y w a n ia  g ra n ic z n y c h  zagadn ień  

o d w ro tn y c h . P rz y k ła d e m  m oże  tu  b y ć  na p rz y k ła d  id e n ty f ik a c ja  l ic z b y  B io ta , tz n . w a ru n k u  

b rz e g o w e g o  na p o w ie rz c h n i c ia ła  (n ie lin io w o ś ć  ty p u  ilo c z y n u  id e n ty f ik o w a n y c h  w ie lk o ś c i:  

l ic z b y  B io ta  i te m p e ra tu ry ) .

N ie l in io w e  ró w n a n ie  s tanu  m o żn a  zap isa ć  w  następu jące j m a c ie rz o w e j p o s ta c i:

y * . i  = + c * ( 4 ' 18)

p rz y  c z y m  w y e lim in o w a n o  tu  z  ro z w a ż a ń  w e k to r  s to ch a s tyczn ych  z a k łó c e ń  z k o d d z ia łu ją c y c h  

na a n a liz o w a n y  p ro ce s .
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T e o re ty c z n ie  ró w n ie ż  ró w n a n ie  w y jś ć  m oże  m ie ć  po s tać  n ie l in io w a  ( je ż e li np . zm ien ne  

stanu n ie  są b e z p o ś re d n io  m ie rz o n e , a z w ią z k i p o m ię d z y  z m ie n n y m i s tanu a w y n ik a m i 

p o m ia ru  są n ie l in io w e ) :

x*.i = + vw (419)

N a le ż y  je d n a k  s tw ie rd z ić ,  że w  p rz y p a d k u  a n a liz y  o d w ro tn y c h  zag adn ie ń  p rze w o d ze n ia  

c ie p ła  ró w n a n ie  w y jś ć  m a  za z w y c z a j po s tać  l in io w ą ,  tz n . (4 .3 ) .

R o z w ią z a n ie  p ro b le m u  f i l t r a c j i  n ie l in io w e j sp ro w a d za  się w  zasadzie  d o  lin e a ry z a c ji 

w  k a ż d y m  k ro k u  czasu ró w n a n ia  s tanu (4 .1 8 )  i ró w n a n ia  w y jś ć  (4 .1 9 ) . P o d o b n ie  ja k  d la  f i l t r u  

lin io w e g o  i w  ty m  p rz y p a d k u  a lg o ry tm  f i l t r u  n ie lin io w e g o  m o żna  p o d z ie lić  na d w ie  części 

odnoszące s ię  d o  e ta pu  p re d y k c ji i k o re k c ji  [3 1 ] , [3 4 ] .

W  p ro ce s ie  p re d y k c ji es tym a tę  y *+ i/ t  o ra z  m a c ie rz  k o w a r ia n c ji G ł+ I / ł  w yzn a cza  s ię  na 

p o d s ta w ie  ró w n a n ia  s tanu  (4 .1 1 )  o ra z  p ra w a  p ro p a g a c ji b łę d ó w :

y*.„* = F* . u ( M ) + c* (420)

_ 9 ¥ M J l { y t , k )  r  d ¥ M Ą y t , k )  (4 .21)

* = — * aj;

g d z ie  y k je s t  znana  e s tym a tą  z m ie n n y c h  s tanu w  c h w i l i  czasu k + 1, a G t  oznacza  m a c ie rz

k o w a r ia n c ji w e k to ra  y k.

O p ty m a ln e  e s ty m a ty  y ł+1 o ra z  G ł+1 d la  p rocesu  f i l t r a c j i  ( k o re k c ji)  op isane  są

n a s tę p u ją cym i za le ż n o ś c ia m i [3 4 ] :

G t , i  ~ -  G t . 1/t
d h T( y k. u k , k + l )

d y k.u k

(4 .2 2 )

3h(ytM/*'fc+1) G dhr(yit.i/t,fc+1) + v
3y*

d h ( y k. l lk M D

3 y t *w*
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y*-i = W  + Kłtl[ztłI - h(yt ,k+l )] (4-23>

M a c ie rz  w z m o c n ie n ia  f i l t r u  K ł+1 je s t  dana za le żn o śc ią :

= G t „  d} TU *: u ^ + l )  y M  (4 .2 4 )

W  p rz y p a d k u  g d y  ró w n a n ie  w y jś ć  (4 .1 9 )  je s t  l in io w e  (tz n . dane za le żn o śc ią  (4 .3 ) ) ,  to  

ró w n a n ia  (4 .2 3 ) , (4 .2 2 )  i (4 .2 4 )  o b o w ią z u ją  w  d a ls z y m  c ią g u , z  ty m  t y lk o  że  w  ró w n a n iu

(4 .2 3 )  n a le ży  p o d s ta w ić :

h(y*,Ar-l) = H **.u yt (4-25)

a w  ró w n a n ia c h  (4 .2 2 )  i  (4 .2 4 ) :

3 h r (y t . l r t , * + l )  _ ń  (4 .2 6 )

5 y*.>,

R o z w ią z y w a n ie  n ie l in io w y c h  za g a d n ie ń  o d w ro tn y c h  w ią ż e  s ię  z a z w y c z a j z  k o n ie czn o śc ią  

z m ia n y  s tru k tu ry  ró w n a ń  m o d e lu  m a te m a tyczn e g o . S tru k tu ra  ta  m u s i b y ć  b o w ie m  

do s to so w a n a  d o  o g ó ln e j p o s ta c i ró w n a n ia  s tanu . Z  te g o  w z g lę d u  n a le ży  z a zw ycza j ro zsze rzyć  

w e k to r  z m ie n n y c h  s tanu (czę s to  n a w e t w  do ść  sz tu czn y  spo sób ) o  d o d a tk o w e  p a ra m e try  

p o d le g a ją ce  id e n ty f ik a c j i ,  a  w y s tę p u ją c e  w  c z ło n a ch  n ie l in io w y c h . R o zsze rzen ie  w e k to ra  

z m ie n n y c h  s tan u  p o c ią g a  za  sobą k o n ie c z n o ś ć  p rz e b u d o w y  m a c ie rz y  p rz e jś c ia , ta k  ab y  m ożna 

b y ło  u zyska ć  ró w n a n ie  s tanu w  sw e j s ta n d a rd o w e j po s ta c i (4 .1 1 ) .  K o s z te m  d o d a tk o w y c h  

p rze ksz ta łce ń  m a c ie rz o w y c h  u z y s k u je  s ię  o s ta te czn ie  b a rd z o  pożądaną n u m e ry c z n ie  u n if ik a c ję  

zap isu  ró w n a ń  f i l t r u .

4.2. Rozwiązywanie zadań odwrotnych przewodzenia ciepła

S ta ty s ty c z n ie  o p ty m a ln a  f i l t r a c ja  d y n a m ic z n a  ja k o  m e to d a  id e n ty f ik a c ji  n ie d o s tę p n ych  

p o m ia ro w o  p a ra m e tró w  p ro ce su  o b e jm u je  ob sza rem  s w y c h  zas to sow ań  ró w n ie ż  p e w n e  zagad­

n ie n ia  o d w ro tn e  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła . W a ru n k i w s tę p n e , ja k ie  m uszą  b y ć  w  ty m  p rz y p a d k u  

sp e łn io n e , to : n ie u s ta lo n y  c h a ra k te r p ro ce su  o ra z  o p is  m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  p rocesu  w  

p o s ta c i ró w n a n ia  s ta n u , a w ię c  na  p rz y k ła d  w  p o s ta c i (4 .1 1 )  lu b  (4 .1 8 ) .
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Jak ju ż  w s p o m n ia n o , p ie rw s z e  za s to sow an ia  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j d o  ro z w ią z y w a n ia  

o d w ro tn y c h  za g adn ie ń  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  d o ty c z y ły  p ro b le m ó w  id e n ty f ik a c ji  n ie u s ta lo n ych  

pó l te m p e ra tu ry  p rz y  n ie zn a n ym  w a ru n k u  p o c z ą tk o w y m  [2 8 ] , [3 0 ] , [6 2 ] .  Jest to  zresztą 

p ro b le m a ty k a  (m ie szczą ca  s ię  w  k la s ie  zag adn ie ń  l in io w y c h ) ,  d o  ro z w ią z y w a n ia  k tó re j 

f i l t r a c ja  d y n a m ic z n a  je s t  n a rzę d z ie m  szcze g ó ln ie  e fe k ty w n y m . P rz y k ła d y  zastosow ań  f i l t r a c j i  

d y n a m iczn e j d o  id e n ty f ik a c ji  je d n o -  i d w u w y m ia ro w y c h  p ó l te m p e ra tu ry  p rze d s ta w io n o  

w  ro z d z ia le  4 .2 .1 .  Jednoczesna id e n ty f ik a c ja  p o la  te m p e ra tu ry  o ra z  w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  

(k la syczn e  o d w ro tn e  za g a d n ie n ie  g ra n ic z n e ) m o że  b y ć  s fo rm u ło w a n a  w  ró ż n y  sposób. 

W  ro z d z ia le  3 , g d z ie  d o  ro z w ią z a n ia  p ro b le m u  zastosow ano  ra ch u n e k  w y ró w n a w c z y , id e n ty ­

f ik a c j i  p o d le g a  w p ro s t z m ie n n y  w  czas ie  s tru m ie ń  c ie p ła  na p o w ie rz c h n i c ia ła . N ie c o  

o d m ie n n e  p o d e jś c ie  za s to sow ano  w  p rz y p a d k u  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j, g d z ie  z a ło żo n o , że 

id e n ty f ik a c ji  p o d le g a ją  p a ra m e try  c h a ra k te ry z u ją c e  w a ru n e k  b rz e g o w y  trz e c ie g o  ro d z a ju , 

a w ię c  lic z b a  B io ta  i  te m p e ra tu ra  p ły n u  [2 5 ] .  P rz y k ła d y  ro z w ią z a n ia  ta k  s fo rm u ło w a n e g o  

o d w ro tn e g o  za g a d n ie n ia  g ra n ic z n e g o  p rz e d s ta w io n o  w  ro z d z ia le  4 .2 .2 .

R o zw ią za n ie  ka żd ego  p ro b le m u  n a le ży  ro zp o czyn a ć  od  s fo rm u ło w a n ia  m o d e lu  m a tem a­

tyczn e g o  ro z p a try w a n e g o  p ro ce su . M o d e l ten  n a le ży  p rz e k s z ta łc ić  d o  po s ta c i ró w n a n ia  stanu 

(4 .1 1 )  lu b  (4 .1 8 ) ,  p r z y  c z y m  w s z y s tk ie  po d le g a ją ce  id e n ty f ik a c ji  w ie lk o ś c i m uszą  b yć  

e le m e n ta m i w e k to ra  z m ie n n y c h  s tanu . P ro ce d u ra  ta  je s t p ros ta , g d y  id e n ty f ik a c ji  po d lega  

w y łą c z n ie  p o le  te m p e ra tu ry . W  ta k im  b o w ie m  p rz y p a d k u  d y s k re tn y  m o d e l p o la  te m p e ra tu ry , 

da n y  np . za le żn o śc ią  (1 .1 ) ,  je s t zarazem  w p ro s t ró w n a n ie m  stanu. O d m ie n n a  sy tua c ja  

w y s tę p u je , g d y  id e n ty f ik a c j i  p o d le g a ją  ró w n ie ż  in n e  p a ra m e try  p ro ce su , ja k  n p . w ie lk o ś c i 

ch a ra k te ry z u ją c e  w a ru n k i b rz e g o w e  c z y  p a ra m e try  te rm o fiz y c z n e  c ia ła . W  ta k ich  

p rz y p a d ka ch  ko n ie c z n e  je s t  p rze k s z ta łc e n ie  m o d e lu  d ys k re tn e g o  (1 .1 )  d o  po s tac i ró w n a n ia  

stanu o ra z  ro zsze rze n ie  w e k to ra  n ie w ia d o m y c h  w ie lk o ś c i o  d o d a tk o w e  id e n ty f ik o w a n e  

p a ra m e try . P o n a d to  u z y s k u je  s ię  za z w y c z a j w  ta k ic h  sy tu a c ja ch  n ie l in io w e  s fo rm u ło w a n ie  

ró w n a n ia  s tanu (p rz y  c z y m  ty p  n ie lin io w o ś c i z a le ży  od  ro d z a ju  ro z p a try w a n e g o  p ro b le m u ).

W  na s tępn ym  e ta p ie  n a le ży  u tw o rz y ć  r ó w n a n ie  w y jś ć  ( (4 .3 )  lu b  (4 .1 9 ) )  ok reś la jące  

za le żn o śc i p o m ię d z y  w ie lk o ś c ia m i m ie rz o n y m i a z m ie n n y m i s tanu. P ro b le m  ten  sp row adza  

się  d o  w y z n a c z e n ia  m a c ie rz y  w s k a ź n ik o w e j H  w ys tę p u ją ce j w  ró w n a n ia c h  (4 .3 )  i (4 .1 9 ) .

S fo rm u ło w a n ie  p ro b le m u  k o ń c z y  o sza co w a n ie  p o c z ą tk o w y c h  w a rto ś c i z m ie n n y c h  stanu 

y „  o ra z  e le m e n tó w  d ia g o n a ln y c h  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji G 0. P rz y  sza co w a n iu  ty c h  w ie lk o ś c i 

n a le ży  k ie ro w a ć  s ię  ty m i s a m y m i p rz e s ła n k a m i ja k  w  p rz y p a d k u  ro zsze rzon e j w e rs ji 

ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  (p a trz  ro z d z ia ł 3 .1 .3 ) .
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4.2.1. Identyfikacja nieustalonych pól temperatury

Jak ju ż  w s p o m n ia n o , n a jb a rd z ie j k la syczn e  za s to sow an ie  m e to d y  f i l t r a c j i  w  p ro b le m a ty c e  

za g adn ie ń  o d w ro tn y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  d o ty c z y  id e n ty f ik a c ji  n ie u s ta lo n e g o  p o la  

te m p e ra tu ry  w  c ie le , g d y  n ie  je s t  zn a n y  w a ru n e k  p o c z ą tk o w y , a znane są w y n ik i  p o m ia ru  

te m p e ra tu ry  w  w y b ra n y c h  p u n k ta c h  na p o w ie rz c h n i lu b  w e w n ą trz  c ia ła . W  p ra k ty c e  sy tu a c ja  

taka  d o ty c z y  np . w y z n a c z e n ia  p o la  te m p e ra tu ry  w  n a g rze w a n ych  w  p ie cu  w le w k a c h , g d y  n ie  

je s t  zn a n y  ro z k ła d  te m p e ra tu ry  w le w k ó w  w  m o m e n c ie  z a ła d o w a n ia  d o  p ie ca . In n y m  in te re ­

s u ją c y m  p ro b le m e m  b a d a w c z y m  (c h o ć  n ie  b ę d ą cym  p rz e d m io te m  n in ie js z e j ro z p ra w y )  je s t 

tu  p ro b le m  id e n ty f ik a c ji  te m p e ra tu ry  i p o ło ż e n ia  g ra n ic y  fa z y  w  zag adn ie n iach  ze zm ia n ą  fa zy  

(p ro b le m y  h u tn ic z e , m ro ż e n ie  i ro z m ra ż a n ie  p ro d u k tó w  ż y w n o ś c io w y c h  i tp . ) .W  da lsze j 

k o le jn o ś c i p rz e d s ta w io n o  p rz y k ła d y  za s to sow an ia  m e to d y  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j do  

id e n ty f ik a c ji  n ie u s ta lo n e g o  p o la  te m p e ra tu ry  w  obszarach  je d n o -  i d w u w y m ia ro w y c h .

P ie rw s z y  z  p rz y k ła d ó w  d o ty c z y  id e n ty ­

f ik a c j i  n ie u s ta lo n e g o  p o la  te m p e ra tu ry  w  

p ły c ie  je d n o w y m ia ro w e j ( ry s u n e k  4 .1 ) .  T e n  

sam  p ro b le m  zo s ta ł ro z w ią z a n y  za p o m o cą  

m e to d y  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o , a  w y n i­

k i  z a p re ze n to w a n o  w  ro z d z ia le  3 .2 .1 .

P rz y k ła d  ten  w y k o rz y s ta n o  w  c e lu  p o ró w ­

nan ia  e fe k ty w n o ś c i a lg o ry tm ó w  i w y n ik ó w  

u z yska n ych  za p o m o c ą  o b y d w u  m e to d . R y s . 4 .1 . P o d z ia ł  r ó ż n ic o w y  p ły t y

P rz y ję to  id e n ty c z n e  dane d o  o b lic z e ń  ja k  pjg_ 4 . 1, D is c r e t iz a t io n  o f  th e  p ia n e  w a l i  

w  p rz y p a d k u  s to s o w a n ia  ra c h u n k u  w y ró w ­

na w cze go : p o c z ą tk o w a  (n ie zn a n a ) te m p e ra tu ra  w  p ły c ie  je s t  w y ró w n a n a  i w y n o s i T 0 = y 0 =  1, 

te m p e ra tu ra  p ły n u  Tp l= 0 , a  l ic z b a  B io ta  c h a ra k te ry z u ją c a  w a ru n e k  b rz e g o w y  w y n o s i B i= 0 .5 .  

P rz y ję to , że d o k o n u je  s ię p o m ia ru  te m p e ra tu ry  w  je d n y m  ty lk o  p u n k c ie  p o ło ż o n y m  na 

p o w ie rz c h n i p ły ty  (w ę z e ł n r  5 ) .  D o k ła d n ą  o d p o w ie d ź  te m p e ra tu ro w ą  za k łó c a n o  lo s o w o  (za  

p o m o cą  z a le żn o śc i (2 .2 ) )  b łę d e m  5 = 0 .0 1 .  D o  o b lic z e ń  p rz y ję to  następu jące  o sza cow an ie  

w a ru n k u  p o c z ą tk o w e g o  y0 i  m a c ie rz y  k o w a r ia n c ji G „: y i0= Q .1 5 ,  G M = 0 .5 . T a k  p rz y ję te  

o sza co w a n ie  je s t  w ię c  d o ść  o d le g łe  o d  w a r to ś c i d o k ła d n y c h .

P o d o b n ie  ja k  w  p rz y p a d k u  za s to sow an ia  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  (p a trz  ro z d z ia ł 3 .2 .1 )  

ro z w ią z a n ie  za d a n ia  ro z p o c z y n a  s ię  o d  s fo rm u ło w a n ia  ró w n a ń  m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  p o la  

te m p e ra tu ry  w  w ę z ła c h  p ły ty .  Z a s to s o w a n ie  na  p rz y k ła d  m e to d y  b ila n s ó w  e le m e n ta rn ych  

p ro w a d z i na w s tę p ie  d o  n a s tę p u ją cych  ró w n a ń  te m p e ra tu ry  w  w ę z ła ch  p ły ty :

1 2 3 4 5 T . ( t )

1 X
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^  = d*>r* + W *

7 7  =  ^ i r i +  d 2 2 T 2 +  d 2 3 T l  ( 4  2 7 )

dTi _ . T , T ^
^ 5 4  4 + 55 5 "Ys

g d z ie  75 je s t  w s p ó łc z y n n ik ie m  u w z g lę d n ia ją c y m  w p ły w  w a ru n k u  b rze g o w e g o .

W  p rz e c iw ie ń s tw ie  d o  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  u tw o rz e n ie  ró w n a n ia  s tanu (4 .1 1 )  n ie  

w y m a g a  p ra k ty c z n ie  ża d n ych  tra n s fo rm a c ji u k ła d u  (4 .2 7 ) . N a le ż y  ty lk o  p rz e p ro w a d z ić  

d y s k re ty z a c ję  p o c h o d n y c h  w y s tę p u ją c y c h  p o  le w e j s tro n ie  ró w n a ń  (4 .2 7 ) .  W  n a jp ro s tszym  

p rz y p a d k u  m o żna  zas to sow ać schem at ja w n y ,  co  p ro w a d z i d o  ró w n a n ia  stanu w  po s tac i:

1 = O  + ^ l | ) 7 'l , *  + d l2^2.k

=  d 2\ T \ J i  +  ( 1  +  d 2 2 ^ 2 , k  +  d 2 i ^ i . k

V .  = d * J »  + (1  + d » ) T u  + d M TĄk (4 .2 8 )

^ 4 , / t . l  =  ^ 4 3  \ k  +  (  * +  dv) T*.k +  ^ 4 5  ^ 5 .*

^5,*»1 =  d S* ^ 4 ,*  +  (   ̂ +  ^ 5 5 )  ^ 5 ,k +  CS,k

g d z ie  k  oznacza  ro z p a try w a n ą  c h w ilę  czasu. Z a s to so w a n ie  schem atu  ja w n e g o  n ie  je s t  je d n a k  

za lecane ze w z g lę d u  na  k o n ie czn o ść  k o n tro l i  do p u szcza ln e g o  k ro k u  czasu ze w z g lę d u  na 

f iz y c z n ą  p o p ra w n o ś ć  ró w n a ń  (4 .2 8 )  [5 4 ].  Z a s to so w a n ie  schem atu  n ie ja w n e g o  p ro w a d z i 

n a to m ia s t d o  ró w n a n ia  w  p o s ta c i, k tó ra  n ie  m o że  b y ć  b e zp o ś re d n io  w y k o rz y s ta n a  ja k o  

ró w n a n ie  s tan u , tz n . :

D T h l  = T t  + c ,  (4 -2 9 )

R ó w n a n ie  (4 .2 9 )  m o żn a  p rz e k s z ta łc ić  w  p ro s ty  sposób d o  ró w n a n ia  s tanu (4 .1 1 )  

id e n ty c z n ie  ja k  w  p rz y p a d k u  s to so w a n ia  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  (ro z d z ia ł 3 .2 .1 ) .  

O sta teczn ie  u z y s k u je  s ię  ró w n a n ie  s tanu w  po s ta c i (4 .1 1 ) ,  g d z ie  y * +1 = T ł+ l  o ra z  y t = T ^ .

W  p o ró w n a n iu  z  m e todą  ra ch u n u  w y ró w n a w c z e g o  w y p ro w a d z e n ie  ró w n a n ia  s tanu je s t 

p ros tsze  a n iż e li w y p ro w a d z e n ie  ró w n a n ia  w a ru n k ó w  (3 .5 3 ) .  W  p rz y p a d k u  m e to d y  f i l t r a c j i  

n ie  je s t b o w ie m  k o n ie c z n e  ro z d z ie la n ie  z m ie n n y c h  na d w ie  g ru p y  w ie lk o ś c i:  m ie rz o n y c h  i 

n ie w ia d o m y c h , a c o  za  ty m  id z ie  - n ie  je s t  k o n ie czn e  d z ie le n ie  m a c ie rz y  w s p ó łc z y n n ik ó w  D  

na d w ie  p o d m a c ie rz e  A  i  B .
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W  c h w i l i  czasu k + 1 d o k o n u je  s ię  p o m ia ru  te m p e ra tu ry  w  w y b ra n y c h  w ę z ła c h  p ły ty .  

W  a n a liz o w a n y m  p rz y k ła d z ie  je s t  to  w ę z e ł n r  5 , tz n . T i  t+ ]  = x Sił+1. R ó w n a n ie  w y jś ć  w y ra ż a  

s ię  z a le żn o śc ią  (4 .3 ) .  M a c ie rz  w s k a ź n ik o w a  H  m a w  a n a liz o w a n y m  p rz y k ła d z ie  postać :

H  = [ 0 , 0 , 0 , 0 ,  l ]  ( 4 ' 30 )

W y n ik i  o b lic z e ń  u z y s k a n y c h  za p o m o c ą  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j ( l in io w a  w e rs ja  a lg o ry tm u ) 

o ra z  za p o m o c ą  ro zsze rzo n e g o  a lg o ry tm u  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  ze s ta w io n o  w  ta b lic y  

4 .1 . P rz y ję to  k r o k  c a łk o w a n ia  p o  czas ie  A F o = 0 . 1. D la  o b y d w u  a lg o ry tm ó w  zastosow ano  

id e n tyczn ą  s e k w e n c ję  z a k łó c a n ia  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j.

T a b lic a  4 .1

W y n ik i  id e n ty f ik a c ji  te m p e ra tu ry  w  p ły c ie

T e m p e ra tu ra  7',, T , o d c h y le n ie  s ta n d a rd o w e  St

F o
W a rto ś ć M e to d a  f i l t r a c j i M e to d a  ra c h u n k u

d o k ła d n a d y n a m ic z n e j w y ró w n a w c z e g o

7 'i(F o )
f , ( F o ) S f U  F o ) S j

0 .0 1 .0 0 0 0 .7 5 0 0 .5 0 0 0 .8 6 3 0 .4 5 9

0 .1 0 .9 8 8 0 .8 3 6 0 .2 4 8 0 .9 4 5 0 .1 2 5

0 .2 0 .9 6 5 0 .9 2 6 0 .1 2 0 0 .9 4 8 0 .0 5 8

0 .3 0 .9 3 5 0 .9 2 5 0 .0 6 4 0 .9 2 8 0 .0 3 6
0 .4 0 .9 0 2 0 .8 9 4 0 .0 3 8 0 .8 9 6 0 .0 2 7

0 .5 0 .8 6 7 0 .8 6 7 0 .0 2 6 0 .8 6 5 0 .0 2 3

0 .6 0 .8 3 2 0 .8 3 0 0 .0 2 0 0 .8 3 2 0 .0 2 0

Z  a n a liz y  re z u lta tó w  o b lic z e n io w y c h  w y n ik a , że w  o b y d w u  p rz y p a d k a c h  u zyska no  

za d o w a la ją cą  ja k o ś ć  e s ty m a c ji.  D la  p ie rw s z y c h  k i lk u  k ro k ó w  czasu w y n ik i  id e n ty f ik a c ji  

uzyska ne  za p o m o c ą  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  są d o k ła d n ie js z e  a n iż e li u zyska ne  za po m o cą  

f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j. W y n ik a  to  z fa k tu ,  że w  ty m  p ie rw s z y m  p rz y p a d k u  d o  e s ty m a c ji 

w y k o rz y s ta n o  in fo rm a c je  p o m ia ro w e  po chodzą ce  z w s z y s tk ic h  a n a liz o w a n y c h  k ro k ó w  czasu. 

W  p rz y p a d k u  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j e s ty m a c ji d o k o n u je  s ię z k ro k u  na k ro k  czasu , a w ię c  

w  t ry b ie  o n  l in e ,  w y k o rz y s tu ją c  je d n o ra z o w o  in fo rm a c je  p o m ia ro w e  z  je d n e g o , b ieżą cego  

k ro k u  czasu. K o le jn e  o ce n y  są c o ra z  to  d o k ła d n ie js z e  i d la  czasu F o  w ię k s z e g o  od  0 .4  w y n ik i  

e s ty m a c ji są ju ż  d la  o b y d w u  m e to d  p ra k ty c z n ie  ta k ie  sam e. W ię k s z a  d o k ła d n o ść  e s ty m a c ji 

os ią g n ię ta  w  w y n ik u  za s to so w a n ia  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  je s t  je d n a k  o k u p io n a  b a rd z ie j 

s k o m p lik o w a n ą  s tru k tu rą  ró w n a ń  w ię z ó w  (3 .4 7 ) .
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Z e  w z g lę d u  na w z g lę d n ą  p ro s to tę  a lg o ry tm u  o b lic z e ń  m e toda  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j nadaje 

się szcze g ó ln ie  d o b rz e  d o  id e n ty f ik a c ji  te m p e ra tu ry  w  obszarach  w ie lo w y m ia ro w y c h . Is to tn y  

je s t też  fa k t ,  że  m e to d a  n ie  na rzuca  ża d n ych  o g ra n ic z e ń  co  d o  u s y tu o w a n ia  p u n k tó w  

p o m ia ro w y c h , c o  m a  is to tn e  zna czen ie  p rz y  ro z w ią z y w a n iu  p ro b le m ó w  p ra k ty c z n y c h .

K o le jn y  p rz e d s ta w io n y  p rz y k ła d  d o ty c z y  id e n ty f ik a c ji  p o la  te m p e ra tu ry  w  obszarze 

d w u w y m ia ro w y m  (p rę t  z w a ru n k a m i b rz e g o w y m i trze c ie g o  ro d z a ju ) . G e o m e tr ię  p rę ta  i je g o  

p o d z ia ł ró ż n ic o w y  p rz e d s ta w io n o  na ry s u n k u  4 .2 .

Biy = 1

13 l 14 15 16

CO o 11 12
► ! ° o

5 ! 6 7 8
• o o

1 ! 2 3 4

W

1 X

R ys . 4 .2 .  G e o m e tr ia  p r ę ta  d w u w y m ia ro w e g o  

F ig . 4 .2 .  G e o m e try  o f t h e  2 D  d o m a in

W  p rę c ie  w y o d rę b n io n o  16 w ę z łó w , p rz y  c z y m  ze w z g lę d u  na s y m e tr ię  w a ru n k ó w  b rze g o ­

w y c h  d o  ro z w a ż a ń  p rz y ję to  ty lk o  ć w ia r tk ę  p rę ta . P o czą tko w a  (n ie zn a n a ) te m p e ra tu ra  w  

p rę c ie  je s t  w y ró w n a n a  i  w y n o s i T 0= y 0= 0 .  W a ru n k i b rze g o w e  na p o w ie rz c h n i p ły ty  są 

następu jące : lic z b a  B io ta  B i =  1 o ra z  te m p e ra tu ra  p ły n u  7 ^ = 1 .  P rz y ję to , że p o le  te m p e ra tu ry  

w  p rę c ie  w y z n a c z a  s ię  na p o d s ta w ie  p o m ia ru  te m p e ra tu ry  w  je d n y m  ty lk o  p u n k c ie : w  ś ro d ku  

p rę ta  (w ę ze ł 1) lu b  na p o w ie rz c h n i p rę ta  (w ę z e ł 13 ). P rz y ję to  b a rd zo  n ie d o k ła d n e  oszaco­

w a n ie  w ie lk o ś c i p o c z ą tk o w y c h  y 0 i G 0: y J0=  1, G M = 4 . O d p o w ie d ź  te m p e ra tu ro w ą  za k łó ca n o  

lo s o w o  b łę d e m  o  w a rto ś c i 5 = 0 .0 1  i  0 .0 5 . T a k  p rz y ję te  za ło że n ia  s ta w ia ją  dość os tre  

w y m a g a n ia  p rze d  m e todą  ro z w ią z a n ia  p ro b le m u . W y n ik i  id e n ty f ik a c ji  te m p e ra tu ry  w  p rę c ie  

p rz e d s ta w io n o  na ry s u n k a c h  4 .3  i 4 .4  (p o m ia r  w  w ę ź le  1) i  4 .5 ,  4 .6  (p o m ia r  w  w ę ź le  13).
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IH

R ys . 4 .3 .  E s ty m a c ja  te m p e ra tu r y  w  w ę ź le  n r  1 

F ig . 4 .3 .  E s t im a t io n  o f t h e  te m p e ra tu re  a t  n o d e  1

R ys . 4 .4 .  E s ty m a c ja  te m p e ra tu r y  w  w ę ź le  n r  1 

F ig .  4 .4 .  E s t im a t io n  o f t h e  te m p e ra tu re  a t  n o d e  1
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R ys . 4 .5 .  E s ty m a c ja  te m p e ra tu ry  w  w ę ź le  n r  11  

F ig . 4 .5 .  E s t im a t io n  o f t h e  te m p e ra tu re  a t  n o d e  11

R ys . 4 .6 .  E s ty m a c ja  te m p e ra tu ry  w  w ę ź le  n r  11  

F ig . 4 .6 .  E s t im a t io n  o f t h e  te m p e ra tu re  a t  n o d e  11
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P rze d s ta w io n e  w y n ik i  d o ty c z ą  ty c h  w ę z łó w , w  k tó ry c h  w y n ik i  e s ty m a c ji te m p e ra tu ry  są 

je d n y m i z n a jg o rs z y c h : w ę z e ł 1 (ry s u n e k  4 .3  i  4 .4 )  o ra z  w ę ze ł 11 (ry s u n e k  4 .5  i 4 .6 ) .  L in ią  

c ią g łą  p rz e d s ta w io n o  ro z w ią z a n ie  d o k ła d n e . W e  w s z y s tk ic h  p rz y p a d k a c h  uzyska no  

za d o w a la ją c ą  zb ie ż n o ś ć  i  d o k ła d n o ś ć  e s ty m a c ji te m p e ra tu ry . O b sza r z a c ie n io w a n y  

p rz e d s ta w ia  p rz e d z ia ł [ T - S ^ T + S t ] ,  g d z ie  ST je s t  o d c h y le n ie m  s ta n d a rd o w y m  e s ty m a ty  T . 

O bsza r ten  re p re z e n tu je  w ię c  ocenę  s ta tys tyczn a  w y n ik ó w  o b lic z e ń . Z  ry s u n k ó w  w y n ik a ,  że 

ju ż  p o  trze ch  k ro k a c h  czasu u z y s k u je  s ię  ro z w ią z a n ie  b lis k ie  d o k ła d n e g o , p o m im o  ba rd zo  

z łe g o  o sza co w a n ia  w a r to ś c i p o c z ą tk o w y c h  i w y k o rz y s ty w a n ia  in fo rm a c ji p o m ia ro w y c h  z 

je d n e g o  ty lk o  p u n k tu . W ie lk o ś ć  z a k łó c e n ia  5 m a w p ły w  na d o k ła d n o ść  p ro ce su  f i l t r a c j i ,  lecz 

n a w e t d la  s to s u n k o w o  d u ż e j w a r to ś c i 6 = 0 .0 5  ( r y s u n e k  4 .4  i 4 .6 )  w y n ik i  e s ty m a c ji są 

za d o w a la ją ce . P o d o b n ie  p o z y ty w n e  re z u lta ty  za s to sow an ia  m e to d y  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j do 

id e n ty f ik a c ji  n ie u s ta lo n y c h  p ó l te m p e ra tu ry  u zyska n o  ró w n ie ż  w  in n y c h  p rz y p a d k a c h , np. 

p r z y  id e n ty f ik a c j i  t ró jw y m ia ro w y c h  p ó l te m p e ra tu ry  [6 2 ].

4.2.2. Identyfikacja temperatury i warunków brzegowych

R o z w ią z a n ie  g ra n ic z n e g o  za g a d n ie n ia  o d w ro tn e g o  p o le g a  na je d n o cze sn e j id e n ty f ik a c ji  

te m p e ra tu ry  w  c ie le  i w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h . N ie z n a n y  w a ru n e k  b rz e g o w y  na p o w ie rz c h n i 

c ia ła  m oże  b y ć  id e n ty f ik o w a n y  bą d ź  w p ro s t ja k o  z m ie n n y  w  czas ie  s tru m ie ń  c ie p ła  ( ta k ie  

p o d e jśc ie  za s to so w a n o  p rz y  id e n ty f ik a c ji  za p o m o cą  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  -  ro z d z ia ł 3 ), 

bądź p o p rz e z  id e n ty f ik a c ję  l ic z b y  B io ta  B i,  k tó ra  c h a ra k te ry z u je  w a ru n e k  b rz e g o w y  trz e c ie g o  

ro d z a ju . T o  d ru g ie  p o d e jś c ie  je s t  je d n a k  m o ż liw e  ty lk o  w te d y , g d y  te m p e ra tu ra  p ły n u  Tpl je s t 

zadana lu b  je s t  znana  ja k o  w y n ik  p o m ia ru . W  ta k ie j s y tu a c ji w y n ik i  m o gą  b y ć  b o w ie m  

d o k ła d n ie js z e  a n iż e li w  p rz y p a d k u  b e zp o ś re d n ie j e s ty m a c ji s tru m ie n ia  c ie p ła  na b rz e g u  c ia ła .

M e to d a  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j m oże  b y ć  o c z y w iś c ie  s toso w ana  d o  ro z w ią z a n ia  o d w ro tn y c h  

zag adn ie ń  g ra n ic z n y c h  s fo rm u ło w a n y c h  na p o d s ta w ie  o b y d w u  p rz e d s ta w io n y c h  pode jść . 

W  n in ie js z y m  ro z d z ia le  p rz e d s ta w io n o  w y łą c z n ie  re z u lta ty  zas to sow an ia  m e to d y  f i l t r a c j i  do  

id e n ty f ik a c ji  te m p e ra tu ry  i w a ru n k u  b rz e g o w e g o  trz e c ie g o  ro d z a ju . Jak w y k a z a ły  b o w ie m  

p rz e p ro w a d z o n e  b a d a n ia , za s to so w a n ie  m e to d y  f i l t r a c j i  d o  id e n ty f ik a c ji  s tru m ie n ia  c ie p ła  na 

b rze g u  c ia ła  d a je  id e n ty c z n e  w y n ik i  ja k  e s tym a c ja  za p o m o cą  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  

w  u ję c iu  s e k w e n c y jn y m , tz n . z  k ro k u  na k ro k  czasu (u z g a d n ia n ie  z  w y k o rz y s ta n ie m  

in fo rm a c ji p o m ia ro w y c h  z  je d n e g o  ty lk o  k ro k u  czasu ).

D a le j p rz e d s ta w io n o  je d y n ie  re z u lta ty  za s to so w a n ia  m e to d y  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j d o  

je d n o cze sn e j id e n ty f ik a c j i  p o la  te m p e ra tu ry  i l ic z b y  B io ta  na p o w ie rz c h n i c ia ła  (na 

p rz y k ła d z ie  p rę ta  d w u w y m ia ro w e g o ) .  R e z u lta ty  badań  d o ty c z ą c y c h  te g o  za g a d n ie n ia  są 

szcze g ó ło w o  p rz e d s ta w io n e  w  p ra c y  [2 5 ].
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W  p rz y p a d k u  je d n o cze sn e j id e n ty f ik a c ji  te m p e ra tu ry  i w a ru n k u  b rz e g o w e g o  trze c ie g o  

ro d za ju  n ie  je s t  m o ż liw y  o p is  p ro b le m u  w  po s ta c i l in io w e g o  ró w n a n ia  s tanu . W  p e w n ych  

ró w n a n ia ch  m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  w y s tę p u ją  b o w ie m  ilo c z y n y  te m p e ra tu ry  na p o w ie rz c h n i 

c ia ła  i  l ic z b y  B io ta  (c o  w y n ik a  z  u w z g lę d n ie n ia  w a ru n k u  b rz e g o w e g o ). L ic z b a  ró w n a ń  

d ysk re tn e g o  m o d e lu  p o la  te m p e ra tu ry  je s t  ró w n a  lic z b ie  n ie w ia d o m y c h  te m p e ra tu r 

w ę z ło w y c h . M o d e l m u s i b y ć  w ię c  u z u p e łn io n y  o  d o d a tk o w e  ró w n a n ia  w  ilo ś c i ró w n e j lic z b ie  

d o d a tk o w y c h , p o d le g a ją c y c h  id e n ty f ik a c ji  w ie lk o ś c i b rz e g o w y c h . W  n a jp ro s tszym  p rz y p a d k u , 

g d y  b ra k  je s t  ja k ic h k o lw ie k  in fo rm a c ji o d n o ś n ie  d o  p rze b ie g u  z m ia n  np . l ic z b y  B io ta , 

d o d a tk o w e  ró w n a n ia  m o g ą  m ie ć  następu jącą  pos tać :

B i* . ,  = » i *  (4 -3 1 )

O s ta te czn ie  u z y s k u je m y  o p is  p rocesu  w  po s ta c i n ie lin io w e g o  ró w n a n ia  stanu (4 .1 8 )  i do  

ro z w ią z a n ia  p ro b le m u  k o n ie c z n e  je s t  zas to sow an ie  a lg o ry tm u  f i l t r u  n ie l in io w e g o  (ro z d z ia ł 

4 .1 .2 ) .  Z  za s to so w a n ie m  f i l t r u  n ie lin io w e g o  w ią ż e  s ię  ko n ie czn o ść  w yzn a c z e n ia  p o chodn e j 

n ie l in io w e j fu n k c j i  p rz e jś c ia  F ł+1Jt(y k,k )  w z g lę d e m  ro zsze rzo n e g o  o  w ie lk o ś c i b rze g o w e  

w e k to ra  z m ie n n y c h  s tanu y k. R ó ż n ic z k o w a n ie  to  d a je  w  e fe k c ie  m a c ie rz  o  po s tac i:

(4 .3 2 )

g d z ie  je s t  m a c ie rz ą  k w a d ra to w a  o  ro z m ia ra c h  n  ■ n  (n  je s t  lic z b ą  te m p e ra tu r

w ę z ło w y c h ) ,  D  je s t  m a c ie rz ą  p ro s to k ą tn ą  o  ro z m ia ra c h  d - n  ( d  je s t  lic z b ą  d o d a tk o w y c h , 

id e n ty f ik o w a n y c h  w ie lk o ś c i b rz e g o w y c h ), a  I  je s t  m a c ie rzą  je d n o s tk o w ą  o  ro z m ia ra c h  d  d .  

M a c ie rz  $ k + lk  p o w s ta je  w  w y n ik u  ró ż n ic z k o w a n ia  fu n k c ji  p rz e jś c ia  F t+1 k w z g lę d e m  tem pe ­

ra tu r  w ę z ło w y c h , a m a c ie rz  D *+ i w  w y n ik u  ró ż n ic z k o w a n ia  fu n k c ji  F *+1, k w z g lę d e m  id e n ty f i­

ko w a n y c h  w ie lk o ś c i b rz e g o w y c h .

Jako p rz y k ła d  ro z p a trz o n o  p ro b le m  id e n ty f ik a c ji  w a ru n k u  b rz e g o w e g o  i n ie u s ta lo n e g o  p o la  

te m p e ra tu ry  w  p rę c ie  d w u w y m ia ro w y m  (ry s u n e k  4 .2 ) .  P rz y ję to  id e n tyczn e  za ło że n ia  ja k  

w  p rz y k ła d z ie  a n a liz o w a n y m  w  ro z d z ia le  4 .2 .1 .  P rz y jm u je  s ię  p o n a d to , że lic z b a  B io ta  

ch a ra k te ry z u ją c a  w a ru n e k  b rz e g o w y  na p o w ie rz c h n i p rę ta  n ie  je s t  znana i p o d le g a  id e n ty ­

f ik a c j i .  P rz y ję to  następu jące  p o c z ą tk o w e  osza co w a n ia  id e n ty f ik o w a n y c h  w ie lk o ś c i:  lic z b a  

B io ta  B io = 0 .5 ,  w a r ia n c ja  G Bi0= 2 2, p o c z ą tk o w a  te m p e ra tu ra  w  p rę c ie  T 0= y 0 = 0 .1 ,  G yO= 0 .1 2. 

R ze czyw is te  w a r to ś c i w y n o s z ą  o d p o w ie d n io : B i =  1, T 0= 0 .  Z a ło ż o n o , że  id e n ty f ik a c ję  

p rz e p ro w a d z a  s ię  na  p o d s ta w ie  w y n ik ó w  p o m ia ru  te m p e ra tu ry  w  je d n y m  ty lk o  p u n k c ie  

u s y tu o w a n y m  w  ś ro d k u  p rę ta  (w ę z e ł 1 ). O d p o w ie d ź  te m p e ra tu ro w ą  z a k łó ca n o  lo s o w o  b łędem
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0  w a rto ś c i m a k s y m a ln e j 5 = 0 .0 1  i 0 .0 5 . W y n ik i  e s ty m a c ji l ic z b y  B io ta  d la  d w ó c h  ró ż n y c h  

w a rto ś c i 5 i d la  k ro k u  p ró b k o w a n ia  A F o = 0 . 1 p o ka za n o  na ry s u n k a c h  4 .7  i 4 .8 .  W  o b y d w u  

p rz y p a d k a c h  p roces  e s ty m a c ji je s t  z b ie ż n y  d o  ro z w ią z a n ia  d o k ła d n e g o . U z y s k u je  s ię  ró w n ie ż  

z a d o w a la ją cą  d o k ła d n o ś ć  e s ty m a c ji m ie rz o n a  w ie lk o ś c ią  o d c h y le n ia  s ta n d a rd o w e g o  SBi 

u z yska n ych  oce n  (o b sza r z a c ie n io w a n y  na ry su n ka ch  p rz e d s ta w ia  ro z rz u t s ta ty s ty c z n y  oce ny  

B i) .  D la  z a k łó c e n ia  5 = 0 .0 1  u z y ska n o  b a rd z o  du ża  d o k ła d n o ś ć  id e n ty f ik a c ji  l ic z b y  B io ta . D la  

z a k łó c e n ia  5 = 0 .0 5  w y n ik i  sa ju ż  m n ie j d o k ła d n e , le cz  na p o d k re ś le n ie  za s łu g u je  fa k t ,  że 

p roces  f i l t r a c j i  je s t  z b ie ż n y  d o  ro z w ią z a n ia  d o k ła d n e g o .

Jeszcze lepsza  d o k ła d n o ś ć  m a ja  w y n ik i  e s ty m a c ji te m p e ra tu ry  w  p rę c ie . N a  ry su n ka ch  4 .9

1 4 .1 0  p rz e d s ta w io n o  w y n ik i  id e n ty f ik a c ji  te m p e ra tu ry  w  w ę ź le  11. D o k ła d n o ś ć  e s ty m a c ji je s t 

b a rd zo  d u ża  (n a w e t d la  z a k łó c e n ia  5 = 0 .0 5 ) ,  p o m im o  że w a ru n e k  b rz e g o w y  je s t  o sza cow any  

z m n ie js z a  d o k ła d n o ś c ią . P ra w id ło w o ś ć  tę  o b s e rw o w a n o  ró w n ie ż  w  p rz y p a d k u  s toso w an ia  

ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  (p a trz  ro z d z ia ł 3 .2 .2 ) .

O s ią g n ię tą  d o k ła d n o ś ć  e s ty m a c ji n a le ży  uznać za b a rd zo  d o b ra  z w a ż y w s z y  ró w n ie ż  fa k t ,  

że id e n ty f ik a c je  o p a rto  w y łą c z n ie  na o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j d o tyczą ce j je d n e g o  ty lk o  

p u n k tu  p o m ia ro w e g o  (u s y tu o w a n e g o  zresz tą  b a rd z o  n ie k o rz y s tn ie  z  p u n k tu  w id z e n ia  

d o k ła d n o ś c i e s ty m a c ji l ic z b y  B io ta ) . Z w ię k s z e n ie  l ic z b y  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h , badź ich  

p rz e s u n ię c ie  w  k ie ru n k u  b rz e g u  p ły ty  p rz y c z y n ia  s ię  d o  z w ię k s z e n ia  d o k ła d n o ś c i e s ty m a c ji.
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PQ
5  1.0 
o

£
cd
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0.5

B i
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B i  tSLi

X 1
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R ys . 4 .8 .  E s ty m a c ja  l ic z b y  B io ta  

F ig . 4 .8 .  E s t im a t io n  o f t h e  B io t  n u m b e r

R ys . 4 .9 .  E s ty m a c ja  te m p e ra tu ry  w  w ę ź le  n r  11  

F ig .  4 .9 .  E s t im a t io n  o f t h e  te m p e ra tu re  a t  n o d e  11
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O. 0.25 0.5 0.75 „  1.0Fo
R ys . 4 .1 0 . E s ty m a c ja  te m p e ra tu r y  w  w ę ź le  n r  11  

F ig . 4 .1 0 . E s t im a t io n  o f  th e  te m p e ra tu r e  a t  n o d e  11

4.3. Wnioski

P rze p ro w a d z o n e  a n a liz y  i te s ty  n u m e ry c z n e  w y k a z a ły ,  że m e toda  s ta ty s ty c z n ie  o p ty m a ln e j 

f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j (m e to d a  f i l t r u  K a lm a n a ) je s t  e fe k ty w n y m  n a rzę d z ie m  ro z w ią z y w a n ia  

p e w n e j k la s y  za g a d n ie ń  o d w ro tn y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła . W  p ra c y  m e todę  f i l t r a c j i  

zas to sow ano  z  p o w o d z e n ie m  d o  ro z w ią z y w a n ia  p ro b le m ó w  id e n ty f ik a c ji  p ó l te m p e ra tu ry  i 

w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h . P o d o b n ie  ja k  w  p rz y p a d k u  m e to d y  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  m e toda  

da je  w p ro s t ocenę  s ta ty s ty c z n ą  w y n ik ó w  e s ty m a c ji,  co  je s t  je j  n ie w ą tp liw ą  za le tą . A lg o ry tm  

m e to d y  je s t  b a rd z o  z w a r ty ,  e fe k ty w n y  w  re a liz a c ji n u m e ry c z n e j i -  c o  za s łu g u je  na 

p o d k re ś le n ie  - id e n ty c z n y  d la  za g adn ie ń  je d n o -  i w ie lo w y m ia ro w y c h .  M e to d a  n ie  na rzuca 

ró w n ie ż  ż a d n ych  o g ra n ic z e ń  w  d o b o rz e  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h . A lg o ry tm  f i l t r a c j i  nada je  się 

szcze g ó ln ie  d o b rz e  d o  a n a liz y  p ro c e s ó w  w  tz w . c z a s ie  rz e c z y w is ty m  (w  t r y b ie  o n  l in e ) ,  gd yż  

w y k o rz y s ty w a n e  są in fo rm a c je  p o m ia ro w e  p o chodzą ce  w y łą c z n ie  z  b ie żą ce j c h w i l i  czasu.

W a ru n k ie m  s to s o w a n ia  m e to d y  je s t  o p is  m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  p ro ce su  w  po s tac i 

ró w n a n ia  s ta n u , w  k tó r y m  w y s tę p u je  fu n k c ja  p rz e jś c ia  ( lu b  m a c ie rz  p rz e jś c ia ). T e g o  ty p u
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ró w n a n ia  w y s tę p u ją  na p rz y k ła d  p rz y  o p is ie  p ro ce só w  n ie u s ta lo n ych . M o ż liw e  je s t  je d n a k  

ró w n ie ż  (c h o c ia ż  w  n ie co  sz tu czn e j p o s ta c i) s fo rm u ło w a n ie  ró w n a ń  stanu d la  p ro ce só w  

us ta lonych  ro z w ią z y w a n y c h  w  sposób ite ra c y jn y .

B adan ia  w y k a z a ły ,  że m e toda  je s t  s ta b iln a  w  dość d u ż y m  p rz e d z ia le  zm ie n n o ś c i k ro k u  

czasu A F o  (o d  A F o = 0 .5  d o  A F o = 2 .0 )  i in te n s y w n o ś c i w y m ia n y  c ie p ła  na b rze g u  c ia ła  

sch a ra k te ryzo w a n e j w ie lk o ś c ią  l ic z b y  B io ta  (o d  B i= 0 .5  d o  B i = 4 ) .  C z u ło ś ć  m e to d y  na 

za k łó ce n ia  p o m ia ro w e  je s t  p o ró w n y w a ln a  z in n y m i m e to d a m i (n p . ra c h u n k ie m  w y ró w ­

n a w czym  c z y  m e to d ą  s ze re g ó w  p o c h o d n y c h ).

M e to d a  f i l t r a c j i  m oże  b y ć  s tosow ana  d o  ro z w ią z y w a n ia  zag adn ie ń  l in io w y c h  i n ie lin io w y c h  

s fo rm u ło w a n y c h  z a ró w n o  a n a lity c z n ie , ja k  i d y s k re tn ie . Z a k re s  zas tosow ań  m e to d y  n ie  

o g ra n icza  się ty lk o  d o  p re z e n to w a n y c h  p ro b le m ó w  g ra n ic z n y c h . M o ż liw e  je s t także 

s toso w an ie  m e to d y  d o  ro z w ią z y w a n ia  ta k ic h  zag adn ie ń , ja k  id e n ty f ik a c ja  p a ra m e tró w  te rm o f i-  

zyczn ych  c ia ła  c z y  id e n ty f ik a c ja  p ó l te m p e ra tu ry  w  zag adn ie n iach  ze z m ia n ą  fa z y .

N a le ż y  tu  ta kże  p o d k re ś lić , że m e toda  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j i m e toda  ra ch u n ku  

w y ró w n a w c z e g o  (w  w e rs j i  ro z sze rzo n e j) s ta n o w ią  w  is to c ie  b a rd zo  z b liż o n e  na rzędz ie  

ro z w ią z y w a n ia  p ro b le m ó w  id e n ty f ik a c ji .  O b y d w ie  m e to d y  ba zu ją  na p o d o b n y c h  za łożen iach  

i na leżą d o  je d n e j g ru p y  m e to d  s ta tys tyczn ie  o p ty m a ln y c h . F i l t ra c ja  d y n a m ic z n a  n ie  je s t na 

p e w n o  m e toda  ta k  o g ó ln ą  ja k  ra ch u n e k  w y ró w n a w c z y , lecz  w  w ie lu  p rz y p a d ka ch  je s t 

p ros tsza  i b a rd z ie j e fe k ty w n a  w  re a liz a c ji n u m e ry c z n e j.



5. Zastosowanie metody dyskretnej 
transform acji spektralnej

M e to d a  d y s k re tn e j tra n s fo rm a c ji s p e k tra ln e j (zw a n a  d a le j m e toda  D T S ) je s t  w  zasadzie 

m e toda  ro z w ią z y w a n ia  u k ła d ó w  ró w n a ń  ró ż n ic z k o w y c h  l in io w y c h ,  k tó re  m o g ą  b y ć  zap isane 

w  następu ją ce j o g ó ln e j p o s ta c i:

L  T ( r , r )  = A T ( r , r )  + b ( r , r )  ( 5 - 1)

g d z ie  L  je s t  p e w n y m  o p e ra to re m  ró ż n ic z k o w y m . Is to ta  m e to d y  D T S  p o le g a  na tra n s fo rm a c ji 

w y jś c io w e g o  u k ła d u  ró w n a ń  ró ż n ic z k o w y c h  d o  n o w e j ba zy  na p o d s ta w ie  w id m a  (s p e k tru m ) 

d y s k re tn e g o  o p e ra to ra  A  [1 0 ] .  S p e k tru m  o p e ra to ra  d y s k re tn e g o  A  tw o rz ą  w a rto ś c i w ła sn e  /3, 

o ra z  w e k to ry  w ła sn e  w , o p e ra to ra  A .  S tąd też  w  p u b lik a c ja c h  a n g lo sa sk ich  sp o tka ć  s ię  m ożna  

z  na zw ą : m e to d a  w a r t o ś c i  w ła s n y c h  -  d is c r e te  e ig e n v a lu e  m e th o d .  D a lsze  ro z w ią z a n ie  

p rze b ie g a  w  sposób  c h a ra k te ry s ty c z n y  d la  m e to d  p o le g a ją c y c h  na p e w n e j tra n s fo rm a c ji 

za g a d n ie n ia  w y jś c io w e g o : nas tępu je  ro z w ią z a n ie  w  d z ie d z in ie  t ra n s fo rm a ty  (o  w ie le  p ros tsze  

n iż  w  d z ie d z in ie  o r y g in a łu )  i re tra n s fo rm a c ja  ro z w ią z a n ia  d o  d z ie d z in y  o ry g in a łu .

In te re s u ją c y m  w a lo re m  m e to d y  D T S  je s t to , że u m o ż liw ia  o n a  m ię d z y  in n y m i u z y s k iw a n ie  

ro z w ią z a n ia  p ro b le m ó w  w  p o s ta c i c ią g ło -d y s k re tn e j.  N a  p rz y k ła d  d la  za g a d n ie ń  n ie u s ta lo n y c h  

m o żna  u zyska ć  ro z w ią z a n ie  c ią g łe  ze w z g lę d u  na czas i je d n o cze śn ie  d y s k re tn e  ze w z g lę d u  

na ob sza r ro z w ią z a n ia , tz n . na s ia tce  w ę z łó w  w y n ik a ją c e j z  p o d z ia łu  ró ż n ic o w e g o  

a n a liz o w a n e g o  o b sza ru . P o z w a la  to  u zy s k a ć  ro z w ią z a n ie  d la  d o w o ln e j c h w i l i  czasu bez 

p o trz e b y  w y k o n y w a n ia  o b lic z e ń  d la  p o p rz e d n ic h  c h w il czasu (u n ik a  s ię  k ro c z e n ia  p o  czas ie ). 

P ona d to  u z y s k u je  s ię  z a z w y c z a j znaczne  zw ię k s z e n ie  d o k ła d n o ś c i o b lic z e ń  w  s tosu nku  do  

p o d e jś c ia  c z y s to  d y s k re tn e g o  [5 7 ] .  T a  b a rd z o  in te re su ją ca  za le ta  m e to d y  D T S  id z ie  je d n a k  

w  pa rze  z  p e w n ą  n ie d o g o d n o ś c ią , ja k ą  je s t  s to s u n k o w o  w y s o k i k o sz t n u m e ry c z n y  m e to d y  

w y n ik a ją c y  z k o n ie c z n o ś c i ro z w ią z a n ia  d y s k re tn e g o  za g a d n ie n ia  w ła sn e g o . S tąd też  s to p ie ń  

za in te re s o w a n ia  s to s o w a n ie m  m e to d y  D T S  je s t  ś c iś le  z w ią z a n y  z  ro z w o je m  k o m p u te ro w e j 

te c h n ik i o b lic z e n io w e j,  k tó ra  u m o ż l iw iła  ro z w ią z y w a n ie  zag adn ie ń  o  d u że j l ic z b ie  s to p n i 

s w o b o d y . Jednak  i w c z e ś n ie j w y k o rz y s ty w a n o  tra n s fo rm a c ję  s p e k tra ln ą  d o  a n a liz y
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d y s k re tn y c h  u k ła d ó w  d rg a ją c y c h  (n p . p ro b le m  d rg a ń  w ła s n y c h  i rezonansu [7 3 ])  lu b  

zag adn ie n ia  a u to m a ty k i i  s te ro w a n ia  [3 4 ].

M e to d ę  D T S  s to su je  s ię  ta kże  z  p o w o d z e n ie m  d o  ro z w ią z y w a n ia  za g adn ie ń  b rz e g o w y c h  

p rz e w o d ze n ia  c ie p ła . W ią ż e  s ię  to  z  fa k te m , że s toso w an ie  m e to d y  D T S  d la  zagadn ień  

o p is y w a n y c h  ró ż n ic z k o w y m  o p e ra to re m  sa m o sp rzę żo n ym , ja k im  je s t  na p rz y k ła d  o p e ra to r 

L a p la c e ’ a  V 2, je s t  z n a czn ie  p ro s tsze  a n iż e li w  p rz y p a d k u  o p e ra to ra  p o z b a w io n e g o  te j cech y

[4 8 ].  P ro b le m o w i s to s o w a n ia  m e to d y  D T S  d o  ro z w ią z y w a n ia  s fo rm u ło w a n y c h  d y s k re tn ie  

zagadn ień  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  p o św ię co n e  są na p rz y k ła d  prace  [2 6 ] , [3 8 ] , [4 0 ] , [4 1 ] , [4 2 ] ,

[4 5 ] , [4 9 ] , [5 3 ] .  Z  u w a g i na sw e  w ła ś c iw o ś c i m e toda  D T S  nada je  s ię  szcze g ó ln ie  d o  

w yzn a cza n ia  s z y b k o z m ie n n y c h  lu b  p e r io d y c z n y c h  p ó l te m p e ra tu ry , np . [5 ] , [1 7 ] .

N a le ż y  tu  także  w sp o m n ie ć , 

że m e toda  tra n s fo rm a c ji spek­

tra ln y c h  b y ła  ju ż  o d  d a w n a  s to ­

sow ana  d o  a n a lity c z n e g o  ro z ­

w ią z y w a n ia  ró żn e g o  ro d za ju  

zag adn ie ń  m a te m a tyczn e j f iz y ­

k i ,  a w  ty m  ró w n ie ż  zagadn ień  

b rz e g o w y c h  p rze w o d z e n ia  c ie ­

p ła . W  te j d z ie d z in ie  p ro b le ­

m ó w  je s t ona  na jczę śc ie j na­

zyw a n a  m e todą  skoń czo n ych  

p rze ksz ta łce ń  c a łk o w y c h  (F in ite  

In te g ra l T ra n s fo rm a tio n  [8 ] ) .

R ys. 5 .1 .  G e o m e tr ia  o d w r o tn e g o  z a g a d n ie n ia  g ra n ic z n e g o  T a k  ja k  zde cydow an a  w ię -

F ig .  5 .1 .  G e o m e try  o f  a n  in v e rs e  b o u n d a r y  p r o b le m  kszość m e to d  a n a lity c z n y c h

m e toda  ta  m oże b y ć  stosow ana

je d n a k  ty lk o  d o  ro z w ią z y w a n ia  s to s u n k o w o  p ro s ty c h  p ro b le m ó w . U w a g a  ta d o ty c z y

s z cze g ó ln ie  k s z ta łtu  o b sza ru  ro z w ią z a n ia .

T ra n s fo rm a c ja  za g a d n ie n ia  b rz e g o w e g o  d o  p rz e s trze n i g e n e ro w a n e j p rze z  w e k to ry  w łasne  

o p e ra to ra  d y s k re tn e g o  s ta n o w i także  n a rzę d z ie  d o  ro z w ią z y w a n ia  p e w n e j k la s y  zagadn ień  

o d w ro tn y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła . W  p ra c y  [6 3 ] p rz e d s ta w io n o  np . k o n ce p c ję  w y k o rz y s ta n ia  

tra n s fo rm a c ji s p e k tra ln e j d o  z m n ie js z e n ia  s to p n i s w o b o d y  zag a d n ie n ia  o d w ro tn e g o .

P ro p o n o w a n e  w  n in ie js z e j p ra c y  p o d e jśc ie  o p ie ra  s ię  na w y k o rz y s ta n iu  d y s k re tn e j tra ns­

fo rm a c ji s p e k tra ln e j d o  ro z w ią z a n ia  d y s k re tn e g o  g ra n iczn e g o  zadan ia  o d w ro tn e g o  w  p o łą ­

c z e n iu  z  k o n c e p c ją  m e to d y  s z e re g ó w  p o c h o d n y c h  [7 ] ,  [2 0 ] ,  [2 1 ].  O p ra c o w a n y  a lg o ry tm  zasto­

sow an o  z p o w o d z e n ie m  d o  ro z w ią z a n ia  g ra n ic z n y c h  zadań o d w ro tn y c h  z a ró w n o  je d n o -J a k  

i d w u w y m ia ro w y c h  [2 3 ] , [2 4 ] , [5 1 ] .

q s C 0
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B ędące p rz e d m io te m  ro z w a ż a ń  o d w ro tn e  zag a d n ie n ie  g ra n ic z n e  sp ro w a d za  s ię  w ię c  do 

id e n ty f ik a c ji  n ie u s ta lo n e g o  p o la  te m p e ra tu ry  w  a n a liz o w a n y m  obszarze  i je s t  następu jąco  

s fo rm u ło w a n e .

N ie c h  b ę d z ie  d a n y  p e w ie n  o b sza r Q o g ra n ic z o n y  k o n tu re m  T  ( ry s u n e k  5 .1 . ) .  K o n tu r  T  

m oże  b y ć  rz e c z y w is ty m  b rz e g ie m  c ia ła  lu b  m oże  b y ć  w  d o w o ln y  sposób w y o d rę b n io n y  

w e w n ą trz  ob sza ru  0 .  P o s z u k u je m y  z m ie n n e g o  w  czas ie  ro z k ła d u  te m p e ra tu ry  w  w ę z ła ch  

p o d z ia łu  ró ż n ic o w e g o  w e w n ą trz  k o n tu ru  T  p r z y  n a s tę p u ją cych  za ło że n ia ch :

•  n ie  je s t  zn a n y  w a ru n e k  p o c z ą tk o w y  w e w n ą trz  ob sza ru  f l ,

•  n ie  są znane w a ru n k i b rz e g o w e  na k o n tu rz e  r ,

•  znany jest przebieg temperatury Ts(t), tzn. odpowiedź temperaturowa w wybranych 
/ punktach na konturze T,

•  ro z w ią z u je  s ię  z a g a d n ie n ie  w e w n ę trz n e ,  tz n . id e n ty f ik a c ji  p o d le g a  w y łą c z n ie  po le  

te m p e ra tu ry  w e w n ą trz  k o n tu ru  I \

P rze d s ta w io n e  z a ło ż e n ia  sp ro w a d z a ją  p ro b le m  d o  ro z w ią z a n ia  za g a d n ie n ia  b rze g o w e g o  

w  obszarze  0  z w a ru n k a m i b rz e g o w y m i p ie rw s z e g o  ( lu b  d ru g ie g o ) ro d z a ju  za d a n y m i na 

b rze g u  T . Z a g a d n ie n ie  je s t  o c z y w iś c ie  o d w ro tn e , b o w ie m  w  d a ls z y m  c ią g u  n ie  je s t  znany 

w a ru n e k  p o c z ą tk o w y .

R o z w ią z a n ie  ta k  s fo rm u ło w a n e g o  za g a d n ie n ia  o d w ro tn e g o  z w y k o rz y s ta n ie m  d ysk re tn e j 

tra n s fo rm a c ji s p e k tra ln e j i k o n c e p c ji sze re g ó w  p o c h o d n y c h  p rz e d s ta w io n o  w  ro z d z ia le  5 .2 . 

W  ro z d z ia le  5 .1  p rz e d s ta w io n o  p o d s ta w o w e  w ia d o m o ś c i d o tyczą ce  te o r i i  m e to d y  D T S  i je j  

s to so w a n ia  d o  ro z w ią z y w a n ia  za g adn ie ń  b rz e g o w y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła .

5.1 . Podstawy metody dyskretnej transformacji spektralnej

Z a ło ż e n ia  i p o d s ta w o w e  e le m e n ty  m e to d y  D T S  zostaną p rz e d s ta w io n e  na k o n k re tn y m  

p rz y k ła d z ie  ro z w ią z a n ia  k la s y c z n e g o  za g a d n ie n ia  b rz e g o w e g o  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  

w  d o m k n ię ty m  ob sza rze  0  o g ra n ic z o n y m  b rz e g ie m  F . Z a g a d n ie n ie  to  o p isa n o  ró w n a n ie m  

F o u r ie ra -K irc h h o f fa  w  p o s ta c i:

i M i l l  = v 27 1 (F ,t) + q v( 7 ,  x )  (5 .2 )
a  d t

R ó w n a n ie  (5 .2 )  je s t  u z u p e łn io n e  ró w n a n ia m i w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  na b rze g u  T  o raz  

w a ru n k ie m  p o c z ą tk o w y m . P rz y jm u je m y  p rz y  ty m , że ro z p a try w a n e  za g a d n ie n ie  je s t  l in io w e . 

Je że li d o  d y s k re ty z a c ji o p e ra to ra  L a p la c e ’ a w ys tę p u ją ce g o  w  ró w n a n iu  (5 .2 )  zastosu je  s ię 

je d n ą  z  m e to d  ró ż n ic o w y c h  (n a  p rz y k ła d  m e todę  e le m e n tu  sko ń czo n e g o  M E S  lu b  b ila n s ó w
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e le m e n ta rn ych  M B E )  o p a rtą  na s ia tce  N  w ę z łó w , to  p o le  te m p e ra tu ry  w  w ę z ła ch  ob szaru  0  

je s t op isane  n a s tę p u ją cym  ró w n a n ie m  m a c ie rz o w y m :

c  d T ( r )  =  A T ( r )  + b ( r )  (5 .3)

d r

g d z ie  A  je s t  tz w . m a c ie rz ą  p r z e w o d n o ś c i,  C  je s t m a c ie rz ą  p o je m n o ś c i  (za zw ycza j 

d ia g o n a ln ą ), T  je s t  w e k to re m  te m p e ra tu r w ę z ło w y c h , a b  je s t  w e k to re m  w s p ó łc z y n n ik ó w  

w y n ik a ją c y c h  z  u w z g lę d n ie n ia  w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  i c z ło n ó w  ź ró d ło w y c h . M a c ie rz  A  je s t 

o p e ra to re m  d y s k re tn y m  p o w s ta ły m  z  d y s k re ty z a c ji c ią g łe g o  ró ż n ic z k o w e g o  op e ra to ra  

L a p la c e ’ a. O p e ra to r L a p la c e ’ a n a le ży  d o  k la s y  o p e ra to ró w  sa m o sp rzę żo n ych , k tó re  sp e łn ia ją  

w a ru n e k  [ 10] :

|  u ( r ) L [ v ( r ) ] d T  = |  v ( j r ) L [ u ( r ) ] d T  (5 .4 )

g d z ie  u ( r ) ,  v ( r )  są d w ie m a  d o w o ln y m i fu n k c ja m i n a le żą cym i d o  d z ie d z in y  o p e ra to ra  L .

D y s k re ty z a c ja  o p e ra to ra  sam osp rzę żone go  p o w in n a  p ro w a d z ić  d o  u zyska n ia  o p e ra to ra  

d y s k re tn e g o  o  a n a lo g ic z n y c h  w ła sn o śc ia ch : a w ię c  d o  m a c ie rz y  s y m e try c z n e j [1 0 ] .  W iększość  

m e tod  d y s k re tn y c h  s to so w a n ych  d o  ro z w ią z y w a n ia  zag adn ie ń  p rze w o d z e n ia  c ie p ła , ja k  na 

p rz y k ła d  M R S , M B E  c z y  M E S  (z  w y ją tk ie m  u ję c ia  b ila n s o w e g o ), p ro w a d z i d o  u tw o rz e n ia  

s y m e try c z n y c h  o p e ra to ró w  d y s k re tn y c h  (m a c ie rz y  A ) .  Jest to  is to tn a  za le ta , g d y ż  s tosow an ie  

m e to d y  D T S  d la  za g a d n ie ń  z  s y m e try c z n y m i o p e ra to ra m i d y s k re tn y m i je s t zn a czn ie  prostsze 

n iż  w  p rz y p a d k u  o p e ra to ró w  n ie s y m e try c z n y c h .

S p ro w a d ze n ie  ro z p a try w a n e g o  zag a d n ie n ia  d o  ró w n a n ia  m a c ie rzo w e g o  ty p u  (5 .1 ) ,  ja k  na 

p rz y k ła d  d o  ró w n a n ia  (5 .3)  o p isu ją ce g o  n ieu s ta lon e  p o le  te m p e ra tu ry , je s t  w s tę p n y m  etapem  

s to so w a n ia  m e to d y  D T S . R ó w n a n ie  ty p u  (5 .1 )  m oże s ię  ró ż n ić  ro d z a je m  op e ra to ra  

ró ż n ic z k o w e g o  w y s tę p u ją c e g o  p o  le w e j s tro n ie  ró w n a n ia , a le  p o  p ra w e j s tro n ie  m u s i p o ja w ić  

s ię  w y ra ż e n ie  będące ilo c z y n e m  w e k to ra  w a rto ś c i fu n k c j i  w  w ę z ła ch  p o d z ia łu  ró ż n ic o w e g o  

i o p e ra to ra  d y s k re tn e g o  (m a c ie rz y )  c h a ra k te rys tyczn e g o  d la  danego zagadn ie n ia .

U k ła d  ró w n a ń  ró ż n ic z k o w y c h  (5 .1 )  za w ie ra  N  ró w n a ń , p rz y  c z y m  N  je s t  lic z b ą  za zw ycza j 

na ty le  d u żą , że a n a lity c z n e  ro z w ią z a n ie  u k ła d u  z zas to sow an ie m  k la s y c z n y c h  m e tod  a n a liz y  

m a te m a tyczn e j je s t  n ie m o ż liw e . C e le m  s to so w a n ia  m e to d y  D T S  je s t ta ka  tra n s fo rm a c ja  

u k ła d u  (5 . 1) ,  w  w y n ik u  k tó re j o tr z y m u je  s ię  u k ła d  n ie za le żn ych  ró w n a ń  ró ż n ic z k o w y c h  

w  d z ie d z in ie  tra n s fo rm a ty . R o z w ią z a n ie  ty c h  ró w n a ń  je s t  ju ż  z a zw ycza j b a rd zo  pros te  

i w y m a g a  s to so w a n ia  e le m e n ta rn y c h  m e tod  a n a lity c z n y c h .
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K o m p le tn a  p ro c e d u ra  p o s tę p o w a n ia  p ro w a d z ą c a  d o  ro z w ią z a n ia  za g a d n ie n ia  (5 .1 )  za 

p o m o c ą  m e to d y  D T S  p rz e d s ta w ia  s ię  na s tępu ją co  ( ry s u n e k  5 .2 . ) :

•  ro z w ią z a n ie  d y s k re tn e g o  za g a d n ie n ia  w ła sn e g o  w  c e lu  w yzn a c z e n ia  w a rto ś c i

w ła s n y c h  /8, i w e k to ró w  w ła s n y c h  w „

•  d ia g o n a liz a c ja  u k ła d u  (5 .1 )  o p a rta  na p rz e k s z ta łc e n iu  p o d o b ie ń s tw a ,

•  d y s k re tn a  tra n s fo rm a c ja  s p e k tra ln a  u k ła d u  (5 .1 ) ,

•  ro z w ią z a n ie  ró w n a ń  w  d z ie d z in ie  tra n s fo rm a ty ,

•  re tra n s fo rm a c ja  d o  d z ie d z in y  o ry g in a łu .

5.1.1. Dyskretne zagadnienie własne

D y s k re tn e  z a g a d n ie n ie  w ła sn e  je s t  op isa ne  ró w n a n ie m :

A W j = /3 ,w ( (5 .5 )

W y z n a c z e n ie  w a rto ś c i w ła s n y c h  /3, o ra z  w e k to ró w  w ła s n y c h  w , sp ro w a d za  s ię  do  

zn a le z ie n ia  n ie t ry w ia ln e g o  ro z w ią z a n ia  ró w n a n ia  m a c ie rz o w e g o :

( A  -  D ia g /S jw , = 0  (5 -6 )

g d z ie  D ia g /3  je s t  m a c ie rz ą  d ia g o n a ln ą , k tó ra  m a na g łó w n e j p rze ką tn e j w a rto ś c i w łasne  

m a c ie rz y  A .  R ó w n a n ie  (5 .6 )  m o że  m ie ć  ro z w ią z a n ie  n ie t ry w ia ln e  w  ; * 0  w te d y  i t y lk o  w te d y , 

g d y  m a c ie rz  (A -D ia g /3 )  je s t  o s o b liw a , tz n . rząd  te j m a c ie rz y  r  sp e łn ia  w a ru n e k  r < N  (g d z ie  

N  je s t  ro z m ia re m  m a c ie rz y  A ) .  W a r to ś c i w ła sn e  /3, (1 =  1 , 2 , . . . , # )  m a c ie rz y  A  są w ię c  

ro z w ią z a n ie m  ró w n a n ia :

d e t [ A  -  D ia g  P ] = 0  (5 -7 )

W e k to r  u tw o rz o n y  z  w s z y s tk ic h  w a rto ś c i w ła s n y c h  /3, n a z y w a n y  je s t  w id m e m  m a c ie rz y .  

D a n e j w a rto ś c i w ła s n e j /3, o d p o w ia d a  w e k to r  w ła s n y  w , s p e łn ia ją c y  ró w n a n ie  (5 .5 ) .  M a c ie rz  

k w a d ra to w a  W ,  k tó re j k o lu m n y  u tw o rz o n e  są p rze z  w e k to ry  w ła sn e  w ,, no s i na zw ę m a c ie rz y  

m o d a ln e j.
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Zagadnienie Wyjściowe

L  T = A T +b \
Transformacja

T = W *T ]
f D ia g o n a l iz a c ja

Dyskretne Zagadnienie I  /
W łasne

A  W; =  P, W,

i
f t , ,  W,

Zagadnienie Stransformowane

LT = Diag PT + b

Rozwiązanie w Dziedziniel 
Transformaty

Rozwiązanie w Dziedzinie 
Oryginału

R ys . 5 .2 .  R o z w ią z a n ia  z a g a d n ie n ia  b rz e g o w e g o  z a  p o m o c ą  m e to d y  D T S  

F ig . 5 .2 .  S o lu t io n  o f  th e  b o u n d a r y  p r o b le m  w i t h  th e  d is c re te  e ig e n v a lu e  m e th o d
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Je że li m a c ie rz  A  je s t  s y m e try c z n a , to  ro z w ią z a n ie  za g a d n ie n ia  w ła s n e g o  (5 .5 )  m a 

szczeg ó lne  ce c h y  (u p ra szcza ją ce  zn a czn ie  s to so w a n ie  m e to d y  D T S ). W  ta k im  p rz yp a d ku  

d o w o d z i s ię , że  [1 0 ] , [1 1 ] :

•  w s z y s tk ie  w a rto ś c i w ła sn e  są rz e c z y w is te ,

•  is tn ie je  zaw sze  N  n ie z a le ż n y c h  w e k to ró w  w ła s n y c h ,

•  zaw sze  is tn ie je  m o ż liw o ś ć  d ia g o n a l iz a c j i  m a c ie rz y  (p a trz  ro z d z ia ł 5 .1 .2 ) .

W y z n a c z e n ie  w a rto ś c i w ła s n y c h  i w e k to ró w  w ła s n y c h  je s t  n a jb a rd z ie j cza so ch ło n n ym

e le m e n te m  re a liz a c ji k o m p u te ro w e j m e to d y  D T S . W  o g ó ln y m  p rz y p a d k u  k o n ie czn e  je s t 

o b lic z e n ie  p e łn e g o  w id m a  m a c ie rz y  A ,  tzn . w s z y s tk ic h  w a rto ś c i w ła s n y c h  i w e k to ró w  

w ła s n y c h . C zas re a liz a c ji ty c h  o b lic z e ń  je s t  s to s u n k o w o  zn a czn y  n a w e t p rz y  zas to sow an iu  

n a jb a rd z ie j e fe k ty w n y c h  m e to d  ro z w ią z a n ia  z a g a d n ie n ia  w ła sn e g o  (5 .5 )  (n p . je s t  p rz y n a jm n ie j 

o  rzą d  w ię k s z y  o d  czasu n ie zb ę d n e g o  d o  ro z w ią z a n ia  u k ła d u  ró w n a ń  l in io w y c h ) .

W  lite ra tu rz e  sp o tka ć  m o żna  w ie le  a lg o ry tm ó w  s łu żą cych  d o  ro z w ią z a n ia  d ysk re tn e g o  

za g a d n ie n ia  w ła s n e g o , n p . [6 9 ] , [7 0 ] .  D o  n a je fe k ty w n ie js z y c h  m e to d  ro z w ią z y w a n ia  zag adn ie ń  

w ła s n y c h  d la  m a c ie rz y  s y m e try c z n y c h  n a le ży  m e to d a  Q R  i  Q L  [7 0 ] ,  s toso w ana  za zw ycza j 

w ra z  ze s p ro w a d z e n ie m  m a c ie rz y  A  d o  p o s ta c i t ró jp rz e k ą tn io w e j za  p o m o c ą  m e to d y  

H o u s e h o ld e ra .  T ę  w ła ś n ie  p ro c e d u rę  za s to sow ano  d o  ro z w ią z y w a n ia  o m a w ia n y c h  zagadn ień  

b rz e g o w y c h  z za s to so w a n ie m  m e to d y  D T S .

5.1.2. Diagonalizacja macierzy

W  m e to d z ie  D T S  p rz e k s z ta łc e n ie  u k ła d u  ró w n a ń  (ró ż n ic z k o w y c h )  w  u k ła d  ró w n a ń  n ieza ­

le żn ych  p rz e p ro w a d z a  s ię  w y k o rz y s tu ją c  d ia g o n a l iz a c ję  m a c ie rz y  (o p e ra to ra  d ysk re tn e g o ) 

A  [1 0 ].  W  w y n ik u  te g o  p rz e k s z ta łc e n ia  o p a rte g o  na m a c ie rz y  m o d a ln e j W  o trz y m u je  się m a­

c ie rz  d ia g o n a ln a  Diag/3, k tó ra  m a  na g łó w n e j p rz e k ą tn e j w a rto ś c i w ła sn e  /3, m a c ie rz y  A :

W " 1 W  A  = Diag 13

A

(5 .8 )

g d z ie  W '1 ozn acza  m a c ie rz  o d w ro tn ą  d o  m a c ie rz y  W .

W  p rz y p a d k u  o g ó ln y m , g d y  m a c ie rz  A  je s t  n ie s y m e try c z n a , to  je j  d ia g o n a liz a c ja  po c ią g a  

za sobą ko n ie c z n o ś ć  o b lic z a n ia  m a c ie rz y  o d w ro tn e j d o  m a c ie rz y  m o d a ln e j W 1, c o  zna czn ie
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w y d łu ż a  czas o b lic z e ń  (m o że  także  za is tn ie ć  sy tu a c ja , że m a c ie rz  W  je s t  o s o b liw a  

i d ia g o n a liz a c ja  n ie  je s t  m o ż liw a ) .  W a d y  te j n ie  m a ją  m a c ie rze  s y m e tryczn e . W e k to ry  w łasne  

i m a c ie rze  m o d a ln e  m a c ie rz y  s y m e try c z n y c h  w y k a z u ją  k i lk a  b a rd zo  is to tn y c h  cech [1 0 ] , [1 1 ] :

a ) W e k to ry  w ła sn e  m a c ie rz y  s y m e try c z n e j są o r to g o n a ln e ,  a o r to g o n a ln a  m a c ie rz  

m o d a ln a  W  sp e łn ia  w a ż n y  zw ią z e k :

co  ozn acza , że m a c ie rz  o d w ro tn a  d o  m a c ie rz y  m o d a ln e j je s t  ró w n a  tra n s p o z y c ji te j 

m a c ie rz y .

b ) D ia g o n a liz a c ja  m a c ie rz y  s y m e try c z n e j je s t  zaw sze m o ż liw a , tz n . za leżność (5 .8 )  

zaw sze  o b o w ią z u je .

5.1.3. Dyskretna transformacja spektralna

P rzeb ie g  d y s k re tn e j tra n s fo rm a c ji sp e k tra ln e j zos tan ie  p rz e d s ta w io n y  na p rz y k ła d z ie  u k ład u  

ró w n a ń  ró ż n ic z k o w y c h  (5 .3 )  o p is u ją c y c h  n ie u s ta lo n e  p o le  te m p e ra tu ry  w  p e w n y m  obszarze. 

R ó w n a n ie  (5 .3 )  je s t  u z u p e łn io n e  w a ru n k ie m  p o c z ą tk o w y m  w  po s tac i:

T ( 0 )  = T 0 (5 .Ю )

P rz y jm u je m y , że m a c ie rz  (o p e ra to r d y s k re tn y )  A  je s t  s y m e tryczn a  (co  n ie  zm n ie jsza  

o g ó ln o ś c i ro z w a ż a ń ) , a je j  w s p ó łc z y n n ik i są n ieza leżne  o d  czasu. F u n k c ja m i czasu m o gą  b yć  

na to m ia s t e le m e n ty  w e k to ra  b. D la  up ro szcze n ia  ro zw a ża ń  m o żna  też c h w ilo w o  p rz y ją ć , że 

m a c ie rz  p o je m n o ś c i c ie p ln y c h  С  je s t ró w n a  m a c ie rzy  je d n o s tk o w e j, tzn . C = I .  

P rze ksz ta łce n ie  p o z w a la ją c e  u zyska ć  je d n o s tk o w a  m a c ie rz  С  p rz e d s ta w io n o  w  ro z d z ia le  

5 .1 .4 .

W  w y n ik u  ro z w ią z a n ia  zag a d n ie n ia  w ła sn e g o  o trz y m u je m y  m a c ie rz  m o d a ln ą  W  o ra z  N  

w a rto ś c i w ła s n y c h  0 ,. W  c e lu  p rz e p ro w a d z e n ia  d ia g o n a liz a c ji u k ła d u  (5 .3 )  d o k o n u je  się 

tra n s fo rm a c ji w e k to ra  te m p e ra tu r w ę z ło w y c h  w y k o rz y s tu ją c  d o  teg o  ce lu  m a c ie rz  w e k to ró w  

w ła s n y c h  (m o d a ln ą ) W :

T  = W " ‘ T  -  tra n s fo rm a c ja

T  = W T  -  re tra n s fo rm a c ja

(5.11)
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Z  u w a g i na z a ło ż o n a  s y m e tr ię  m a c ie rz y  A  o b o w ią z u je  z w ią z e k  (5 .9 )  i stad o trz y m u je m y :

t  = W r T  (5 .1 2 )

g d z ie  W T o zn acza  tra n sp o n o w a n ą  po s tać  m a c ie rz y  W .  W  p o d o b n y  sposób d o k o n u je  się 

t ra n s fo rm a c ji w s z y s tk ic h  p o z o s ta ły c h  w e k to ró w , a w ię c  na p rz y k ła d  tra n s fo rm a c ji w a ru n k u  

p o c z ą tk o w e g o :

T0 = W r T 0 (5 .1 3 )

P o d s ta w ia ją c  za le żn o ść  (5 .1 1 )  d o  ró w n a n ia  (5 .3 )  o trz y m u je  się:

r f ( W f ( r ) )  = A W j ( r )  + b ( r )  (5 .1 4 )
d r

M n o ż ą c  le w o s tro n n ie  ró w n a n ie  (5 .1 4 )  p rze z  m a c ie rz  W '1 (o ra z  u w z g lę d n ia ją c  fa k t ,  że

e le m e n ty  m a c ie rz y  m o d a ln e j n ie  są fu n k c ja m i czasu) u z y s k u je m y :

W W  = W ' 1 A  W  T(t) + W ' 1 b ( r )  (5 -1 5 )
d r

W y k o rz y s tu ją c  z w ią z e k  W 1 W  =  I ,  g d z ie  I  je s t  m a c ie rz ą  je d n o s tk o w ą , o ra z  za leżność  (5 .1 2 )  

o trz y m u je  s ię :

—  = W ' 1 A W T ( r )  + W T b ( r )  (5 -1 6 )
d r

W y ra ż e n ie  W ‘ A W  d ia g o n a liz u je  m a c ie rz  A  (p a trz  ró w n a n ie  (5 .8 ) )  i w  z w ią z k u  z  ty m  

o trz y m u je m y  ró w n a n ie :

= D ia g i?  T  (t )  + b ( r )  ( 5 - 17)
d r

g d z ie  b ( r )  ozn acza , zg o d n ie  z  (5 .1 2 ) ,  tra n s fo rm a tę  w e k to ra  b ( r ) .

R ó w n a n ie  m a c ie rz o w e  (5 .1 7 )  je s t  u k ła d e m  ró w n a ń  ró ż n ic z k o w y c h  w  d z ie d z in ie  tra n s fo r­

m a ty  T ( r ) :
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‘E P -  = /J,f,(T) ♦ Bfi)
ar

dI^ L  = & N U r )  *  B N( r )

(5 .1 8 )

g d z ie :

B , ( t )  = W,r b ( r )  = 5 2  w s b j ( T )
(5 .1 9 )

y-i

K ażde  z ró w n a ń  u k ła d u  (5 .1 8 )  c a łk u je  s ię  d o łą cza ją c  w a ru n e k  p o c z ą tk o w y  / ) ( ( ) ) —7Łn —w (TT 0.

5.1.4. Rozwiązanie równań i retransformacja rozwiązania

K a żd e  z ró w n a ń  (5 .1 8 )  ro z w ią z u je  s ię  o d d z ie ln ie . W  a n a liz o w a n y m  p rz y p a d k u  ca łka  

o g ó ln a  da s ię  w y ra z ić  w  n a s tępu ją ce j, u w z g lę d n ia ją c e j z w ią z e k  (5 .1 9 ) ,  e le m e n ta rn e j postac i:

(5 .2 0 )

W  ce lu  w y z n a c z e n ia  ro z w ią z a n ia  szczeg ó lneg o  n a le ży  o b lic z y ć  c a łk i w ys tę p u ją ce  po  

p ra w e j s tro n ie  za le żn o śc i (5 .2 0 ) .  L ic z b a  ty c h  c a łe k  je s t  za zw ycza j n ie w ie lk a  z u w a g i na fa k t ,  

że w ię kszo ść  e le m e n tó w  w e k to ra  b  je s t  ró w n a  z e ro , a p o n a d to  n ie ze ro w e  e le m e n ty  są 

g ru p a m i je d n a k o w e , g d y ż  od n o szą  s ię  d o  b rze g u  z  ty m  sa m ym  w a ru n k ie m  b rz e g o w y m . T a  

sam a u w ag a  o d n o s i s ię  d o  ty c h  e le m e n tó w  w e k to ra  b , k tó re  p rze d s ta w ia ją  w p ły w  d z ia ła n ia  

ź ró d e ł c ie p ła . T a k  w ię c  os ta te czn ie  n a le ży  w y z n a c z y ć  n ie w ie lk ą  lic z b ę  c a łe k . C a łk i te 

w p ro w a d z a  s ię  d o  (5 .2 0 )  ja k o  znane fu n k c je  czasu </>tf( r ) :

4,.. = jfeP'(x-0bj(t)dt (5 .2 1 )

T a k  w ię c  ro z w ią z a n ie  szczeg ó lne  p rz y b ie ra  postać :
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W  = e “ ‘'  4 + E vt'̂ »(r) (5-22)y-l

O sta te czn ie  ro z w ią z a n ie  w s z y s tk ic h  ró w n a ń  u k ła d u  (5 .1 8 )  da  się zap isać w  postac i 

następu ją cego  w e k to ra :

ł ( r )  = D ia g ć Sr T 0 + u(t) (5 .2 3 )

g d z ie  D ia g  e^r je s t  m a c ie rzą  d ia g o n a ln a  z a w ie ra ją c a  na g łó w n e j p rz e k ą tn e j e le m e n ty  e e‘\  

a e le m e n ty  w e k to ra  u są o k re ś lo n e  za le żn o śc ią :

= E łv̂ j,(r) (5-24)
i -1

O sta teczne  ro z w ią z a n ie  p ro b le m u  (5 .3 )  u z y s k u je  s ię  p rze z  re tra n s fo rm a c ję  (5 .2 3 )  daną 

za le żn o śc ią  (5 .1 1 ) :

T ( t ) = w [ D i a g e tfTt 0 + u(r)] (5'25)

R ó w n a n ia  ty p u  (5 .2 5 )  n ie  są ro z b ie ż n e  d la  czasu r - * ° ° , b o w ie m  -  ja k  d o w o d z i s ię w  [2 4 ] - 

w s z y s tk ie  w a rto ś c i w ła sn e  a n a liz o w a n e j m a c ie rz y  A  s p e łn ia ją  w a ru n e k  /3, <  0 . M a c ie rz  A  

je s t  b o w ie m  n ie  ty lk o  s y m e try c z n a , a le  ró w n ie ż  u je m n ie  o k re ś lo n a .

R ó w n a n ie  (5 .2 5 )  w y p ro w a d z o n e  zo s ta ło  p rz y  z a ło ż e n iu , że m a c ie rz  p o je m n o ś c i c ie p ln y c h  

C  w y s tę p u ją ca  w  ró w n a n iu  (5 .3 )  je s t  m a c ie rzą  je d n o s tk o w ą . W  rz e c z y w is to ś c i ta k i 

p rz y p a d e k , a c z k o lw ie k  m o ż liw y  ( je d n a k o w e  p o je m n o ś c i c ie p ln e  w s z y s tk ic h  e le m e n tó w

ró ż n ic o w y c h ) ,  w y s tę p u je  ra cze j s p o ra d y c z n ie . U w z g lę d n ie n ie  fa k tu  C ^ O  p o le g a  na ta k im

p rz e k s z ta łc e n iu  w y jś c io w e g o  ró w n a n ia  (5 .3 ) ,  ab y  n ie  s tra c ić  s y m e tr ii o p e ra to ra

d ys k re tn e g o  A .  P rz e k s z ta łc e n ie  ta k ie  je s t  s to s u n k o w o  p ro s te , je ś l i  z a ło ż y m y , że m a c ie rz  C

je s t  m a c ie rzą  d ia g o n a ln a  (s y tu a c ja  taka  w y s tę p u je  w  w ię k s z o ś c i ro z w ią z y w a n y c h  p ro b le m ó w ).

W p ro w a d z a ją c  d o  ró w n a n ia  (5 .3 )  p rz e ksz ta łce n ie :

T = c V  (526)

o ra z  m n ożąc  to  ró w n a n ie  le w o s tro n n ie  p rz e z  C '1/2 o tr z y m u je m y :
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d T ' ( T). = A *  T * ( r )  + b ‘  ( r )  (5 -2 7 )
d r

gd z ie :

b * ( r ) = B ’ b (r) (52g)

1 1 
A *  = C  1 A C  3

D ia g o n a ln a  m a c ie rz  C m  z a w ie ra  na g łó w n e j p rze ką tn e j o d w ro tn o ś c i p ie rw ia s tk ó w  

k w a d ra to w y c h  z e le m e n tó w  C u. M a c ie rz  A *  p o zos ta je  s y m e tryczn a , g d y ż  z  u w a g i na 

d ia g o n a ln a  p o s tać  m a c ie rz y  C '1/2 p rz e ksz ta łce n ie  (5 .2 8 )  n ie  p o w o d u je  u tra ty  s y m e tr ii 

w y n ik o w e j m a c ie rz y  A * . O s ta teczn ie  w ię c  ro z w ią z a n ie  p ro b le m u  (5 .3 )  sp ro w a d za  się do  

ro z w ią z a n ia  ró w n a n ia  (5 .2 7 ) ,  z  ty m  ty lk o  że w a ru n e k  p o c z ą tk o w y  m a w  ty m  p rz y p a d k u

postać T 0* = C ' 1/JT 0 . R o z w ią z a n ie  (5 .2 5 )  n a le ży  p rz e k s z ta łc ić  o p ie ra ją c  s ię  na za leżn ośc i:

T M  •  T ' (5 .2 9 )

K

D o d a tk o w e  o p e ra c je  zw ią za n e  z  p rze ksz ta łce n ie m  (5 .2 6 ) są b a rd zo  p ros te  i n ie  zw iększa ją  

w  is to tn y  sposób czasu o b lic z e ń . W  za m ia n  za to  n ie  t ra c im y  s y m e tr ii o p e ra to ra  d ysk re tn e g o  

A ,  co  m a is to tn y  w p ły w  na zm n ie js z e n ie  ko sz tu  n u m e ryczn e g o  ro z w ią z a n ia .

5.2. Rozwiązanie odwrotnego zagadnienia granicznego

P rz e d m io te m  ro z w a ż a ń  je s t  ro z w ią z a n ie  d y sk re tn e g o  o d w ro tn e g o  zag a d n ie n ia  g ra n iczn e g o  

po le g a ją ce g o  na id e n ty f ik a c ji  n ie u s ta lo n e g o  p o la  te m p e ra tu ry  w  p e w n y m  obszarze  f l  (rysu n e k

5 .1 ) .  Z a k ła d a  s ię  p rz y  ty m , że n ie  są znane w a ru n k i b rze g o w e  na k o n tu rz e  T  o g ra n ic z a ją c y m  

obszar ro z w ią z a n ia  0  o ra z  że n ie  je s t zna ny  w a ru n e k  p o c z ą tk o w y  T 0. Z n ane  są na tom ias t 

p rz e b ie g i te m p e ra tu ry  w  w ę z ła ch  u lo k o w a n y c h  na b rze g u  T ,  tz n . znana je s t o d p o w ie d z  

te m p e ra tu ro w a  w  ty c h  p u n k ta c h . T a k  s fo rm u ło w a n e  d ysk re tn e  zag adn ie n ie  m oże b y ć  op isane 

ró ż n ic z k o w y m  ró w n a n ie m  m a c ie rz o w y m :

= A T ( t) + D T s(r)
d r

(5 .3 0 )
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g d z ie :

A  - o p e ra to r d y s k re tn y  (m a c ie rz  k w a d ra to w a  o  ro z m ia rz e  N * N ) ,

C  -  d ia g o n a ln a  m a c ie rz  p o je m n o ś c i c ie p ln y c h ,

D  -  d ia g o n a ln a  m a c ie rz  w s p ó łc z y n n ik ó w ,

T ( r )  -  w e k to r  n ie z n a n y c h  te m p e ra tu r w ę z ło w y c h ,

T s( t ) - w e k to r  z n a n ych  p rz e b ie g ó w  te m p e ra tu ry  lu b  s tru m ie n ia  c ie p ła  (o d p o w ie d ź  

te m p e ra tu ro w a ).

W e k to r  k o lu m n o w y  T s (o  d łu g o ś c i N )  z a w ie ra  l  n ie z e ro w y c h  e le m e n tó w , tzn . I  o d p o w ie d z i 

te m p e ra tu ro w y c h , i m a  na stępu jącą  po s tać :

1 »  = [. . 0  . . . 7 »  . . . 0  . . . T J t )  . . . 0  . . ] T (5 -3 1 )

Z  u w a g i na fa k t ,  że na b rze g u  ob sza ru  z a k ła d a m y  w y s tę p o w a n ie  w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  

w y łą c z n ie  p ie rw s z e g o  lu b  d ru g ie g o  ro d z a ju  ( te m p e ra tu ra  Ts(t) , lu b  s tru m ie ń  c ie p ła  qs(r)), 

m a c ie rz  w s p ó łc z y n n ik ó w  D  je s t  d ia g o n a ln a  i z a w ie ra  na g łó w n e j p rz e k ą tn e j sta łe 

w s p ó łc z y n n ik i.

W  p rz e c iw ie ń s tw ie  d o  k la s y c z n e g o , p ro s te g o  zag a d n ie n ia  b rz e g o w e g o , ró w n a n ie  (5 .3 0 )  

n ie  z a w ie ra  s k ła d n ik ó w  u w z g lę d n ia ją c y c h  w p ły w  rz e c z y w is ty c h  w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h . 

P ona d to  n ie  je s t  zn a n y  w a ru n e k  p o c z ą tk o w y  T 0.

D la  u p ro szcze n ia  w y w o d ó w  b ę d z ie  s ię  w  da lsze j k o le jn o ś c i ro zw a ża ć  za g a d n ie n ie , 

w  k tó r y m  p rz y jm u je  s ię  C  =  I ,  tz n . p rz y jm u je  s ię , że d ia g o n a ln a  m a c ie rz  p o je m n o śc i 

c ie p ln y c h  je s t  ró w n a  m a c ie rz y  je d n o s tk o w e j. Z a sady  tra n s fo rm a c ji u m o ż liw ia ją c e j w  p ro s ty  

sposób u w z g lę d n ie n ie  fa k tu  C  ^  I  p rz e d s ta w io n o  w  ro z d z ia le  5 .1 .4 .

W  p ie rw s z y m  e ta p ie  ro z w ią z a n ia  ta k  p o s ta w io n e g o  zag a d n ie n ia  g ra n ic z n e g o  d o k o n u je  się 

t ra n s fo rm a c ji s p e k tra ln e j ró w n a n ia  (5 .3 0 )  o p ie ra ją c  s ię na za le żn o śc i (5 .1 1 ) ,  a następn ie  

d o k o n u je  s ię  d ia g o n a liz a c ji m a c ie rz y  A .  Z a k ła d a m y  p rz y  ty m , że m a c ie rz  A  je s t  s y m e tryczn a  

(o b o w ią z u je  za le żn o ść  W  ^ W 7) .  W  w y n ik u  p rze p ro w a d z o n e j tra n s fo rm a c ji u k ła d u  ró w n a ń

(5 .3 0 )  o tr z y m u je m y  N  n ie z a le żn ych  ró w n a ń  ró ż n ic z k o w y c h  w  d z ie d z in ie  tra n s fo rm a ty  f ( r ) .

= Diag p T (t) + D T j(t ) (5-32)
di

g d z ie :

D iag /3  - d ia g o n a ln a  m a c ie rz  w a rto ś c i w ła s n y c h  m a c ie rz y  A ,

D = W rD,

W  - m a c ie rz  w e k to ró w  w ła s n y c h  m a c ie rz y  A .
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K ażde  ró w n a n ie  u k ła d u  (5 .3 2 )  m a  następu jącą  postać : 

dtt(r)
dr

= 0 , 7 »  h. ( D T j ( r ) ) ,  ; i  = 1 ,2  N (5 .3 3 )

g d z ie :

( D T 5(r)),. = Y .  D ,  7 , ( r )
i -1

(5 .3 4 )

S um a ta  z a w ie ra  je d y n ie  l  n ie z e ro w y c h  s k ła d n ik ó w , co  w y n ik a  z po s tac i w e k to ra  T s( r ) .  

C a łk a  o g ó ln a  ró w n a n ia  ró ż n ic z k o w e g o  (5 .3 3 )  je s t w y ra ż o n a  następu jącą  za leżn ośc ią :

m  = A f 0l ♦  e *  ( D , T Sj( t ) ) d t
•i i-i

(5 .3 5 )

g d z ie  f 0( = w [  T 0 .

W  p rz y p a d k u  p ro s te g o  zag a d n ie n ia  b rz e g o w e g o  ro z w ią z a n ie  p ro b le m u  p o le g a ło b y  na 

w yzn a c z e n iu  c a łe k  w y s tę p u ją c y c h  w  ró w n a n iu  (5 .3 5 )  i re tra n s fo rm a c ji (5 .2 5 ) .

W  p rz y p a d k u  za g a d n ie n ia  o d w ro tn e g o  p o s tę p o w a n ie  ta k ie  n ie  je s t m o ż liw e . U k ła d  ró w n a ń

(5 .3 5 ) z a w ie ra  o p ró c z  N  n ie zn a n ych  tra n s fo rm a t te m p e ra tu r w ę z ło w y c h  f ,  także  N  

tra n s fo rm a t Toi n iezn a n e g o  w a ru n k u  b rz e g o w e g o  T oi. Jedna z m o ż liw o ś c i ro z w ią z a n ia  zadania  

p o le ga  na ta k im  p rz e k s z ta łc e n iu  ró w n a ń  (5 .3 5 ) ,  ab y  w y e lim in o w a ć  z n ich  n iezn any  w a ru n e k  

p o c z ą tk o w y  (a  d o k ła d n ie , tra n s fo rm a tę  w a ru n k u  p o czą tko w e g o  f 0l). W  ty m  ce lu  w y k o rz y s tu je  

się k o n ce p c ję  m e to d y  sze re g ó w  p o ch o d n y c h  [7 ] , [ 2 1 ] , [ 2 3 ] , [ 2 4 ] .  W  ty m  p rz y p a d k u  e lim in a c ja  

w a ru n k u  p o c z ą tk o w e g o  o d b y w a  się kosz te m  w p ro w a d z e n ia  d o  ro z w ią z a n ia  d o d a tk o w y c h  

in fo rm a c ji:  w a rto ś c i p o c h o d n y c h  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j w z g lę d e m  czasu. Z g o d n ie  

z k o n ce p c ja  m e to d y  sze re g ó w  p o ch o d n y c h  e lim in a c ja  n ieznanego  w a ru n k u  p o czą tko w e g o  

p o le ga  na c a łk o w a n iu  p rze z  częśc i c a łk i w ys tę p u ją ce j w  ró w n a n iu  (5 .3 5 ) . P ie rw sze  

c a łk o w a n ie  d a je  w  w y n ik u :

f , ( r )  = e ^ T Qi *
i -1 (5 .3 6 )

♦ [ e " Y . (PuTsj (t))dt
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P o d o k o n a n iu  p rz e k s z ta łc e ń  o tr z y m u je  s ię :

N  N

T , ( t )  = e * T t m -  D J ^ t )  *  e 0' 7 D J J O )  *
j-i i-i

(5 .3 7 )

+ |  « * ' E  0 J ą \ t ) ) d t

g d z ie  1 $  o zn acza  p ie rw s z a  p o ch o d n ą  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j T SJ w z g lę d e m  czasu.

D o k o n u ją c  o p e ra c ji c a łk o w a n ia  p rz e z  częśc i n ie sko ń czo n ą  lic z b ę  ra z y  m o żna  p rz e k s z ta łc ić  

za leżn ość  (5 .3 5 )  d o  n a s tępu ją ce j p o s ta c i:

f , ( r )  -  e ^ T 0i -  E № ' ) w i : Ó j f ( r )  ♦

(5 .3 8 )

+ ^ T ^ T E ^ C f O )
*-0 jrn1

g d z ie  7 ^ ( t )  o zn acza  k - tą  p o c h o d n ą  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j T Sj( x )  w z g lę d e m  czasu.

Z n a k  p rz y b liż o n e j ró w n o ś c i w y s tę p u ją c y  w  za le żn o śc i (5 .3 8 )  w y n ik a  z  p o m in ię c ia  

następu ją cego  w y ra z u :

f i ( r )  = ( 0 , - T 0 j e - " £  0 J s ( t ) ) d t  (5 -3 9 )

W y ra ż e n ie  (5 .3 9 )  p o m ija  s ię  p r z y jm u ją c  za ło że n ie  o  zb ie żn o śc i s ze re g ó w  w y s tę p u ją c y c h  

w  za le żn o śc i (5 .3 8 ) .  Z b ie ż n o ś ć  ty c h  sze re g ó w  w y n ik a  z  n a s tępu ją cych  d w ó c h  p rzes łane k :

•  u d o w a d n ia  s ię  [2 4 ] ,  że je ż e l i  w  a n a liz o w a n y m  za g a d n ie n iu  b rz e g o w y m  w y s tę p u ją

w y łą c z n ie  w a ru n k i b rz e g o w e  p ie rw s z e g o  i d ru g ie g o  ro d z a ju , to  w a rto ś c i w łasne  

o p e ra to ra  d y s k re tn e g o  (w  po s ta c i u n o rm o w a n e j)  sp e łn ia ją  w a ru n e k :

0 , <  - 1  ; i  = l , 2  N  (5 -4 0 )

•  za k ła d a  s ię , że p o ch o d n e  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j w z g lę d e m  czasu ( ró w n ie ż  d la

c h w i l i  czasu  r = 0 )  są o g ra n ic z o n e :
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Z a le żn o ść  (5 .3 8 )  z a w ie ra  w  d a ls z y m  c ią g u  n ieznaną  w a rto ś ć  tra n s fo rm a ty  w a ru n k u  

p o czą tko w e g o  T .  T ra n s fo rm a tę  T  m o żna  w y e lim in o w a ć  d o w o d zą c  p ra w d z iw o ś c i na stępu ją ­

cego tw ie rd z e n ia  (p a trz  D o d a te k  A ) :

N

I
ifc-0 j» \

T *  = f y o )  = -  E  W ( 0 )  ( 5 -41 )

P o d s ta w ia ją c  za leżn ość  (5 .4 1 )  d o  (5 .3 8 )  o tr z y m u je m y  ro z w ią z a n ie  zag a d n ie n ia  w  d z ie ­

d z in ie  tra n s fo rm a ty :

N

T,<r) = -  E  W r E  A, T f i r )  (5-42)
k*Q y»l

lu b  w  po s ta c i m a c ie rz o w e j:

T ( r )  = -  £ [ ( D i a g 0 ) ' i r i w r D T f ( r )  (5 -4 3 >
Jk-0

O sta teczne ro z w ią z a n ie  w  d z ie d z in ie  o ry g in a łu  o trz y m u je  s ię  w  w y n ik u  re tra n s fo rm a c ji 

ró w n a n ia  (5 .4 3 ) :

T ( t)  = W T (t)  = -  W E  [(Diag/3)'1]**1 WrD TŚł>( r )  (5 -44)
*-0

K a żd e  p o je d y n c z e  ró w n a n ie  w y s tę p u ją ce  w  za le żn o śc i m a c ie rzo w e j (5 .4 4 )  m a postać: 

T,{r) = - E  = -  E w -  E Ą r , « ( r )  <5-45>
m -l m *l ^*1

Z a le ż n o ś c i (5 .4 4 )  o ra z  (5 .4 5 )  s ta n o w ią  ro z w ią z a n ie  p o s ta w io n e g o  o d w ro tn e g o  zag adn ie n ia  

g ra n ic z n e g o . Z g o d n ie  z  is to tą  zastosow ane j m e to d y  sze re g ó w  p o c h o d n y c h  uzyskane 

ro z w ią z a n ie  w y ra ż a  s ię  ja k o  sum a sze regu , k tó re g o  e le m e n ty  za w ie ra ją  k o le jn e  pochodn e  

o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j w z g lę d e m  czasu . P od ty m  w z g lę d e m  ro z w ią z a n ie  je s t  podobne  

d o  in n y c h  ro z w ią z a ń  b a z u ją c y c h  na te j sam ej k o n c e p c ji:  [ 7 ] , [ 1 9 ] , [ 2 0 ] , [ 2 1 ] .  Z asadn icza  

ró ż n ic a  p o le g a  na spo sob ie  w y z n a c z a n ia  w s p ó łc z y n n ik ó w  szeregu w y s tę p u ją c y c h  w  za leżn ośc i 

(5 .4 4 ) . W  p rz y p a d k u  zas to sow ane j m e to d y  tra n s fo rm a c ji sp e k tra ln e j zna czn ie  up raszcza  się 

sposób w y z n a c z a n ia  ty c h  w s p ó łc z y n n ik ó w . W s p ó łc z y n n ik i te  w y ra ż a ją  s ię  w y łą c z n ie  po p rzez
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w a rto ś c i w ła sn e  i w e k to ry  w ła sn e  o p e ra to ra  d y s k re tn e g o  A ,  i są o b lic z a n e  za po m ocą  

s ta n d a rd o w y c h  p ro c e d u r k o m p u te ro w y c h . U n ik a  s ię  w  ten  sposób tw o rz e n ia , a następn ie  

ro z w ią z y w a n ia  p o m o c n ic z y c h  u k ła d ó w  ró w n a ń , ta k  ja k  m a to  m ie js ce  w  p rz y p a d k u  

b e zp o ś re d n ie j m e to d y  sze re g ó w  p o c h o d n y c h .

N ie w ą tp liw ą  za le tą  p re z e n to w a n e g o  p o d e jśc ia  je s t  ró w n ie ż  to , że s to p ie ń  z ło żo n o śc i 

a lg o ry tm u  o b lic z e ń  o ra z  p ro g ra m ó w  k o m p u te ro w y c h  po zo s ta je  p o d o b n y , n ie za le żn ie  od  tego , 

c z y  ro z p a try w a n y  p ro b le m  je s t  je d n o -  lu b  w ie lo w y m ia ro w y .  W  p rz y p a d k u  a n a liz y  tego 

sam ego ob sza ru  ro z w ią z a n ia  d la  ró ż n y c h  d a n ych  p o m ia ro w y c h  (ró ż n y c h  p rz e b ie g ó w  

o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j)  n ie  z a ch o d z i ko n ie czn o ść  ka żd o ra z o w e g o  ro z w ią z y w a n ia  

za g a d n ie n ia  w ła sn e g o . R az o b lic z o n e  w a rto ś c i i w e k to ry  w ła sn e  są w te d y  w y k o rz y s ty w a n e  

d la  k o le jn y c h  s e r ii o b lic z e n io w y c h .

P re ze n to w a n e  p o d e jś c ie  ro z w ią z a n ia  zad an ia  g ra n ic z n e g o  m o że  b y ć  s tosow ane  do  

ro z w ią z y w a n ia  p ro b le m ó w  w e w n ę trz n y c h  p o le g a ją c y c h  na id e n ty f ik a c ji  p o la  te m p e ra tu ry  

w e w n ą trz  ob sza ru  o g ra n ic z o n e g o  p e w n y m  k o n tu re m  T . R o z w ią z a n ie  za g a d n ie n ia  e k s tra p o la c ji 

po za  k o n tu r  T  je s t  m o ż liw e  w te d y , g d y  da je  s ię  s fo rm u ło w a ć  d ys k re tn e  za g a d n ie n ie  b rze g o w e  

d la  ob sza ru  na z e w n ą trz  k o n tu ru  I \

W  p ra c y  p o d d a n o  a n a liz ie  w y łą c z n ie  p rz y p a d e k , w  k tó ry m  p u n k ty  p o m ia ro w e  um ie szczone  

są na k o n tu rz e  o g ra n ic z a ją c y m  ob sza r ro z w ią z a n ia . W  ta k ie j b o w ie m  s y tu a c ji je s t  m o ż liw e  

uzyska n ie  s y m e try c z n e j p o s ta c i o p e ra to ra  d y s k re tn e g o  A . W  s y tu a c ji g d y  p u n k ty  p o m ia ro w e  

są um ie szczone  w e w n ą trz  o b sza ru , k o n ie czn e  je s t  p rz e ksz ta łce n ie  w y jś c io w e g o  u k ła d u  

ró w n a ń  d o  p o s ta c i (5 .3 0 ) .  O p e ra c ja  ta  p o w o d u je  z a zw ycza j u tra tę  s y m e tr ii o p e ra to ra  A ,  a to  

z k o le i p o w o d u je  k o m p lik a c je  w  re a liz a c ji n u m e ry c z n e j a lg o ry tm u .

R o z p a try w a n y  p ro b le m , ta k  ja k  i w s z y s tk ie  zad an ia  o d w ro tn e , je s t p ro b le m e m  źle  

u w a ru n k o w a n y m . W  p rz y p a d k u  m e to d  b a zu ją cych  na k o n c e p c ji m e to d y  sze regów  

p o c h o d n y c h  z łe  u w a ru n k o w a n ie  o b ja w ia  się p rz y  o b lic z a n iu  p o c h o d n y c h  o d p o w ie d z i 

te m p e ra tu ro w e j w z g lę d e m  czasu T ^ k\ r )  (p ro b le m  ró ż n ic z k o w a n ia  fu n k c j i  zadanej d y s k re tn ie  

je s t b o w ie m  sam  w  so b ie  p ro b le m e m  ź le  u w a ru n k o w a n y m ) . Is tn ie ją  ró żn e  m e to d y  łago d ze n ia  

z łe g o  u w a ru n k o w a n ia  o b lic z a n ia  p o c h o d n y c h . D o  n a jb a rd z ie j p o p u la rn y c h  n a le ży  z a lic z y ć  

m e todę  p o le g a ją cą  na a p ro k s y m a c ji d y s k re tn y c h  p rz e b ie g ó w  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j 

fu n k c ja m i c ią g ły m i (w ie lo m ia n y  a lg e b ra ic z n e , fu n k c je  sk le ja n e  i tp . ) ,  a  następn ie  

ró ż n ic z k o w a n ie  fu n k c j i  a p ro k s y m u ją c y c h . P rz e p ro w a d zo n e  w  p ra c y  [2 1 ] a n a liz y  d o w o d zą , 

że p o d e jśc ie  to  je s t  b a rd z o  częs to  za w o d n e  w  p rz y p a d k u  ro z w ią z y w a n ia  a n a liz o w a n y c h  zadań 

g ra n ic z n y c h . D o b re  re z u lta ty  u zyska n o  [1 9 ] , [ 2 0 ] , [ 2 1 ]  w y k o rz y s tu ją c  d o  w yzn a cza n ia  

p o c h o d n y c h  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w y c h  re g u la ry z o w a n y  a lg o ry tm  o p ie ra ją c y  s ię  na 

za s tą p ie n iu  ró ż n ic z k o w a n ia  ro z w ią z a n ie m  ró w n a n ia  c a łk o w e g o  V o lte r r y  p ie rw s z e g o  ro d z a ju . 

T ę  w ła ś n ie  m e todę  w y k o rz y s ta n o  d o  o b lic z e ń  p o c h o d n y c h  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j 

w  p re z e n to w a n y m  a lg o ry tm ie .
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5.3. Przykłady obliczeniowe

W e ry f ik a c ję  o b lic z e n io w a  zas to sow an ia  m e to d y  d ys k re tn e j tra n s fo rm a c ji sp e k tra ln e j d o  

ro z w ią z y w a n ia  o d w ro tn y c h  za g adn ie ń  g ra n ic z n y c h  p rz e p ro w a d z o n o  d la  ró ż n y c h  p rz y p a d k ó w  

d o ty c z ą c y c h  p ro b le m ó w  n ie u s ta lo n e g o  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  w  obszarach  je d n o - , ja k  

i d w u w y m ia ro w y c h . W y n ik i  p o m ia ró w  s y m u lo w a n o  w y k o rz y s tu ją c  d o  teg o  ce lu  w y n ik i  

ro z w ią z a n ia  a n a lo g ic z n e g o  p ro s te g o  zag a d n ie n ia  b rz e g o w e g o  (ro z w ią z a n ie  to  je s t tra k to w a n e  

ja k o  d o k ła d n e ). T a k  ja k  i w  p rz y p a d k u  m e to d  p re ze n to w a n ych  w  p o p rz e d n ic h  ro zd z ia ła ch  

o d p o w ie d ź  te m p e ra tu ro w ą  T s  z a k łó c a  s ię  w  sposób s to ch a s tyczn y  b łę d e m  5 w y k o rz y s tu ją c  

d o  tego  c e lu  g e n e ra to r l ic z b  p se u d o lo s o w y c h  zg o d n ie  z za leżn ośc ią  (2 .2 ) .

S zcze g ó ło w ą  w e ry f ik a c ję  m e to d y  i an a lizę  w p ły w u  ro z p a try w a n y c h  p a ra m e tró w  na 

d o k ła d n o ść  w y n ik ó w  p rz e p ro w a d z o n o  na p rz y k ła d z ie  zag a d n ie n ia  je d n o w y m ia ro w e g o . 

W  ta k im  b o w ie m  p rz y p a d k u  d o k ła d n o ść  ro z w ią z a n ia  w  n ie w ie lk im  s to p n iu  za le ży  o d  ksz ta łtu  

o b sza ru . P rz e d s ta w io n o  ta kże  w y n ik i  o b lic z e ń  n ie u s ta lo n e g o  p o la  te m p e ra tu ry  w  obszarze 

d w u w y m ia ro w y m  (p rę t d w u w y m ia ro w y  i na roże  s y m e tryczn e ).

W e  w s z y s tk ic h  p rz y p a d k a c h  w y k o rz y s ta n o  m e todę  b ila n s ó w  e le m e n ta rn ych  do 

d y s k re ty z a c ji za g a d n ie n ia  b rz e g o w e g o  i u tw o rz e n ia  d y s k re tn e g o  m o d e lu  n ie u s ta lo n e g o  p o la  

te m p e ra tu ry  w  p o s ta c i (5 .3 0 ) .

Przykład 5.1. Pole temperatury w płycie jednowymiarowej
R o zp a trzo n o  n ie u s ta lo n e  p o le  te m p e ra tu ry  w  p ły c ie  o  s y m e try c z n y c h  w a ru n ka ch  

b rz e g o w y c h . D o  ro z w a ż a ń  p rz y ję to  p o ło w ę  g ru b o ś c i p ły ty .  P o d z ia ł ró ż n ic o w y  p ły ty  

p rz e d s ta w io n o  na ry s u n k u  5 .3 .  O b lic z e n ia  p ro w a d z o n o  d la  je d n e g o  p u n k tu  p o m ia ro w e g o  

p o ło ż o n e g o  na p o w ie rz c h n i p ły ty  ( x =  1). R o zp a trzo n o  zag adn ie n ie  z  w a ru n k ie m  b rz e g o w y m  

trz e c ie g o  ro d z a ju  s c h a ra k te ry z o w a n y m  lic z b ą  B io ta  B i o ra z  te m p e ra tu rą  p ły n u  7^ . 

P o czą tko w a  te m p e ra tu ra  w  p ły c ie  je s t  w y ró w n a n a  i w y n o s i T 0= 0 ,  a te m p e ra tu ra  p ły n u  je s t 

ró w n a  Tp!= l .

W  k a ż d y m  a n a liz o w a n y m  p rz y p a d k u  zakres  z m ie n n o ś c i b e z w y m ia ro w e j te m p e ra tu ry  

w  p ły c ie  w y n o s ił T G  [0 ,1 ] .  D o  a n a liz y  p rz y ję to  t rz y  w a rto ś c i z a k łó ce n ia  p o m ia ru  5: 0 .0 0 5 , 

0 .0 1  o ra z  0 .0 5 . P rz y  ro z p a try w a n y m  m o ż liw y m  zakres ie  zm ie n n o ś c i te m p e ra tu ry  w  p ły c ie  

o d p o w ia d a  to  m in im a ln e j w a rto ś c i w z g lę d n e g o  z a k łó c e n ia  p o m ia ru  o d p o w ie d n io : 0 .5 % , 1 % 

i 5 % .  N a  p o d s ta w ie  e k s p e ry m e n tu  n u m e ryczn e g o  o k re ś lo n o  na 10 lic z b ę  p u n k tó w  czasu , na 

p o d s ta w ie  k tó ry c h  w yz n a c z a  s ię  po ch o d n e  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j r ^ F o ) .
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W  o b lic z e n ia c h  o g ra n ic z o n o  s ię  d o  

w y z n a c z e n ia  p o c h o d n e j o d p o w ie d z i te m ­

p e ra tu ro w e j d o  p ią te g o  rzę d u  w łą c z n ie , 

c o  z a p e w n ia ło  w y s ta rc z a ją c ą  zb ie żn o ść  

ro z w ią z a n ia .

N a  ry s u n k a c h  p re z e n tu ją c y c h  w y n ik i  

o b lic z e ń  p rz e d s ta w io n o  ro z w ią z a n ie  

d o k ła d n e  ( l in ia  c ią g ła )  o ra z  ro z w ią z a n ie  

z a g a d n ie n ia  o d w ro tn e g o  d la  trz e c h  

ró ż n y c h  w a r to ś c i z a k łó c e n ia  5.

W ra ż liw o ś ć  na  b łą d  p o m ia ru  je s t  

b o w ie m  c z y n n ik ie m  d e c y d u ją c y m

0  w a rto ś c i a p lik a c y jn e j a n a liz o w a n e j 

m e to d y . P re ze n to w a n e  re z u lta ty  d o ty c z ą  

p rz e b ie g ó w  te m p e ra tu ry  w  w ę ź le  n r  1 

p ły ty ,  w  ty m  b o w ie m  w ę ź le , n a jb a rd z ie j o d d a lo n y m  o d  p u n k tu  p o m ia ro w e g o , d o k ła d n o ść  

ro z w ią z a n ia  je s t  w  ro z w a ż a n y m  p rz y p a d k u  n a jm n ie js za .

D o k ła d n o ś ć  ro z w ią z a n ia  zad an ia  o d w ro tn e g o  z a le ży  o d  w ie lu  c z y n n ik ó w , p rz y  c z y m  d o  

n a jis to tn ie js z y c h  z a lic z y ć  n a le ż y :

•  w ie lk o ś ć  z a k łó c e n ia  5,

•  lic z b ę  B io ta  B i,

•  k ro k  czasu  A F o ,

•  w a rto ś ć  p a ra m e tru  re g u la ry z a c ji a .

W a rto ś ć  p a ra m e tru  re g u la ry z a c ji w p ły w a  d e c y d u ją c o  na w y n ik i  o b lic z e ń  p o ch o d n e j o d p o ­

w ie d z i te m p e ra tu ro w e j w z g lę d e m  czasu [2 1 ] , [2 5 ] .  W a rto ś ć  tę  d o b ra n o  za  p o m o c ą  e k s p e ry ­

m e n tu  n u m e ry c z n e g o . W  a n a liz o w a n y c h  p rz y p a d k a c h  na jle psze  w y n ik i  u z y s k iw a n o  d la  w a r ­

to śc i p a ra m e tru  a  =  1.

Jak ju ż  w s p o m n ia n o , a n a liz ie  p o d d a n o  10 p u n k tó w  czasu , p rz y  c z y m  o b lic z e n ia  ro z p o ­

czyn a  s ię  od  c h w i l i  czasu  F o = 0 .3 .  D la  w c z e śn ie jszych  c h w il czasu , b a rd z o  b l is k ic h  c h w il i  

p o c z ą tk o w e j F o = 0 ,  o b lic z o n e  w a r to ś c i p o c h o d n y c h  te m p e ra tu ro w y c h  są m a ło  s ta b iln e

1 p o g a rsza ją  w y ra ź n ie  d o k ła d n o ś ć  o b lic z e ń . W y n ik a  to  z  fa k tu , że w  c h w ila c h  p o c z ą tk o w y c h  

z m ia n y  g ra d ie n tu  te m p e ra tu ry  są b a rd z o  d u że , c o  z  k o le i w p ły w a  w y ra ź n ie  na d o k ła d n o ść  

o b lic z e ń  p o c h o d n y c h  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j.

r " "

1 2 3 4 5 Ts(t)

1. X

R ys . 5 .3 .  P o d z ia ł  r ó ż n ic o w y  p ły t y  

F ig . 5 .3 .  D is c r e t iz a t io n  o f  th e  p la n e  w a l l
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H
2
3

U.<DO,
E
£

N a  ry s u n k a c h  5 .4  i  5 .5  

p rz e d s ta w io n o  w y n ik i  o b lic z e ń  

te m p e ra tu ry  w  w ę ź le  n r  1 p ły ty  

d la  trze ch  ró ż n y c h  w a rto ś c i 

l ic z b y  B io ta : B i =  1, B i = 0 .5  

i B i = 4 .  W ie lk o ś ć  k ro k u  czasu 

je s t  s ta ła  i  w y n o s i A F o = 0 .1 .

D o k ła d n o ś ć  w y n ik ó w  pogarsza  

s ię  w ra z  ze z w ię k s z e n ie m  l ic z ­

b y  B io ta . W y n ik a  to  z  fa k tu ,ż e  

d la  d u ż y c h  lic z b  B io ta  ju ż  p o  

k ró tk im  o k re s ie  p o c z ą tk o w y m  

z m ia n y  m ie rz o n e j te m p e ra tu ry  

p o w ie rz c h n i c ia ła  są b a rd zo  

n ie w ie lk ie  i n ie  w n o szą  znaczą­

ce j in fo rm a c ji o  ro z k ła d z ie  

te m p e ra tu ry  w e w n ą trz  c ia ła .

W  p rz y p a d k u  g d y  z m ia n y  te są na p rz y k ła d  m n ie jsze  od  o d  b łę d u  p o m ia ru , to  o b lic zo n e  

w a rto ś c i p o c h o d n y c h  są b a rd z o  n ie d o k ła d n e  ( je s t to  szcze g ó ln ie  w id o c z n e  d la  zak łó ce n ia  

5 = 0 .0 5 ) .  D la  l ic z b  B io ta  B i =  1 .0  o ra z  B i= 0 .5  uzyska n o  b a rd zo  d o b re  re z u lta ty  d la  

w s z y s tk ic h  w a rto ś c i 5 ( ry s u n e k  5 .4  i 5 .5 ) .

P o m ia ry  te m p e ra tu ry  na  b rze g u  c ia ła  (o d p o w ie d ź  te m p e ra tu ro w a ) są d o ko n yw a n e  

w  odstępach czasu A F o . P rze p ro w a d zo n e  o b lic z e n ia  w y k a z a ły , że d o k ła d n o ść  m e to d y  za leży  

w  zn a czn ym  s to p n iu  o d  w ie lk o ś c i k ro k u  p ró b k o w a n ia  A F o , p rz y  c z y m  d o k ła d n o ść  zm n ie jsza  

s ię  w ra z  ze  z m n ie js z a n ie m  k ro k u  A F o  (ry s u n e k  5 .6 ) .

E fe k t ten  je s t  s p o w o d o w a n y  n ie d o k ła d n o śc ią  o b lic z e ń  p o ch o d n ych  o d p o w ie d z i tem pe­

ra tu ro w e j. W e ź m y  na p rz y k ła d  po d  uw ag ę  w a rto ść  p ie rw sze j p o ch o d n e j o d p o w ie d z i 

te m p e ra tu ro w e j w  p rz e d z ia le  czasu A F o :

R ys . 5 .4 .  R o z k ła d  te m p e ra tu ry  w  w ę ź le  n r  1 

F ig . 5 .4 .  T e m p e ra tu re  d is t r ib u t io n  a t  th e  n o d e  n o  1

7 ? *  ♦  6M  -  T sk -  5kd T s ^  i s ■ ^ ,1

d  F o A F o
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—  dokładnie
A  8 =  0.005

□  8 = 0.01
x  S =  0.05

R ys . 5 .5 .  R o z k ła d  te m p e ra tu r y  w  w ę ź le  n r  1 

F ig . 5 .5 .  T e m p e ra tu re  d is t r ib u t io n  a t  n o d e  1

B i  = 1 .0

A F o =  0 .0 5

___ dokładnie
A 8 =  0.005

□ 8 = 0.01

X 8 = 0.05

R ys . 5 .6 .  R o z k ła d  te m p e ra tu r y  w  w ę ź le  n r  1 

F ig .  5 .6 .  T e m p e ra tu re  d is t r ib u t io n  a t  n o d e  1
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g d z ie  T s je s t  d o k ła d n a  w a rto ś c ią  m ie rz o n e j te m p e ra tu ry , a  k  oznacza  ro z p a try w a n a  c h w ilę  

czasu. W  p rz y p a d k u  g d y  k ro k  czasu A F o  je s t  b a rd zo  m a ły , ró ż n ic a  T $ "  -  T *  s ta je  s ię  ró w ­

n ie ż  b a rd zo  m a ła . W  ta k im  p rz y p a d k u  o  w a rto ś c i p o ch o d n e j d e c y d u ją  p ra k ty c z n ie  w y łą c z n ie  

b łę d y  p o m ia ru  <5t+1 i 5k. Z  u w a g i na s to ch a s tyczn y  c h a ra k te r b łę d ó w  m o gą  s ię  one  w  s k ra j­

n y m  p rz y p a d k u  s u m o w a ć . B łę d y  w yzn a c z e n ia  p ie rw s z e j p o ch o d n e j p rzenoszą  s ię  d a le j na 

p o chodn e  w y ż s z y c h  rz ę d ó w . P ro b le m  ten  ilu s tru ją  w y ra ź n ie  w y k re s y  na ry s u n k u  5 .6 ,  g d z ie  

p rz e d s ta w io n o  w y n ik i  o b lic z e ń  te m p e ra tu ry  d la  k ro k u  czasu A F o = 0 .0 5  i 0 .2 .  D la  b łęd u  

5 = 0 .0 0 5  i 0 .0 1  n ie  o b s e rw u je  s ię  zna cznego  w p ły w u  A F o  na w y n ik i  o b lic z e ń , p rz y  czym  

d o k ła d n o ść  je s t ty m  w ię k s z a , im  w ię k s z y  je s t  k ro k  czasu A F o .

R ó żn ice  te s ta ją  s ię  je d n a k  znaczne  d la  z a k łó c e n ia  5 = 0 .0 5 ,  co  p o tw ie rd z a  tezę 

o  p rz y c z y n ie  z m n ie js z e n ia  d o k ła d n o ś c i m e to d y  d la  m a ły c h  w a rto ś c i k ro k ó w  czasu A F o . 

N a le ż y  je d n a k  p a m ię ta ć , że z b y t du że  w a rto ś c i k ro k u  A F o  m o gą  s p o w o d o w a ć  u tra tę  

in fo rm a c ji o  zm ia n a ch  m ie rz o n e j te m p e ra tu ry .

P rze d s ta w io n e  w y n ik i  d o ty c z ą  n ie u s ta lo n e g o  p o la  te m p e ra tu ry  w  p ły c ie  z s y m e try c z n y m i 

w a ru n k a m i b rz e g o w y m i.  P rz y p a d e k  p ły ty  z  n ie s y m e try c z n y m i w a ru n k a m i b rz e g o w y m i 

ro z p a trz o n o  w  p ra c y  [2 4 ] .  W  p ra c y  [2 4 ] d o ko n a n o  także  a n a liz y  w p ły w u  in n y c h  p a ra m e tró w  

na d o k ła d n o ść  m e to d y  (n a  p rz y k ła d  w p ły w  p a ra m e tru  re g u la ry z a c ji) .

Przykład 5.2. Nieustalone pole temperatury w pręcie dwuwymiarowym 
i narożu symetrycznym

N astępne d w a  p rz y k ła d y  ilu s ­

tru ją  zasto sow an ie  m e to d y  D T S  do  

id e n ty f ik a c ji  n ie u s ta lo n e g o  p o la  

te m p e ra tu ry  w  obszarach  d w u w y ­

m ia r o w y c h .  I s to tn ą  z a le ta  

p rz e d s ta w io n e g o  a lg o ry tm u  je s t 

je g o  u n iw e rs a ln o ś ć  w  o d n ie s ie n iu  

d o  ro z w ią z y w a n ia  zagadn ień  

je d n o - ,  ja k  i w ie lo w y m ia ro w y c h . 

W  o b y d w u  p rz yp a d ka ch  a lg o ry tm  

i p ro g ra m  o b lic z e n io w y  n ie  

u le g a ją  z m ia n o m . Z m ie n ia  się 

ty lk o  po s tać  i lic z b a  da nych  

w e jś c io w y c h  d o  o b lic z e ń .

oII
3

16 17

B i = l

Bi  = 0

19 20

5Ti

x - punkt pomiarowy

R ys. 5 .7 . P o d z ia ł  r ó ż n ic o w y  p r ę t a  d w u w y m ia ro w e g o  

F ig . 5 .7 .  D if fe r e n c e  d iv is io n  o f  th e  2 D  d o m a in
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bezwymiarowy czas Fo

R ys . 5 .8 .  P rz e b ie g  te m p e ra tu r y  w  w ę ź le  1 6  p r ę ta  

F ig . 5 .8 .  T e m p e ra tu re  d is t r ib u t io n  a t  n o d e  1 6

P ie rw s z y  z  p re z e n to w a n y c h  p rz y k ła d ó w  d o ty c z y  p o la  te m p e ra tu ry  w  d w u w y m ia ro w y m  

p rę c ie  o  p rz e k ro ju  p ro s to k ą tn y m  i w y m ia ra c h  2 a  ■ 2 b  (ry s u n e k  5 .7 ) .  P o czą tko w a  te m p e ra tu ra  

w e w n ą trz  p rę ta  je s t  w y ró w n a n a  i w y n o s i T 0= 0 .  N a  b rze g u  p ły ty  z a ło ż o n o  w a ru n e k  

b rz e g o w y  trz e c ie g o  ro d z a ju : lic z b a  B io ta  B i =  1 o ra z  te m p e ra tu ra  p ły n u  Tp l= \ .  Z  u w a g i na 

s y m e tr ię  w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  ro z p a trz o n o  je d y n ie  ć w ia r tk ę  p ły ty .

N a  p o d s ta w ie  in fo rm a c j i  o  p rz e b ie g u  te m p e ra tu ry  na b rze g u  p rę ta , tz n . w  w ęz łach  

o  n u m e ra ch : 1 -5 ,1 0 ,1 5 ,2 0  z k ro k ie m  A F o = 0 .1  w y zn a cza  s ię  te m p e ra tu rę  w  w ę ź le  16. 

W  w ę ź le  ty m  d o k ła d n o ś ć  w y z n a c z e n ia  te m p e ra tu ry  je s t n a jm n ie jsza . O d p o w ie d ź  

te m p e ra tu ro w a  zo s ta ła  w  ty m  p rz y p a d k u  za b u rzo n a  z a k łó c e n ie m  5 = 0 .0 1  o ra z  5 = 0 .0 5 .  

W y n ik i  id e n ty f ik a c j i  te m p e ra tu ry  p rz e d s ta w io n o  na ry s u n k u  5 .8 .  P o m im o  s to s u n k o w o  duże j 

w a rto ś c i z a k łó c e n ia  u zys k a n o  b a rd zo  du ża  d o k ła d n o ś ć  id e n ty f ik a c ji .  W y n ik a  to  z fa k tu , że 

w  ty m  p rz y p a d k u  p o m ia ru  te m p e ra tu ry  d o k o n u je  s ię w  s to s u n k o w o  d u że j l ic z b ie  p u n k tó w  

(w  s to su n ku  d o  l ic z b y  p u n k tó w , w  k tó ry c h  d o k o n u je  s ię id e n ty f ik a c ji  te m p e ra tu ry ) . S tad też 

ilo ś ć  in fo rm a c ji je s t  z u p e łn ie  w y s ta rc z a ją c a , ab y  u zyska ć  du żą  d o k ła d n o ść  o b lic z e ń  na w e t 

p rz y  d u ż y c h  z a k łó c e n ia c h  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j.

P odo bne  w y n ik i  id e n ty f ik a c j i  o s ią g n ię to  ro z p a tru ją c  n ie u s ta lo n e  p o le  te m p e ra tu ry  w  sy m e t­

ry c z n y m  n a ro żu  d w u w y m ia ro w y m  (ry s u n e k  5 .9 ) .  P rz y ję to  tu  id e n ty c z n y  w a ru n e k  p o c z ą tk o w y  

o ra z  w a ru n k i b rz e g o w e  ja k  d la  ro z p a try w a n e g o  p o p rz e d n io  p rę ta  d w u w y m ia ro w e g o  (T 0= 0 ,  

B i =  l, r„= l).
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R ys. 5 .9 .  P o d z ia ł  r ó ż n ic o w y  n a ro ż a  

F ig . 5 .9 .  D if fe r e n c e  d iv is io n  o f  th e  c o m e r

P rze b ie g i te m p e ra tu ry  są re je s ­

tro w a n e  w  16 p u n k ta c h  leżących  

na b rzegach  na roża  (z  w y ją tk ie m  

o c z y w iś c ie  p ła szczyzn  s y m e tr ii,  

g d z ie  w a ru n e k  b rz e g o w y  je s t 

zn a n y ). O d p o w ie d ź  te m p e ra tu ro w ą  

zab u rza n o  z a k łó c e n ie m  5 = 0 .0 1  

o ra z  0 .0 5 . W y n ik i  id e n ty f ik a c ji  

w  w ę ź le  o  nu m erze  16 p rzeds ta ­

w io n o  na ry s u n k u  5 .1 0 . I  w  ty m  

p rz y p a d k u  o s ią g n ię to  du żą  d o k ła d ­

ność id e n ty f ik a c ji .  W y n ik  ten  na le ­

ży  je d n a k  w  d u że j m ie rze  p r z y p i­

sać b a rd zo  k o rz y s tn e m u  s tosu nko ­

w i  l ic z b y  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h  

d o  l ic z b y  id e n ty f ik o w a n y c h  

w ie lk o ś c i.

bezwymiarowy czas Fo

R ys . 5 .1 0 . P rz e b ie g  te m p e ra tu r y  w  w ę ź le  1 6  n a ro ż a  

F ig . 5 .1 0 . T e m p e ra tu re  d is t r ib u t io n  a t  n o d e  1 6  o f  th e  c o m e r
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5.4. Wnioski

P rz e p ro w a d z o n e  te s ty  n u m e ry c z n e  w y k a z a ły  p rz y d a tn o ś ć  s to so w a n ia  a lg o ry tm u  o p a rte g o  

na m e to d z ie  d y s k re tn e j tra n s fo rm a c ji s p e k tra ln e j d o  ro z w ią z y w a n ia  p ro b le m ó w  id e n ty f ik a c ji  

n ie u s ta lo n y c h  p ó l te m p e ra tu ry  ( ro z w ią z y w a n ia  o d w ro tn y c h  zag adn ie ń  g ra n ic z n y c h ). D z ię k i 

za s to so w a n iu  m e to d y  D T S  u z y s k u je  s ię  du żą  z w a rto ś ć  a lg o ry tm u  i je g o  u n iw e rsa ln o ść  

w  p o d e jś c iu  d o  ro z w ią z y w a n ia  p ro b le m ó w  je d n o -  i w ie lo w y m ia ro w y c h .  W s p ó łc z y n n ik i 

w y s tę p u ją ce  w  za le żn o śc ia ch  o p is u ją c y c h  ro z w ią z a n ie  zad an ia  ( ró w n a n ia  (5 .4 5 )  i (5 .4 6 ) )  

w yzn a cza n e  są za p o m o c ą  s ta n d a rd o w y c h  a lg o ry tm ó w  i p ro g ra m ó w  k o m p u te ro w y c h . D z ię k i 

za s to so w a n iu  d o  w y z n a c z a n ia  p o c h o d n y c h  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j re g u la ry z o w a n e g o  

a lg o ry tm u  [2 1 ] , [2 3 ]  u zys k a n o  d o b rą  s ta b iln o ś ć  re z u lta tó w  n a w e t d la  b a rd z o  n ie k o rz y s tn y c h  

w a ru n k ó w  s y m u lo w a n y c h  podczas  e k s p e ry m e n tu  n u m e ry c z n e g o . Z a le tą  m e to d y  je s t  ró w n ie ż  

fa k t ,  że d o  ro z w ią z a n ia  n ie  je s t  k o n ie c z n a  z n a jo m o ść  w a ru n k u  p o c z ą tk o w e g o . M e to d a  m oże 

b y ć  ró w n ie ż  s to so w a n a  (c h o ć  z  w  o g ra n ic z o n y m  za k re s ie ) d o  ro z w ią z y w a n ia  p ro b le m ó w  

n ie l in io w y c h .  W  ty m  c e lu  ro z p a try w a n y  p rz e d z ia ł czasu d z ie l i  s ię na p o d p rz e d z ia ły , 

w  k tó ry c h  p r z y jm u je  s ię  s ta łe  w a r to ś c i p a ra m e tró w  te rm o fiz y c z n y c h . N a s tę p n ie  ro z w ią z u je  

s ię  p ro b le m  n ie z a le ż n ie  w  k a ż d y m  z  p o d p rz e d z ia łó w , c o  je s t  o  ty le  ła tw e , że m e toda  n ie  

w y m a g a  z n a jo m o ś c i w a ru n k u  p o c z ą tk o w e g o .

G łó w n e  o g ra n ic z e n ia  m e to d y  zw ią za n e  są z m o ż liw ą  d o  w y z n a c z e n ia  lic z b a  w y ra z ó w  

sze regów  w y s tę p u ją c y c h  w  z a le żn o śc i (5 .4 5 ) .  W y n ik a  to  z o g ra n ic z e ń  w  w y z n a c z e n iu  

w y s o k ie g o  rz ę d u  p o c h o d n y c h  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j, m a ksy m a ln e g o  za k łó ce n ia  

o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j i do p u szcza ln ą  w ie lk o ś c ią  k ro k u  czasu . T rz e b a  je d n a k  tu  

p o d k re ś lić , że te  d w a  o s ta tn ie  o g ra n ic z e n ia  d o ty c z ą  p ra k ty c z n ie  w s z y s tk ic h  m e tod  

ro z w ią z y w a n ia  ro z p a try w a n e j k la s y  zadań o d w ro tn y c h . P re ze n to w a n a  w e rs ja  m e to d y  d o ty c z y  

s y tu a c ji,  g d y  p u n k ty  p o m ia ro w e  u m ie szcza  s ię  na k o n tu rz e  o g ra n ic z a ją c y m  obszar 

ro z w ią z a n ia  (c o  je s t  p e w n ą  n ie d o g o d n o śc ią  p ra k ty c z n ą ). W  p rz e c iw n y m  b o w ie m  p rz y p a d k u  

następu je  znaczne  s k o m p lik o w a n ie  re a liz a c ji n u m e ry c z n e j a lg o ry tm u  s p o w o d o w a n e  

n ie u c h ro n n ą  u tra tą  s y m e tr i i  o p e ra to ra  w y jś c io w e g o  ró w n a n ia  m a c ie rz o w e g o .

W  s to su n ku  d o  m e to d  s ta ty s ty c z n y c h  n ie d o s ta tk ie m  m e to d y  je s t  b ra k  o ce n y  s ta tys tyczn e j 

ro z w ią z a n ia .

P o m im o  p e w n y c h  o g ra n ic z e ń  za p re ze n to w a n a  m e to d a  je s t  n ie w ą tp liw ie  e fe k ty w n y m  

na rzę d z ie m  ro z w ią z y w a n ia  o m a w ia n y c h  za g adn ie ń  g ra n ic z n y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  

i w  sensie  u z n a w a n y c h  k r y te r ió w  [3 ]  o d p o w ia d a  p o d s ta w o w y m  w y m a g a n io m  s ta w ia n ym  

m e to d o m  ro z w ią z y w a n ia  za g a d n ie ń  o d w ro tn y c h .

6. Uwagi końcowe

C e le m  ro z p ra w y  b y ło  o p ra c o w a n ie  e fe k ty w n y c h  m e to d  d o tyczą cych  id e n ty f ik a c ji  

n ie u s ta lo n y c h  p ó l te m p e ra tu ry  w  c ia ła c h  s ta ły c h  na p o d s ta w ie  z m ie rz o n e g o  p rze b ie g u  

te m p e ra tu ry  ( tz w . o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j)  w  d o w o ln y c h  p u n k ta ch  p o ło ż o n y c h  w e w n ą trz  

lu b  na b rze g u  c ia ła  bez z n a jo m o ś c i w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h  (w s z y s tk ic h  lu b  ic h  częśc i) i 

e w e n tu a ln ie  bez z n a jo m o ś c i p o c z ą tk o w e g o  ro z k ła d u  te m p e ra tu ry  (w a ru n k u  p o czą tko w e g o ). 

T a k  s fo rm u ło w a n y  p ro b le m  z a lic z a  s ię  d o  k la s y  g ra n ic z n y c h  o d w ro tn y c h  zagadn ień  

p rz e w o d z e n ia  c ie p ła . O d  s tro n y  m a te m a tyczn e j za g a d n ie n ia  o d w ro tn e  na leżą d o  p ro b le m ó w  

ź le  u w a ru n k o w a n y c h , c o  s ta w ia  szczeg ó lne  w y m a g a n ia  p rzed  m e to d a m i s to s o w a n y m i d o  ich  

ro z w ią z y w a n ia . Z a s a d n ic z y  p ro b le m  p o le g a  tu  na s to so w a n iu  a lg o ry tm ó w , k tó re  są s tab iln e  

i m a ło  c z u łe  na z a k łó c e n ia  d a n ych  w e jś c io w y c h .

W  p ra c y  p rz e d s ta w io n o  t r z y  m e to d y  ro z w ią z a n ia  p o s ta w io n e g o  za g a d n ie n ia  o d w ro tn e g o . 

M e to d y  te  b a zu ją  na d w ó c h  o d m ie n n y c h  ko n ce p c ja ch  p o d e jśc ia  d o  p ro b le m u : s tochastyczne j 

i d e te rm in is ty c z n e j.  P o d e jśc ie  s toch as tyczne  je s t re p re ze n to w a n e  p rze z  m e todę  ra ch u n ku  

w y ró w n a w c z e g o  i m e todę  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j ( f i l t r  K a lm a n a ). T e  d w ie  m e to d y  z a lic za  się 

d o  k la sy  m e to d  e s ty m a c ji s ta ty s ty c z n ie  o p ty m a ln e j.  T rz e c ia  m e toda  łą c z y  w  sob ie  kon cepc ję  

m e to d y  sze re g ó w  p o c h o d n y c h  ze s p e k tra ln y m  s fo rm u ło w a n ie m  m o d e lu  m a tem a tyczneg o  

ro zw a ża n e g o  za g a d n ie n ia  b rz e g o w e g o .

K a żd a  z m e to d  w y m a g a  s fo rm u ło w a n ia  m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  ro z p a try w a n e g o  zagadn ie ­

n ia  b rz e g o w e g o . P rz y ję to , że ro z p a try w a n e  są w y łą c z n ie  m o d e le  d ys k re tn e  p ó l te m p e ra tu ry  

u tw o rz o n e  za p o m o c ą  ta k ic h  m e to d  n u m e ry c z n y c h  ja k  np . m e toda  e le m e n tu  sko ń czoneg o  lub  

m e toda  b ila n s ó w  e le m e n ta rn y c h . Z e  w z g lę d u  na p o trz e b y  p ra k ty c z n e  o g ra n ic z o n o  się 

w y łą c z n ie  d o  za g a d n ie ń  n ie u s ta lo n y c h . N ie  w y k lu c z a  to  je d n a k  s to so w a n ia  p rz e d s ta w io n y c h  

m e tod  d o  ro z w ią z y w a n ia  za g adn ie ń  u s ta lo n y c h . W  p rz y p a d k u  m e to d y  f i l t r a c j i  d y n a m iczn e j 

je s t  to  je d n a k  m o ż liw e  ty lk o  w te d y , g d y  uda  s ię  zap isać p ro b le m  w  o d p o w ie d n ie j d o  tego 

ce lu  po s ta c i (n p . w  fo rm ie  a lg o ry tm u  ite ra c y jn e g o ). O g ra n ic z e n ia  ta k ie  n ie  w ys tę p u ją  

n a to m ia s t w  p rz y p a d k u  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o , k tó r y  m o żna  s toso w ać d o  a n a liz y  

zag a d n ie n ie ń  u s ta lo n y c h , ja k  i n ie u s ta lo n ych .

P rze d s ta w io n e  m e to d y  z o s ta ły  zastosow ane d o  ro z w ią z y w a n ia  o d w ro tn y c h  zagadn ień  

g ra n ic z n y c h , p rz y  c z y m  zakres  za s to sow ań  m oże  b y ć  ro zsze rzo n y  na inne  p ro b le m y  

o d w ro tn e . U w a g a  ta  d o ty c z y  zw ła szcza  m e to d y  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o .
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D la  p o d e jś c ia  s to ch a s tyczn e g o  (ra c h u n e k  w y ró w n a w c z y , f i l t r a c ja  d y n a m ic z n a ) s ta b iliz a c ja  

ro z w ią z a n ia  o p ie ra  s ię  na w a ż o n e j ś re d n io k w a d ra to w e j m in im a liz a c ji  o d c h y łe k  

id e n ty f ik o w a n y c h  w ie lk o ś c i.  W  p rz y p a d k u  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  ko n ie c z n a  je s t 

z a z w y c z a j m in im a liz a c ja  z a ró w n o  o d c h y łe k  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h , ja k  i n ie w ia d o m y c h  

(a lg o ry tm  ro z s z e rz o n y ) . T a  m e to d a  m in im a liz a c ji  w y m a g a  w y k o rz y s ta n ia  w s z e lk ie j dostępne j 

a  p r i o r i  in fo rm a c j i  o  w ie lk o ś c ia c h  n ie w ia d o m y c h . M o ż n a  w  ten  sposób zn a czn ie  z m n ie js z y ć  

czu ło ś ć  a lg o ry tm u  na z a k łó c e n ia  d a n ych  w e jś c io w y c h  i z w ię k s z y ć  s ta b iln o ść  m e to d y . Is to tn a  

za le ta  p o d e jś c ia  s to ch a s tyczn e g o  je s t  m o ż liw o ś ć  b e z p o ś re d n ie j o ce n y  s ta tys tyczn e j uzyska n ych  

w y n ik ó w ,  a ty m  s a m ym  ic h  w ia ry g o d n o ś c i.

N a jb a rd z ie j u n iw e rs a ln a  z  p rz e d s ta w io n y c h  m e to d  je s t  m e toda  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  

(w  u ję c iu  ro z s z e rz o n y m ). N a d a je  s ię  ona  d o  ro z w ią z y w a n ia  b a rd z o  s z e ro k ie j ga m y  

p ro b le m ó w  o d w ro tn y c h  (a  o g ó ln ie  sze ro ko  ro z u m ia n y c h  p ro b le m ó w  u zg a d n ia n ia ). D la  

a n a liz o w a n y c h  w  p ra c y  za g a d n ie ń  u z y s k u je  s ię  z a d o w a la ją cą  d o k ła d n o ś ć  id e n ty f ik a c ji .  

E fe k ty w n e  s to s o w a n ie  m e to d y  w y m a g a  je d n a k  p e w n e g o  d o ś w ia d c z e n ia  (a  n a w e t in tu ic j i )  

k o n ie c z n e j d o  o k re ś le n ia  p o c z ą tk o w e j o ce n y  p o s z u k iw a n y c h  w ie lk o ś c i.  D la  zagadn ień  

n ie u s ta lo n y c h  a n a liz ie  m o żn a  p o d d a w a ć  in fo rm a c je  p o m ia ro w e  d o tyczą ce  w s z y s tk ic h  lu b  

czę śc i ro z p a try w a n y c h  k ro k ó w  czasu (p rz y  c z y m  lic z b a  k ro k ó w  czasu je s t  d o w o ln a ) . 

Z w ię k s z a  to  d o k ła d n o ś ć  e s ty m a c ji w  p o ró w n a n iu  z  m e toda  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j, le cz  m oże 

zn a czn ie  k o m p lik o w a ć  s tru k tu rę  a lg o ry tm u  n u m e ry c z n e g o  (zw ła s z c z a  d la  zagadn ień  

w  ie lo  w y  m  ia ro w y  c h ) .

M e to d a  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j b a zu je  na p o d o b n e j k o n c e p c ji c o  m e to d a  ra ch u n ku  

w y ró w n a w c z e g o . Z  z a ło ż e n ia  je s t  on a  p rze zn a czo n a  d o  a n a liz y  p ro c e s ó w  n ie u s ta lo n ych . 

Z a ło ż e n ie  to  na rzuca  o k re ś lo n y  sposób fo rm u ło w a n ia  m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  p rocesu  w  

po s ta c i tz w . ró w n a n ia  s tanu (z a ró w n o  w  p o s ta c i d y s k re tn e j,  ja k  i a n a lity c z n e j) .  F o rm a liz m  

ten  je s t  z  je d n e j s tro n y  za le ta  m e to d y , g d y ż  u ła tw ia  z n a k o m ic ie  re a liz a c ję  n u m e ry c z n a , a le 

ró w n o c z e ś n ie  w  w ie lu  p rz y p a d k a c h  m oże  u tru d n ia ć  u tw o rz e n ie  ró w n a n ia  s tanu . A lg o ry tm  

m e to d y  je s t  b a rd z o  z w a r ty  i d o g o d n y  d o  im p le m e n ta c ji n u m e ry c z n e j. P o d o b n ie  ja k  ra chune k  

w y ró w n a w c z y , m e to d a  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j m oże  b y ć  s toso w ana  d o  ro z w ią z y w a n ia  

za g adn ie ń  n ie l in io w y c h .  W a żn e  je s t  ró w n ie ż , że o b y d w ie  m e to d y  n ie  n a rzu ca ją  żadnych  

o g ra n ic z e ń  na lo k a liz a c ję  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h , tz n . że p u n k ty  p o m ia ro w e  m o g a  b yć  

um ie szczane  w  d o w o ln y c h  m ie js c a c h , a w ię c  w e w n ą trz  c ia ła , ja k  i na je g o  p o w ie rz c h n i.

Z u p e łn ie  o d m ie n n e  p o d e jś c ie  p rz e d s ta w ia  m e toda  d y s k re tn e j tra n s fo rm a c ji sp e k tra ln e j 

D T S . Z a s to so w a n ie  m e to d y  D T S  p o z w o li ło  u zyska ć  znaczna  z w a rto ś ć  i u n iw e rsa ln o ść  

a lg o ry tm u  o b lic z e ń . W  e fe k c ie  s to p ie ń  z ło ż o n o ś c i m e to d y  je s t  p o d o b n y  d la  za g a d n ie ń  je d n o - 

i w ie lo w y m ia ro w y c h .  W  p o łą c z e n iu  z  ko n c e p c ja  m e to d y  sze re g ó w  p o c h o d n y c h  i p rz y  

w y k o rz y s ta n iu  re g u la ry z o w a n e g o  a lg o ry tm u  o b lic z a n ia  p o c h o d n y c h  o d p o w ie d z i te m p e ra ­

tu ro w e j u z y ska n o  e fe k ty w n y  i s ta b iln y  a lg o ry tm  ro z w ią z y w a n ia  o d w ro tn y c h  zadań
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g ra n ic z n y c h . D o  o b lic z e ń  n ie  je s t  p o trz e b n a  zn a jo m o ść  w a ru n k u  p o c z ą tk o w e g o . W  p rzeds ta ­

w io n e j w e rs ji m e to d y  lo k a liz a c ję  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h  o g ra n ic z o n o  w y łą c z n ie  d o  

ze w n ę trzn e g o  k o n tu ru  o b sza ru  ro z w ią z a n ia , p rz y  c z y m  k o n tu r  ten  n ie  m u s i s ię  o c z y w iś c ie  

p o k ry w a ć  z  rz e c z y w is ty m  b rz e g ie m  o b sza ru . W  ta k im  b o w ie m  p rz y p a d k u  u z y s k u je  s ię 

znaczne u p ro szcze n ie  n u m e ry c z n e j re a liz a c ji a lg o ry tm u  z  u w a g i na w ys tę p u ją ca  s ym e trię  

o p e ra to ra  d y s k re tn e g o . N a le ż y  tu  także  w s p o m n ie ć  o  o g ra n icze n ia ch  w y s tę p u ją c y c h  p rz y  

s to so w a n iu  m e to d y  D T S  d o  ro z w ią z y w a n ia  p ro b le m ó w  n ie l in io w y c h .

P rze d s ta w io n e  m e to d y  s p e łn ia ją  w ię kszo ść  k ry te r ió w  ( [3 ] ,  ro z d z ia ł 2 .1 ) ,  k tó re  p o w in n y  

sp e łn ia ć  e fe k ty w n e  m e to d y  ro z w ią z y w a n ia  p ro b le m ó w  ź le  u w a ru n k o w a n y c h  ta k ic h  ja k  

a n a lizo w a n e  g ra n ic z n e  za g a d n ie n ia  o d w ro tn e  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła . P rze p ro w a d z o n o  lic zn e  

o b lic z e n ia , k tó ry c h  ce le m  b y ła  w e ry f ik a c ja  s ta b iln o ś c i i d o k ła d n o ś c i m e to d . Zastosow ane  

testy  n u m e ry c z n e  s ta w ia ły  p rze d  a n a liz o w a n y m i m e to d a m i b a rd z o  os tre  w y m a g a n ia . 

U zyska n e  w y n ik i  o b lic z e n io w e  p o z w a la ją  s tw ie rd z ić ,  że zastosow ane m e to d y  są e fe k ty w n y m  

na rzę d z ie m  ro z w ią z y w a n ia  ro z p a try w a n e j k la s y  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h . M o ż liw e  je s t  ró w n ie ż  

ro zsze rze n ie  p o la  za s to sow ań  ty c h  m e tod  na zadan ia  in n e j k la s y , ja k  np . zag adn ie n ia  

o d w ro tn e  ze z m ia n ą  fa z y  c z y  o d w ro tn e  za g a d n ie n ia  w s p ó łc z y n n ik o w e .

W  p ra c y  za w a rte  są w  d u że j m ie rz e  re z u lta ty  w ie lo le tn ic h  badań a u to ra  d o tyczą cych  

ro z w ią z y w a n ia  za g a d n ie ń  o d w ro tn y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  i o p u b lik o w a n y c h  np . w  [2 3 ],  

[2 4 ] , [2 5 ] , [3 9 - 5 2 ] , [5 7 ,5 8 ] , [ 6 1 ,6 2 ] .  W  ro zw a ża n ą  p ro b le m a ty k ę  ro z w ią z y w a n ia  g ra n iczn ych  

zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  w n ió s ł a u to r  s w ó j w ła s n y  w k ła d  tw ó rc z y .

W  d z ie d z in ie  zas to sow ań  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  is to tn y m  w k ła d e m  a u to ra  je s t 

o p ra c o w a n ie  m e to d y  ro z w ią z y w a n ia  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  z  w y k o rz y s ta n ie m  w s z e lk ie j 

do s tępn e j a  p r i o r i  in fo rm a c ji o  p ro ce s ie . P ode jśc ie  ta k ie  u m o ż liw ia  znaczną  po p ra w ę  

s ta b iln o ś c i i d o k ła d n o ś c i w y n ik ó w  ro z w ią z a n ia  w s z e lk ic h  p ro b le m ó w  s łabo  u w a ru n k o w a n y c h . 

Z a s tosow a ne  p o d e jś c ie  m a o d  s tro n y  m a te m a tyczn e j cech y  a lg o ry tm ó w  re g u la ry z o w a n y c h . 

D la  za g adn ie ń  p rz e p ły w u  c ie p ła  za p ro p o n o w a n a  m e toda  m oże  b y ć  s tosow ana  d o  

ro z w ią z y w a n ia  z a ró w n o  zag adn ie ń  n ie u s ta lo n y c h , ja k  i u s ta lo n ych .

W  p rz y p a d k u  m e to d y  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j w k ła d  a u to ra  p o le g a  na po sze rze n iu  zakresu 

zastosow ań  m e to d y  na ro z w ią z y w a n ie  za g a d n ie n ie ń  n ie l in io w y c h , tz n . p ro b le m ó w  je d n o ­

czesnej id e n ty f ik a c ji  p o la  te m p e ra tu ry  i w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h . N o w a to rs k ie  je s t  także 

zasto sow an ie  m e to d y  f i l t r a c j i  d o  ro z w ią z a n ia  g ra n ic z n y c h  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h .

A u to r  p o  ra z  p ie rw s z y  w y k o rz y s ta ł m e todę  d y s k re tn e j tra n s fo rm a c ji s p e k tra ln e j w ra z  z 

ko n c e p c ją  m e to d y  sze re g ó w  p o c h o d n y c h  d o  s fo rm u ło w a n ia  m o d e lu  o d w ro tn e g o  zagadn ien ia  

g ra n iczn e g o . D z ię k i ta k ie m u  w ła ś n ie  p o d e jśc iu  u d a ło  s ię  a u to ro w i zn a czn ie  u p ro śc ić  op is  

m a te m a tyczn y  p ro b le m u  w  s to su n ku  d o  in n y c h  ro z w ią z a ń  b a zu ją cych  na k o n c e p c ji sze regów  

p o c h o d n y c h . U z y s k a n o  u n iw e rs a ln ą  postać  a lg o ry tm u  ro z w ią z a n ia  z a ró w n o  zag adn ie ń  je d n o - 

ja k  i w ie lo w y m ia ro w y c h .  M e to d a  za p e w n ia  p o n a d to  du żą  s ta b iln o ść  re z u lta tó w .
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D la  p o d e jś c ia  s to ch a s tyczn e g o  (ra c h u n e k  w y ró w n a w c z y , f i l t r a c ja  d y n a m ic z n a ) s ta b iliz a c ja  

ro z w ią z a n ia  o p ie ra  s ię  na w a ż o n e j ś re d n io k w a d ra to w e j m in im a liz a c ji o d c h y łe k  

id e n ty f ik o w a n y c h  w ie lk o ś c i.  W  p rz y p a d k u  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  ko n ie c z n a  je s t 

za z w y c z a j m in im a liz a c ja  z a ró w n o  o d c h y łe k  w ie lk o ś c i m ie rz o n y c h , ja k  i n ie w ia d o m y c h  

(a lg o ry tm  ro z s z e rz o n y ). T a  m e to d a  m in im a liz a c ji  w y m a g a  w y k o rz y s ta n ia  w s z e lk ie j dostępne j 

a  p r i o r i  in fo rm a c j i  o  w ie lk o ś c ia c h  n ie w ia d o m y c h . M o ż n a  w  ten  sposób zn a czn ie  z m n ie js z y ć  

c zu ło ś ć  a lg o ry tm u  na z a k łó c e n ia  d a n ych  w e jś c io w y c h  i z w ię k s z y ć  s ta b iln o ść  m e to d y . Is to tna  

za le ta  p o d e jś c ia  s to ch a s tyczn e g o  je s t  m o ż liw o ś ć  b e z p o ś re d n ie j o ce n y  s ta tys tyczn e j uzyska n ych  

w y n ik ó w ,  a ty m  s a m y m  ic h  w ia ry g o d n o ś c i.

N a jb a rd z ie j u n iw e rs a ln a  z  p rz e d s ta w io n y c h  m e to d  je s t  m e toda  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  

(w  u ję c iu  ro z s z e rz o n y m ). N a d a je  s ię  ona  d o  ro z w ią z y w a n ia  b a rd z o  s z e ro k ie j g a m y 

p ro b le m ó w  o d w ro tn y c h  (a  o g ó ln ie  sze ro ko  ro z u m ia n y c h  p ro b le m ó w  u z g a d n ia n ia ). D la  

a n a liz o w a n y c h  w  p ra c y  za g a d n ie ń  u z y s k u je  s ię  za d o w a la ją cą  d o k ła d n o ś ć  id e n ty f ik a c ji .  

E fe k ty w n e  s to so w a n ie  m e to d y  w y m a g a  je d n a k  p e w n e g o  d o ś w ia d c z e n ia  (a  n a w e t in tu ic j i )  

k o n ie c z n e j d o  o k re ś le n ia  p o c z ą tk o w e j o c e n y  p o s z u k iw a n y c h  w ie lk o ś c i.  D la  zagadn ień  

n ie u s ta lo n y c h  a n a liz ie  m o żn a  p o d d a w a ć  in fo rm a c je  p o m ia ro w e  d o tyczą ce  w s z y s tk ic h  lu b  

częśc i ro z p a try w a n y c h  k ro k ó w  czasu (p rz y  c z y m  lic z b a  k ro k ó w  czasu je s t  d o w o ln a ) . 

Z w ię k s z a  to  d o k ła d n o ś ć  e s ty m a c ji w  p o ró w n a n iu  z  m e todą  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j, le cz  m oże 

zn a czn ie  k o m p lik o w a ć  s tru k tu rę  a lg o ry tm u  n u m e ryczn e g o  (zw ła szcza  d la  zag adn ie ń  

w  ie lo  w y  m  ia ro w y  c h ) .

M e to d a  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j b a zu je  na p o d o b n e j k o n c e p c ji c o  m e to d a  ra ch u n ku  

w y ró w n a w c z e g o . Z  z a ło ż e n ia  je s t  o n a  p rze zn a czo n a  d o  a n a liz y  p ro c e s ó w  n ie u s ta lo n ych . 

Z a ło ż e n ie  to  n a rzu ca  o k re ś lo n y  sposób fo rm u ło w a n ia  m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  p rocesu  w  

po s ta c i tz w . ró w n a n ia  s tanu (z a ró w n o  w  po s ta c i d y s k re tn e j,  ja k  i a n a lity c z n e j) .  F o rm a liz m  

ten  je s t  z je d n e j s tro n y  za le tą  m e to d y , g d y ż  u ła tw ia  z n a k o m ic ie  re a liz a c ję  n u m e ry c z n a , a le 

ró w n o c z e ś n ie  w  w ie lu  p rz y p a d k a c h  m oże  u tru d n ia ć  u tw o rz e n ie  ró w n a n ia  s tanu . A lg o ry tm  

m e to d y  je s t  b a rd z o  z w a r ty  i d o g o d n y  d o  im p le m e n ta c ji n u m e ry c z n e j. P o d o b n ie  ja k  ra ch u n e k  

w y ró w n a w c z y , m e to d a  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j m oże  b y ć  s toso w ana  d o  ro z w ią z y w a n ia  

zag adn ie ń  n ie l in io w y c h .  W a ż n e  je s t  ró w n ie ż , że o b y d w ie  m e to d y  n ie  n a rzu ca ją  żadnych  

o g ra n ic z e ń  na lo k a liz a c ję  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h , tzn . że p u n k ty  p o m ia ro w e  m o gą  b y ć  

um ie szczane  w  d o w o ln y c h  m ie js c a c h , a w ię c  w e w n ą trz  c ia ła , ja k  i na je g o  p o w ie rz c h n i.

Z u p e łn ie  o d m ie n n e  p o d e jśc ie  p rz e d s ta w ia  m e toda  d y s k re tn e j tra n s fo rm a c ji sp e k tra ln e j 

D T S . Z a s to s o w a n ie  m e to d y  D T S  p o z w o li ło  u zyska ć  znaczną  z w a rto ś ć  i u n iw e rsa ln o ść  

a lg o ry tm u  o b lic z e ń . W  e fe k c ie  s to p ie ń  z ło ż o n o ś c i m e to d y  je s t  p o d o b n y  d la  za g a d n ie ń  je d n o - 

i w ie lo w y m ia ro w y c h .  W  p o łą c z e n iu  z  k o n c e p c ją  m e to d y  sze re g ó w  p o c h o d n y c h  i p rz y  

w y k o rz y s ta n iu  re g u la ry z o w a n e g o  a lg o ry tm u  o b lic z a n ia  p o c h o d n y c h  o d p o w ie d z i te m p e ra ­

tu ro w e j u z y ska n o  e fe k ty w n y  i s ta b iln y  a lg o ry tm  ro z w ią z y w a n ia  o d w ro tn y c h  zadań
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g ra n ic z n y c h . D o  o b lic z e ń  n ie  je s t  p o trz e b n a  zn a jo m o ść  w a ru n k u  p o c zą tko w e g o . W  p rzeds ta ­

w io n e j w e rs j i  m e to d y  lo k a liz a c ję  p u n k tó w  p o m ia ro w y c h  o g ra n ic z o n o  w y łą c z n ie  do  

ze w n ę trzn e g o  k o n tu ru  o b sza ru  ro z w ią z a n ia , p rz y  c z y m  k o n tu r  ten  n ie  m u s i s ię  o c z y w iś c ie  

p o k ry w a ć  z  rz e c z y w is ty m  b rz e g ie m  o b sza ru . W  ta k im  b o w ie m  p rz y p a d k u  u z y s k u je  s ię 

znaczne u p ro szcze n ie  n u m e ry c z n e j re a liz a c ji a lg o ry tm u  z  u w a g i na w y s tę p u ją cą  s ym e trię  

o p e ra to ra  d y s k re tn e g o . N a le ż y  tu  także  w s p o m n ie ć  o  o g ra n ic z e n ia c h  w y s tę p u ją c y c h  p rz y  

s to so w a n iu  m e to d y  D T S  d o  ro z w ią z y w a n ia  p ro b le m ó w  n ie lin io w y c h .

P rze d s ta w io n e  m e to d y  s p e łn ia ją  w ię kszo ść  k ry te r ió w  ( [3 ] ,  ro z d z ia ł 2 .1 ) ,  k tó re  p o w in n y  

sp e łn ia ć  e fe k ty w n e  m e to d y  ro z w ią z y w a n ia  p ro b le m ó w  ź le  u w a ru n k o w a n y c h  ta k ic h  ja k  

a n a lizo w a n e  g ra n ic z n e  za g a d n ie n ia  o d w ro tn e  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła . P rze p ro w a d z o n o  lic zn e  

o b lic z e n ia , k tó ry c h  ce le m  b y ła  w e ry f ik a c ja  s ta b iln o ś c i i d o k ła d n o ś c i m e to d . Z astosow ane 

testy  n u m e ryczn e  s ta w ia ły  p rze d  a n a liz o w a n y m i m e to d a m i b a rd zo  o s tre  w ym a g a n ia . 

U zyska n e  w y n ik i  o b lic z e n io w e  p o z w a la ją  s tw ie rd z ić , że zastosow ane m e to d y  są e fe k ty w n y m  

n a rzę d z ie m  ro z w ią z y w a n ia  ro z p a try w a n e j k la s y  za g adn ie ń  o d w ro tn y c h . M o ż liw e  je s t  ró w n ie ż  

ro zsze rze n ie  p o la  zas to sow ań  ty c h  m e to d  na zad an ia  in n e j k la s y , ja k  np . zag adn ie n ia  

o d w ro tn e  ze z m ia n ą  fa z y  c z y  o d w ro tn e  zag a d n ie n ia  w s p ó łc z y n n ik o w e .

W  p ra c y  za w a rte  są w  d u że j m ie rz e  re z u lta ty  w ie lo le tn ic h  badań a u to ra  d o tyczą cych  

ro z w ią z y w a n ia  za g a d n ie ń  o d w ro tn y c h  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła  i o p u b lik o w a n y c h  np . w  [2 3 ],

[2 4 ] , [2 5 ] , [3 9 - 5 2 ] , [5 7 ,5 8 ] , [ 6 1 ,6 2 ] .  W  ro zw a ża n ą  p ro b le m a ty k ę  ro z w ią z y w a n ia  g ra n ic z n y c h  

zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  w n ió s ł a u to r  s w ó j w ła s n y  w k ła d  tw ó rc z y .

W  d z ie d z in ie  zas to sow ań  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  is to tn y m  w k ła d e m  a u to ra  je s t 

o p ra c o w a n ie  m e to d y  ro z w ią z y w a n ia  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h  z  w y k o rz y s ta n ie m  w s z e lk ie j 

dostępne j a  p r i o r i  in fo rm a c ji o  p ro ce s ie . P ode jśc ie  ta k ie  u m o ż liw ia  znaczną  p o p ra w ę  

s ta b iln o ś c i i d o k ła d n o ś c i w y n ik ó w  ro z w ią z a n ia  w s z e lk ic h  p ro b le m ó w  s łabo  u w a ru n k o w a n y c h . 

Z a s tosow a ne  p o d e jś c ie  m a o d  s tro n y  m a te m a tyczn e j ce ch y  a lg o ry tm ó w  re g u la ry z o w a n y c h . 

D la  za g adn ie ń  p r z e p ły w u  c ie p ła  za p ro p o n o w a n a  m e toda  m oże  b y ć  s tosow ana  d o  

ro z w ią z y w a n ia  z a ró w n o  zag adn ie ń  n ie u s ta lo n y c h , ja k  i u s ta lo n ych .

W  p rz y p a d k u  m e to d y  f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j w k ła d  a u to ra  p o le g a  na po sze rze n iu  zakresu 

zas tosow ań  m e to d y  na ro z w ią z y w a n ie  za g a d n ie n ie ń  n ie l in io w y c h , tz n . p ro b le m ó w  je d n o ­

czesnej id e n ty f ik a c ji  p o la  te m p e ra tu ry  i w a ru n k ó w  b rz e g o w y c h . N o w a to rs k ie  je s t  także 

zasto sow an ie  m e to d y  f i l t r a c j i  d o  ro z w ią z a n ia  g ra n ic z n y c h  zag adn ie ń  o d w ro tn y c h .

A u to r  p o  ra z  p ie rw s z y  w y k o rz y s ta ł m e todę  d y s k re tn e j tra n s fo rm a c ji s p e k tra ln e j w ra z  z 

k o n ce p c ją  m e to d y  s ze re g ó w  p o c h o d n y c h  d o  s fo rm u ło w a n ia  m o d e lu  o d w ro tn e g o  zagadn ien ia  

g ra n iczn e g o . D z ię k i ta k ie m u  w ła ś n ie  p o d e jś c iu  u d a ło  s ię  a u to ro w i zn a czn ie  u p ro śc ić  op is  

m a te m a tyczn y  p ro b le m u  w  s to su n ku  d o  in n y c h  ro z w ią z a ń  b a zu ją cych  na k o n c e p c ji sze regów  

p o c h o d n y c h . U z y s k a n o  u n iw e rs a ln ą  postać  a lg o ry tm u  ro z w ią z a n ia  z a ró w n o  zag adn ie ń  je d n o - 

ja k  i w ie lo w y m ia ro w y c h .  M e to d a  za p e w n ia  p o n a d to  du żą  s ta b iln o ść  re z u lta tó w .
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Dodatek A

N

Dowód twierdzenia (5.42)

D o w ó d  tw ie rd z e n ia  (5 .4 2 ) ,  tz n . :

4 = f,(0) = - E №‘)*ł,E Ąit’(0) (A1)
ł*o  i -1

p rz e p ro w a d z a  s ię  w  na s tę p u ją cy  sposób. Z a g a d n ie n ie  w ła sn e  d la  s y m e try c z n e j m a c ie rzy  A  

w ys tę p u ją c e j w  ró w n a n iu  (5 .3 0 )  m a  postać :

A  W  = W  D iag /3  lu b  W r A  = (D ia g /? )W r  (A -2 >

Stad:

W r  = (D ia g /S )- ' W r A  (A -3>

P o d s ta w ia ją c  (A .3 )  d o  za le żn o śc i (5 .1 1 )  d e fin iu ją c e j tra n s fo rm a tę  T  o trz y m u je  s ię :

ł  = (D ia g jS ) '1 W r A T  <A -4 >

W y jś c io w e  ró w n a n ie  (5 .3 0 )  o p isu ją ce  ro z p a try w a n y  p ro b le m  g ra n ic z n y  m o żna  też zap isać 

w  n ie co  o d m ie n n e j po s ta c i (p rz y  z a ło że n iu  C = I ) :

A T ( r )  = d T t rl  -  D T j ( r )  (A .5 )
d r

P o d s ta w ia ją c  za le żn o ść  ( A .5 )  d o  ( A . 4 ) o trz y m u je m y :

f ( r )  = -  (D ia g /3 ) '1 W  r D  T s( r )  + ( D ia g jS )1 W  (A .6 )
Q T
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Z  za ło ż e n ia  e le m e n ty  m a c ie rz y  A, a w ię c  ró w n ie ż  s k ła d o w e  w e k to ró w  w ła s n y c h  w ,, n ie  

są fu n k c ja m i czasu . Z  te g o  p o w o d u  ró w n a n ie  (5 .3 0 )  m o żna  zap isać w  na s tępu ją ce j po s tac i:

T ( r )  = - (Diag/3)_1 W rD T s(t) + (Diag/3)'1 jL(wrT(r)) (A.7)
d r

W y k o rz y s tu ją c  za le ż n o ś c i ( A .3 )  o ra z  ( A . 7 ) o tr z y m u je  s ię n a s tępu ją cy  z w ią z e k :

A ( w r T  ( r ) )  = (Diag/3)'1 W r A  
a r  a r

d T ( r )  _ D T s( r )
d r

P o d s ta w ia ją c  z w ią z e k  ( A . 8 ) d o  ( A . 7 )  u z y s k u je  się następu jącą  za leżn ość : 

T ( r )  = -(Diag/3)'1 W r D T s( r )  -  [(Diag/3)'1]2 WrDTs V ) + 

+ (Diag/3)'1 W r
d r 2

(A .  8)

( A . 9)

P o w ta rz a ją c  tę o p e ra c ję  n ie sko ń cze n ie  w ie le  ra z y  u z y s k u je  s ię  w  e fe k c ie  k o ń c o w y m  

za leżn ość  o k re ś la ją c ą  tra n s fo rm a tę  w e k to ra  te m p e ra tu r T ( r ) :

T(t) = [(D ia g /3 ) '1] * * 'W r D T f ( r )  ( A 1 0 >
*-1

g d z ie  T s(t)( r )  o zn acza  k - tą  p o ch o d n ą  o d p o w ie d z i te m p e ra tu ro w e j w z g lę d e m  czasu.

Jeże li te m p e ra tu ry  b rz e g o w e  T s( r )  s p e łn ia ją  w y jś c io w e  zag a d n ie n ie  b rz e g o w e  (5 .3 0 )  d la  

d o w o ln e j c h w i l i  czasu r ,  to  s p e łn ia ją  je  ró w n ie ż  d la  c h w i l i  p o c z ą tk o w e j, tz n . d la  t = 0 . Stąd 

u z y s k u je  s ię :

T ( r ) L o  = T ( 0 )  = - £  [(D ia g /3 ) ~1]* * ' W 7D T * ( 0 )  ( A - n >
k~l

co  s ta n o w i d o w ó d  tw ie rd z e n ia  ( A . l ) .

Dodatek B

Wyprowadzenie pewnych złożonych operacji macierzowych

P rz y jm u ją c  nas tępu jące  o zn aczen ia :

G  - m a c ie rz  s y m e try c z n a  o  ro z m ia ra c h  n *  n ,

B  - m a c ie rz  o  w y m ia ra c h  r  *  n ,

F  - m a c ie rz  s y m e try c z n a  o  w y m ia ra c h  r * r ,

d o w o d z i s ię p ra w d z iw o ś c i d w ó c h  na s tępu ją cych  tw ie rd z e ń :

Twierdzenie 1

G B r (B G B r + F ) 1 =  ( C + B ^ B J W  

Dowód:

G B r (B G B r + F ) 1 =

=  ( G ^ + B ^ B ) - 1 ( G ^ + B ^ B )  G B r(B G B r + F ) 1 =

=  ( G 1+ B r F l B ) '1 ( B ^ + B ^ B G B 7)  ( B G B ^ + F ) 1 =

=  ( G ^ - ł - B ^ B ) ' 1 B ^ F + B G B 7)  ( B G B r + F ) 1 =

=  ( G ^ + B ^ B ^ B ^ F 1

Twierdzenie 2

(B.l)

(G ^ + B ^ B )1 = G-GBr(BGBr+F) ■BG (B .2 )
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Dowód:

( C + B T ^ B )  =

= (C + B T ^ B ) [G-(G'I+BrF 1B)'lBr+ F ‘BG] [G-(G ‘+B rF 'B )1Br+ F'BG] '

W y k o rz y s tu ją c  za le żn o ść  (B. 1) o tr z y m u je  s ię :

( C + B ^ B )  [G -C C +B 7̂ ^ )  'Br+ F ‘BG] [G-(G '+ B rF lB)‘1Br-(-F1BG]‘' =
=  (C + B T ^  B) [G -(G 1+BrF 1B )1Br+ F lBG] [G-GBr(BGBr+ F ) ’B G ]1 =
= [ I+ B ^ B G -B ^ B G ]  [G-GBr(BGBr+F) ‘B G ]1 =
= [G-GBr(BGBr+F) ’B G ]1

S tąd:

(C + B T ^ B ) =  [G-GBr(BGBr+ F ) ‘B G ]1 (B 3)

M n o ż ą c  le w ą  i p ra w ą  s tro n ę  za le żn o śc i (B.3) p rze z  in w e rs ję  p rz e c iw n y c h  s tro n  (co  je s t 

ró w n o z n a c z n e  z  p o d n ie s ie n ie m  s tro n  ró w n a n ia  d o  p ie rw s z e j p o tę g i)  u z y s k u je  się 

os ta te czn ie :

(G 1+B rF 1B)-1 =  G G B r(BGBr+ F )B G

ZASTOSOWANIE METOD STOCHASTYCZNYCH 
I SPEKTRALNYCH DO ROZWIĄZYWANIA 

GRANICZNYCH ODWROTNYCH ZAGADNIEŃ 
PRZEWODZENIA CIEPŁA

S t r e s z c z e n i e

P re ze n to w a n a  p ra ca  je s t  p o św ię co n a  p ro b le m o w i ro z w ią z y w a n ia  o d w ro tn y c h  

zag adn ie ń  p rz e w o d z e n ia  c ie p ła . R o z p a try w a n y  je s t  p ro b le m  id e n ty f ik a c ji  

n ie u s ta lo n y c h  p ó l te m p e ra tu ry  c ia ła  (a  w  ty m  o d tw a rz a n ia  p o czą tko w e g o  ro z k ła d u  

te m p e ra tu ry  c ia ła )  o ra z  s tru m ie n i c ie p ła  na b rzegu  a n a lizo w a n e g o  o b sza ru , tzn . 

g ra n ic z n e  za g a d n ie n ie  o d w ro tn e . P rz e d m io te m  ro zw a ża ń  są w y łą c z n ie  p ro b le m y  

n ie u s ta lo n e j w y m ia n y  c ie p ła .

O p ra c o w a n o  i ro z w in ię to  t rz y  m e to d y  ro z w ią z a n ia  p ro b le m u . D w ie  z  n ich  

na leżą  d o  g ru p y  m e to d  s to ch a s tyczn ych  (a  d o k ła d n ie  -  m e tod  e s ty m a c ji 

s ta ty s tyczn ie  o p ty m a ln e j) :  m e toda  ra c h u n k u  w y ró w n a w c z e g o  o ra z  m e toda  

o p ty m a ln e j f i l t r a c j i  d y n a m ic z n e j ( tz w . m e toda  f i l t r u  K a lm a n a ). T rz e c ia  z m e tod  

ba zu je  na te o r i i  d y s k re tn e j tra n s fo rm a c ji s p e k tra ln e j o ra z  w y k o rz y s tu je  ko n ce p c ję  

m e to d y  sze re g ó w  p o c h o d n y c h . W s z y s tk ie  w y m ie n io n e  m e to d y  w y m a g a ją  

s fo rm u ło w a n ia  m o d e lu  m a te m a tyczn e g o  ro z p a try w a n e g o  p rocesu . W  p ra cy  

ro z p a tru je  s ię w y łą c z n ie  m o d e le  d ysk re tn e  s fo rm u ło w a n e  za p o m o cą  ta k ic h  m etod  

n u m e ry c z n y c h  ja k  na p rz y k ła d  m e toda  e le m e n tó w  sko ń czo n ych  M E S  c z y  m e toda  

b ila n s ó w  e le m e n ta rn y c h  M B E .

W  p ra c y  p rz e d s ta w io n o  p o d s ta w o w e  za ło że n ia  o m a w ia n y c h  m e to d  w ra z  

z a n a lizą  d o k ła d n o ś c i i e fe k ty w n o ś c i n u m e ry c z n e j. P rz y to c z o n o  lic z n e  p rz y k ła d y  

o b lic z e n io w e  d o tyczą ce  g łó w n ie  w e ry f ik a c j i  d o k ła d n o ś c i m e tod . P rze d s ta w io n o  

ró w n ie ż  m o ż liw o ś c i p ra k ty c z n e g o  w y k o rz y s ta n ia  o p ra c o w a n y c h  a lg o ry tm ó w .



APPLYING STOCHASTIC AND SPECTRAL METHODS FOR 
SOLVING BOUNDARY INVERSE PROBLEMS OF HEAT 

CONDUCTION

S u m m a r y

T h e  p resen ted  w o rk  is d e vo te d  to  the  p ro b le m  o f  a s o lu t io n  o f  in ve rse  p ro b le m s  

o f  heat c o n d u c tio n . T h e  p ro b le m  o f  id e n t if ic a t io n  o f  tra n s ie n t te m p e ra tu re  f ie ld  

w ith in  the  b o d y  ( in c lu d in g  c a lc u la t io n  o f  in i t ia l te m p e ra tu re  f ie ld  o f  the  b o d y ) and 

heat f lu x e s  o n  the  b o u n d a ry  o f  the  a n a lyze d  d o m a in  is co n s id e re d  h e re in . 

T ra n s ie n t p ro b le m s  o f  hea t tra n s fe r a re  the  sub je c t o f  co n s id e ra tio n s .

T h re e  m e thod s  o f  th e  s o lu t io n  o f  the  p ro b le m s  have been e la b o ra te d  and 

d e ve lo p e d . T w o  o f  th e m  b e lo n g  to  the  g ro u p  o f  s to ch a s tic  m e thod s  (e x a c tly  

s ta t is t ic a lly  o p t im a l e s t im a tio n  m e th o d s ): the  least squares a d ju s tm e n t m e th o d  and 

o p t im a l d y n a m ic  f i l t r a t io n  m e th o d  (so  ca lle d  K a lm a n ’ s f i l te r in g ) .  T h ir d  m e thod  

is based o n  th e  th e o ry  o f  d is c re te  e ig e n va lu e  tra n s fo rm a tio n  and in c lu d e s  a c o n ­

ce p t o f  the  m e th o d  o f  series o f  d e r iv a t iv e s . A l l  the  m e n tio n e d  m e thod s  re q u ire  

fo rm u la t io n  o f  the  m a th e m a tica l m o d e l o f  co n s id e re d  p rocess. H e re in  o n ly  

d is c re te  m o d e ls  fo rm u la te d  o n  the  base o f  n u m e ric a l m e thod s  such as f in i te  

e le m e n t m e th o d  F E M  o r  c o n tro l v o lu m e  m e th o d  C V M  a re  co n s id e re d .

T h e  b a s ic  a ssu m p tio n s  o f  p ropose d  m e thod s  are  p resen ted  in  the  p a p e r as w e ll 

as the  a n a lys is  o f  the  a c c u ra c y  and n u m e ric a l e f f ic ie n c y . S evera l n u m e ric a l 

exa m p le s  te s t in g  a c cu ra cy  o f  the  m e thod s  are p resen ted . P o s s ib ilit ie s  o f  p ra c tic a l 

a p p lic a t io n  o f  e la b o ra te d  a lg o r ith m s  are  a lso  d iscussed.

ПРИМЕНЕНИЕ СТОХАСТИЧЕСКИХ  
И СПЕКТРАЛЬНЫ Х МЕТОДОВ 

ДЛЯ РЕШЕНИЯ ГРАНИЧНЫ Х ОБРАТНЫХ З А Д А Ч  
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Р е з ю м е

Настоящая работа посвящена проблеме решения обратных вопросов 
те п л о п р о в о д н о с т и . Р а с с м а т р и в а ю т с я  проблем ы  и д ен ти ф и кац и и  поля 
т е м п е р а т у р ы  т е л а  (т а к ж е  проблем ы  и д е н ти ф и к ац и и  н а ч а л ь н о го  
распределения тем пературы ) и теплого потока на крае анализируемой 
области: т е .  граничная обратная проблема. П редметом рассуждений
являю тся проблемы нестационарного теплообмена.

Были разработаны и развиты три методы решения проблемы. Два из них 
отн осятся  к груп п е стохастических методов (а точно к методам 
статистически оптимальной эстимации): координация методом найменьших 
квадратов и м етод оптимальной динамической фильтрации (так называемая 
фильтрация Кальмана). Третий метод основан на теории дискретной 
спектральной трансформации и использует концепцию рядов пройзводных. 
Все тр и  м етод ы  т р е б у ю т  ф орм ули ровки  м а т е м а т и ч е с к о й  м одели 
р ассм отри ваем ого  п р о ц есса . В раб оте  ан а л и зи р у ет ся  только  лишь 
дискретные модели образованные с помощю таких численных методов как 
метод конечных элементов М К £  или метод элементарных балансов МЕБ.

В работе представляю тся основные предположения указанных методов 
вместе с анализом точности и нумерической эффективности. Приводится 
ряд  расчётны х примеров относящ ихся в основном к верификации и 
точности м етодов. П редставляю тся тож е возможности практического 
использования разработанных алгоритмов.




