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PROMIEN STYKU KULI Z PLASKA POWIERZCHNIA W NAPREZE-
NIACH KONTAKTOWYCH

Streszczenie. Opisano sposdb obliczania promienia styku hertzowskiego bu wyko-
rzystujac wyznaczone za pomocg wahadta wartosci wspdétczynnika tarcia tocznego dla
réznych materiatbw w mchu oscylacyjnym. Zaletg tego sposobu jest prostota uzyskiwania
wynikéw koricowych bez znajomosci wartosci modutéw Younga E i liczb Poissona v badanej
pary materiatdbw. Wyniki badan dla przyktadowych materiatdw zamieszczono w tablicy.

CONATACT RADIUS OF THE BALL WITH THE FLAT PLANE IN
CONTACT STRESSES

Summary. One describes the method of calculating Hertz contact radius bH which uses
the values of coefficient of rolling friction u0O (calculated by means of pendulum), for different
materials in oscillation. The advantage of this method is that you can simply get the results
without knowlage of Young’s modulus value E and Poisson coefficient v. There are some
examples for the different materials in the table below.

1. Wstep

Naprezenia kontaktowe, zwane takze naprezeniami stykowymi, wywotane sg wza-
jemnym dociskiem elementéw i stanowig osobng grupe zagadnien spietrzenia naprezen.

W7 przypadku wspdtpracujacej pary, kula na powierzchni prébki ptaskiej, do obliczania
promienia styku a korzysta sie ze wzoru Hertza [6] o postaci

Nl- V,E+ I—v:2’\
£ £,

()

a najwieksze naprezenia nacisku zalezg od wymiaru styku dociskanych elementow i

oblicza sie je ze wzoru

- 0,578 K!fm—-r nl .[NmZ, )
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gdzie: Rt -promien kuli [m].
F - obcigzenie [N],
Ej ; - modut Younga, dla stali 2,07-105[MPa],
v, : - wspliczynnik Poissona, dla stali 0,3.

Wymiar promienia styku a ma istotny wptyw na warto$¢ tarcia tocznego, a wielkos¢
tarcia decyduje o zuzyciu elementéw maszyn,. o ich trwatosci. Jak wynika ze wzoru (1).
wptyw na wielko$¢ promienia styku posiadajg cechy materiatowe, obcigzenie oraz promien
kuli. Cechy materiatowe sg podawane w literaturze technicznej. Jednak ich dobér do obliczen
promienia styku a sprawia niekiedy trudno$ci zwigzane z brakiem danych dla okreslonych
materiatdw badz tez podawaniem ich w szerokim przedziale warto$ci. Do$¢ obszerne dane
materiatowe podano w tablicy 1 [10],

Tablica 1
Wartosci E i vdla niektdrych materiatow' [10]
Materiat E [Mpa]l05 \%
Stato 0,07-0,14 C 2,02 0.25-0.3
Stal 0 0,42-0,50 C 2,06 0,25-0.3
Stal 0 0.25-0,35 zahartowana 2,11 0.25-0.3
Stal chromowo-krzemowa na sprezyny 211 0,25-0,3
Zeliwo szare 1.0 0,23-0,27
Stopy aluminium 0,67-0,74 0.32-0.35
Stopy Cu-Sn 1.0-1,1 0.23
Drewno 0,08-0,2 0,045-0,065
Beton 0,18-0,42 0.16-0.18
Szkto potasowe 0,6-0,65 0,23
Szkto organiczne 0.019-0.028 0.34-0.27
Tworzywo epoksydowe —typu Epidian 0.033-0,035 0.35

W wytworniach tozysk tocznych prowadzone sg badania oporéw ruchu elementéw
tocznych w biezniach oraz opory ruchu kompletnych tozysk, stad podawane sg zaleznosci do
ich obliczania, zazwyczaj momentu tarcia w produkowanych przez siebie tozyskach tocznych
[6, 8]. Dla przyktadu w [1] za [5] podane sg na wykresie zaleznosci wspo6tczynnika tarcia
tozysk tocznych //, w zalezno$ci od obcigzenia tozyska (od 0 do 60 kN). Wartosci te wynosza
Hi =(0,08 2,5)-10'3 natomiast w [7] dla tozysk wiencowych (wielkogabarytowych) w
zaleznosci od konstrukcji tozyska, /r= 0,003 -0,008.

Wspotczynnik tarcia tocznego zazwyczaj objasniany jest z warunku réwnowagi
momentéw; Q k =P-r, stad k = rP/Q, (rys.1) [11]. Warunek ten zastosowano pierwotnie do
rozpatrywania problemu obtaczania sie kota kolejowego po szynie, stad tez powszechnie
uzywany jest jako model obcigzanego kota, jak np. rysunek la. Model obcigzenia walcow

(rys. Ib) wynika z zadania dotyczgcego przetaczania ciezarow.
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Rys. 1 Objasnienie geometrii tarcia [11]'
Fig. 1. Explanation of friction geometry [11]
Wspétczynnik tarcia tocznego (rys. la) wynosi k = tgp,,. Z rys. Ib wy nikajg takze inne
zaleznosci: tga=BjC/BC=(k+ki) / D; T/N=(k+kj) / D oraz P=T= (k~kj) Q/D.
Tablica 2

Orientacyjne wartosci wspoétczynnika tarcia tocznego k
w przypadku toczenia kuli na ptaskim podtozu [11]

i Wspoétczynnik tarcia tocznego
Lp. Materia!

K [mm]
1 Stal miekka - stal miekka 0.05
2 Stal hartowana - stal hartowana 0.01
3 Zeliwo - zeliwo 0.05
4 Drewno - drewno 05-08

Z tych przyblizonych danych mozna wnioskowa¢ o wielkosci wspoétczynnika tarcia
toczenia. Z przeprowadzonych badan eksperymentalnych, majacych na celu wyznaczenie
wspoltczynnika tarcia tocznego k dla kulistego ksztattu, uzyskano nastepujgce rezultaty [11]:

Dla kuli o $rednicy dk- 11,113 [mm], k = 0,04 - 0,060 [mm],

a dla $rednicy dt= 14,288 [mm], k = 0,05 - 0,065 [mm],
w przedziale kata tarcia tocznego p = 0°25” 0° 30' z warunku p=arcig k/g,gdzie rkjest
promieniem kuli. Jest w [11] takze uwaga, ze w przypadku mniejszych wymiardwkulek katy
tarcia bedg wiegksze, lecz przy wiasciwym wyborze naciskéw i whasciwej obrobce cieplno-
chemicznej elementow oraz po dokladnym wykonaniu kat tarcia tocznego nigdy nie
przekracza 1°

Dane dotyczace wspdtczynnikéw tarcia dla wspotpracujacej pary ze stali z [4] zawarte sg

w tablicy 3, a dane z innego zrédfa [2] w tablicy 4.

“ Oznaczenia wg literatury [11]
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Tablica 3
Wartosci wspdtczynnikdéw tarcia tocznego dla niektérych materiatow wg [9]
Rodzaj tarcia Typ tarcia Wspdtczynnik tarcia tocznego p
Tarcie $lizgowe spoczynkowe 0,1-1
i Tarcie graniczne 0.1-0.2
Tarcie Slizgowe Tarcie mieszane 0.01-0,1
Tarcie ptynne 0.001-0.01
Tarcie gazowe 0,0001
Tarcie toczne Smarowane 0.005-0.001
Tablica 4

Wartosci wspétczynnikéw tarcia $lizgowego /ug
oraz tocznego /uRz warunku P=Q-/uR/rk [2]

Mc Mr [cm]
Stal na drewnie 0.8-0.5
Stal na stali 0.05-0.1 104
Stal na stali z filmem olejowym 0.06-
Stal na lodzie 0.014
Aluminium na aluminium 1,8-1
Opony na suchej drodze 1.05 0,7
Opony na mokrej drodze 0.4

Wartosci ramion momentdw tarcia tocznego/ dla tozysk [10] pokazano w tablicy 5.

Tablica 5
Wspotczynnik tarcia tocznego w tozyskach [10]

Typ tozyska f [cm] Typ tozyska f [cm]

Kulkowe, promieniowe (obcigzenie 0.002 Igietkowe 0,008
promieniowe)

Kulkowe, promieniowe (obcigzenie osiowe) 0,004 Barytkowe dwurzedowe 0.004

Kulkowe sferyczne dwurzedowe 0.0015 Oporowe 0,003

Rolkowe z krétkimi rolkami 0.003 Stozkowe (obcigzenie promieniowe) 0,008

Rolkowe z dtugimi rolkami 0.006 Stozkowe (obciagzenie osiowe) 0.020

2. Badania wtasne

Jak wynika z przedstawionych danych dotyczacych tarcia tocznego, obliczanie oporow
ruchu dla dowolnego przypadku jest sprawg ztozong, poniewaz mata jest liczba par
wspoétpracujacych materiatow, dla ktérych podawane sg wspétczynniki tarcia tocznego.

Ktopotliwa jest takze ocena ramienia momentu reakcji w styku.
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Do oceny poréwnawczej wartosci wspotczynnikow tarcia tocznego dla wybranych par
materiatowych wykorzystano urzadzenie w postaci wahadta [9],

Do uktadu wahadta, kula na ptaskim podtozu z wybranych materiatdbw, dostarczano
energie potencjalng Ep przez wychylenie, uzyskujac okreslong wysoko$¢ podnoszenia h
$rodka ciezkosci masy m wahadta.

Dostarczona warto$¢ energii potencjalnej

Ep-m-g-h, 3)
gdzie: m. - masa wahadta,
g - przyspieszenie ziemskie,
h - wysokos$¢ podnoszenia.

Catkowita dyssypacja w styku kuli z ptaskag probka zadanej energii potencjalnej jest
pracg tarcia. Prace tarcia do chwili zatrzymania si¢ ruchu wahadta mozna wyznaczy¢ z
zaleznosci

Lt=T-S =m-g-ful-i-ss, 4)
gdzie: T - sita tarcia,
S - catkowita droga tarcia,
Ho - wspotczynnik oporéw ruchu tocznego,
i - catlkowita liczba wahnieé¢ wahadta,
ss - u$redniona droga pojedynczego, wzglednego ruchu w styku pomiedzy kulg
i wspoltpracujgcym ptaskim elementem (podiozem).

Z pordwnania (3) i (4) oraz wymiarow geometrycznych wahadta wyznaczono dla
oscylacyjnego ruchu tocznego warto$¢ wspétczynnika oporu [9]
h 0,536
s, (%)

Do wyznaczenia k [mm] przyjmuje sie r6zne miejsca przytozenia reakcji obcigzenia R q,
jak  np.narys. la.Ogdlnie, wzaleznosci od zastosowanych warstw posrednich, mozna
przyjac¢, zef=x-bHw Szczeg6lnymia mozliwymi do zatozenia miejscami przyto:
moga by¢ np.:

- f=0,42-bH jako s$rodek ciezkosci potowy kota pola naciskéw,
- f=0,64-bH jako srodek ciezkosci pétokregu pola naciskow.

W [3] pokazano rozktad naprezen i odksztatcen, a najwieksze z nich - biate pole na rys.

2, znajduje sie w odlegtosci ok. 20//7 od brzegu styku.

SUPERIOR

Kz

Rys. 2. Rozktad naciskdw na polu styku herzowskiego [3]
Fig.2. Pressures distribution in Hertz contac area [3]
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W przypadku ogo6lnym, a w tym dla przypadku zastosowania wahadta, proponuje sie
model obcigzenia kuli przedstawiony na rys. 3. Do dalszej analizy przyjeto, ze ramie
przytozenia reakcji znajduje sie w odlegtosci promienia styku (w kierunku potencjalnego
ruchu) od gtéwnej jego osi symetrii, tj. przy x=1, stad

f- bHw (6)

Rys. 3. Proponowany model obcigzenia kuli i probki ptaskiej w wahadle
Fig. 3. Suggested model ofbali and the fiat specimen in the pendulum

Z rys. 3 wynika, ze rownanie rownowagi momentow wzgledem centralnego punktu styku

ma postac

P-e = bHW-RQ ©)

Z sumy sit na 0$ x wynika, ze P=T=Q-fi0, natomiast z sumy sit na 0§y; Rq = Q. Podstawiajac

to do (16) i upraszczajgc otrzymuje sie:

bHv= e-p.0, (8)

gdzie:  bnw- promien styku w wahadle w [mm] dla zastosowanej kuli o $rednicy
dw= <)30 [mm] i przy obciazeniu Qw= 28,2 [N], (wartosci w tablicy 2),
e - odlegto$¢ srodka ciezkosci wahadta od powierzchni styku (dtugos$¢ wahadta;
e=1= 603,52 [mm]), aw przypadku samej kuli e = rk,
/jO- wspoOtczynnik oporu ruchu tocznego wyznaczony za pomocg wahadta [14].
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Podobng zalezno$¢ uzyskuje sie takze z analizy przypadku szczeg6lnego, a mianowicie
toczenia sie kuli po rowni pochytej, co pokazano narys. 4.

Rys. 4. Geometria i rozktad sit na réwni pochytej
Fig. 4. Geometry and forces distribution on the inclined piane
Na rys. 4 pokazana jest geometria i rozktad sit na kuli znajdujacej sie na granicy

spoczynku i toczenia sie po réwni pochytej. Kat pochylenia a z zatozenia jest rdwny katowi
tarcia tocznego dla materiatow kuli i réwni pochyte;j.

Z réwnania momentéw wzgledem centralnego punktu powierzchni styku i z réwnania
rzutow sit na réwnie (0$ x) wyznaczyé mozna warto$¢ promienia styku hertzowskiego.

Q e=RN-bH, )

gdzie: Q - ciezar kuli,
e - odlegto$¢ miedzy sitg ciezkosci i Srodka styku kuli z réwnia, e = rk-sina,
Rn - reakcja nacisku kuli na rownie pochytg, Rn=FN = Q-cosa,
bu - promien styku hertzowskiego,
rk- promien kuli,
Fn - sita sktadowa ciezaru kuli prostopadta do pochylonej réwni. FN =Q-cosa.
P=T, (10)
gdzie: P - sita sktadowa ciezaru kuli réwnolegta do pochylonej rowni, P=Q sina,
T - sita tarcia, T= Fn 40 = Q-/u0-cosa,
Ho - wspétczynnik tarcia tocznego wyznaczony pp. z ruchu wahadta [9],

Rozwigzujac uktad réwnan (9) i (10) oraz podstawiajagc podstawowe zaleznosci
otrzymuje sie

rk-sina= bn-cosa, (11)
a z tego zalezno$¢ do okreslenia promienia styku bu podobng do (8)

bH =rk-tga=Ho-rk (12)

Na warto$¢ promienia styku kuli i ptaskiej powierzchni elementu z okre$lonego
materiatu wptyw maja, jak wynika np. ze wzoru (1), obciazenie i promien kuli.
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Dla przypadku ogo6lnego, innego niz w wahadle obcigzenia i promienia kuli. wartos¢
promienia styku zmieni sie wg zaleznosci:

bH ~ bH+ (13)
Q- dK
Podstawiajagc dane wahadta: $rednice dw = 30 [mm] i obcigzenie Qw = 28,2 [N],
otrzymuje sie zalezno$¢ do obliczania promienia styku:

bH =0,\33-bHw-(Q-Rkyi [mm] (14)

W tablicy 6 umieszczono przyktadowe wyniki badan oporéw ruchu tocznego kuli ze stali
tozyskowej, oscylacyjnie obtaczajgcej sie po wybranych ptaskich materiatach. W tablicy tej
zamieszczono wspoétczynnik oporu ruchu tocznego p0, wskaznik oporu tocznego kM tj. iloraz
wspoétczynnika oporu ruchu tocznego pO danego materiatu probki i materiatu wzorcowego
(stal o twardosci 50 HRC -Ip. 1 w tablicy 2). Ostatnia kolumna tablicy 6 zawiera wartosci
promienia styku bHv[mm] obliczonego na podstawie zaleznosci (8).

Tablica 6

Wspotczynnik oporu w ruchu oscylacyjnym tozyskowej kuli stalowej po ptaskiej i technicz-
nie suchej probce oraz wskaznik oporu probki k*i promien styku bnw[mm)]

Lp. Materiat préobki (podtoze) Wspoéitcz. oporu ruchu Wskaznik oporu Promien styku
tocznego tocznego hertzowskiego
ku bH, [mm]
1 Wzorzec twardosci stali, 50HRC 0.000 03 1 0,018
2 Stal resorowa, szlifowana 0,000 03 1 0,018
3 Weglik spiekany SC30 typu SPKN 0,000 04 1,3 0,024
1504 EDR '
4 Stopowa stal nierdzewna 0,000 05 1,6 0,030
5 Stal St5 0,000 05 1,6 0,030
6 Stal StO, na powierzchni 0,000 54 18,0 0,326

silna korozja

Konieczno$¢ wprowadzania nowych materiatow, czesto kompozytowych, do urzadzen, w
ktoérych istotng role odgrywa tarcie toczne, wymaga poznania wielkosci wspotczynnika tarcia
tocznego. Przedstawiony w [9] sposdb badania oporéw oscylacyjnego ruchu tocznego
pozwala wyznaczy¢ wspotczynnik tarcia dla r6znych wspo6tpracujgcych materiatow.

Z przeprowadzonej analizy wynika, ze wyznaczone wspdtczynniki oporu oscylacyjnego
ruchu tocznego dla badanych materiatdéw (tablica 6) pozwalajg na podstawie zalezno$ci (8)
okreslac warto$¢ promienia bnw styku hertzowskiego. Szerokie spektrum kojarzen
materiatowych badanych w tych samych warunkach moze okaza¢ sie pomocne do celow
poréwnawczych.

Warto$¢ promienia styku bHdla przypadkéw o innych wymiarach kuli oraz przy innym
obciazeniu, dla podobnych materiatdw badanych za pomocg wahadta, mozna obliczy¢ z

zaleznosci (14).
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Abstract

The contact stresses are calculated from the Hertz formulae and they depend on the
contact radius. This radius depends on the load, the diameter of ball meshing with flat plane
as well as on the applied materials, i.e. Young’s modulus E and Poissons coefficient v. In case
of contact of different materials these data are not determined unequivocally in every case,
e.g. for steel the coefficient v= 0,25 + 0,3, hence the contact radius and the maximum stresses
are calculated not accurate.

In the proposed method of calculation of contact radius it is based on the rolling friction
coefficients determined by means of physical pendulum. Physical pendulum at determined
geometric features and given load of contact allows for calculation of Hertz contact radius
from the dependence (8). The knowledge of this contact radius buwallows for determination
of the contact radius bH in general case from the formula (14), i.e. at the different ball
diameter and different load.

Determined exemplary values of Hertz contact radius for the geometric conditions and

load coupled with applied physical pendulum are introduced in Table 5.
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