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DEFINICJA | PRZYKLADOWE ZASTOSOWANIE MACIERZY
NEWTONA-PASCALA

Streszczenie. Przedstawiono definicjg macierzy Newtona-Pascala i podano przykfad jej
zastosowania do projektowania filtrow cyfrowych.

DEFINITION OF NEWTON-PASCAL MATRIX AND ITS EXEMPLARY
APPLICATION

Summary. Definition of Newton-Pascal matrix and its exemplary application for
designing digital filters has been presented in the paper.

1. Wstep

Jednym z powszechnie stosowanych w algebrze wzorow jest dwumian Newtona

(»+b)k=1 " r A BWhi @)

Wsp6tczynniki rozwiniecia dwumianu mozna oblicza¢ rekurencyjnie wedtug schematu
zwanego tréjkatem Pascala
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Wedtug tego schematu wartosci elementow lezacych w kazdym kolejnym wierszu sg
obliczane jako suma sasiednich elementow lezacych w wierszu poprzednim. Nie dotyczy to
elementéw skrajnych w kazdym wierszu, ktérych warto$ci sg zawsze réwne jednosci.



614 W.Zapata

2. Macierz Newtona-Pascala i macierz odwrotna

Macierzg Newtona-Pascala Mg+l nazwiemy macierz kwadratowg o0 rozmiarach
(g+N)x(q+l), ktoérej elementy majg nastepujagce wartosci i rozmieszczone sg w nastepujacy
sposob:

a) roéwne zero, gdy elementy macierzy lezg powyzej gtdwnej przekatnej,
b) réwne wartosciom wspétczynnikéw rozwiniecia dwumianu (a+b)k kolejno dla k=0 do
k=q, gdy elementy leza na gtéwnej przekatnej i ponizej.

Elementy przyjmujace warto$ci niezerowe tworza w macierzy trojkat Pascala, ktéry
zaczyna sie w prawym dolnym rogu macierzy i rozwija w Kierunku lewej skrajnej kolumny.
Przyktady macierzy Newtona-Pascala o rozmiarach odpowiednio 2,3,4,5 przedstawiono
ponizej.
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Odwrotng macierzg Newtona-Pascala M-+, nazwiemy macierz, ktéra powstaje z
macierzy Newtona-Pascala przez umieszczenie w kolejnych kolumnach tej macierzy przy
elementach niezerowych na przemian dodatnich i ujemnych znakoéw, zaczynajac od
elementow na gtownej przekatnej i postepujac od gory do dotu. A zatem niezerowe elementy
odwrotnej macierzy Newtona-Pascala sg réwne wspotczynnikom rozwiniecia dwumianu
Newtona (a-b)k kolejno dla k=0 do k=q. Przyktady odwrotnych macierzy Newtona-Pascala o
rozmiarach 2,3,4,5 przedstawiono ponizej.
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Macierz Newtona-Pascala Mq+] jest operatorem przesuniecia w przéd wielomianu
stopnia q. Odwrotna macierz Newtona-Pascala M-+l jest operatorem przesuniecia wstecz
wielomianu stopnia g. lloczyn zdefiniowanej powyzej macierzy Newtona-Pascala i macierzy
odwrotnej Newtona-Pascala jest rowny macierzy jednostkowej. Stwierdzenie to uzasadnione
zostanie w dalszej czesci referatu.
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3. Przesuniecie wielomianu

Przesunieciem wielomianu nazwiemy wielomian C*n)(x), ktory powstaje z wielomianu
poczatkowego C(x) przez zmiang wartosci zmiennej x wielomianu o pewng liczbe catkowitg n

C.n(x) =C(x +n) ®)

Gdy liczba n jest dodatnia, méwimy o przesunieciu wielomianu w przdd, a gdy jest
ujemna, méwimy o przesunieciu wstecz. Jednokrotne przesuniecie wielomianu jest wtedy,
gdy warto$¢ bezwzgledna przesuniecia zmiennej wielomianu jest réwna jednosci.
Wielokrotne przesuniecie wielomianu jest wtedy, gdy warto$¢ bezwzgledna przesuniecia
zmiennej wielomianu jest liczbg catkowita wiekszg od jednosci. Wielokrotne przesuniecie
wielomianu jest zatem zitozeniem jednokrotnych przesunie¢ wielomianu. Zgodnie z
powyzszymi okres$leniami mozna zapisac:

C(0)(x) = C(x) = £ c [O)xi
i

C51)(x) = CO)(x +1) = ¢ ¢ | Dxi
i=0

CA(x)=CY(x +1) =X cp)xi (6)
i=0

d n)(x) = Ca'Y(x+1)=¢ c.nx"

i=0
gdzie: cQ\ cju\ ..., ' - wspotczynniki wielomianu przed wykonaniem operacji prze
suniecia
gn\ cjn), ..., %q - wspdtczynniki po n-krotnym przesunieciu wielomianu, q - stopien wie-
lomianu.

Procedure n-krotnego przesuniecia wielomianu mozna zrealizowac zatem rekurencyjnie
za pomocg macierzy Newtona-Pascala wykonujac operacje kolejno dla r=1,2,3, ... , n zgodnie
ze wzorem

<>
¥ gl
Ca?i 1q_|
= Mq+| (7)
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lub bezposrednio wedtug wzoru

noc@)
< n) q
<-j i
= M g+l (8)
L i6)

W zapisie uproszczonym mozna operacje n-krotnego przesuniecia wielomianu w przéd, a
nastepnie n-krotnego przesuniecia w tyt przedstawi¢ w postaci:

¢ n)= Mg+C b ©)
c@®=Mg, o yp=m;;, ;4.0 (10)

i stad, poniewaz wynikowe przesuniecie wielomianu jest zerowe,

i= * (11)
gdzie: - wektor wspotczynnikow wielomianu przed przesunieciem, - wektor
wspotczynnikéw wielomianu po przesunieciu, Mg+l - macierz Newtona-Pascala, M ™+l -
macierz Newtona-Pascala podniesiona do potegi n, - odwrotna macierz Newtona-

Pascala podniesiona do potegi n, / - macierz jednostkowa.

4. Kombinacja liniowa przesunie¢ wielomianu

Kombinacjg liniowa przesunie¢ wielomianu C(x) stopnia q nazwiemy wielomian Cy(x),
ktéry powstaje w wyniku nastepujacego przeksztatcenia:

CVv(x) = gOC(x) + g[C(x +1) + ... + gnC(x + n) (12)
lub z uwagi na (5)

Cy(x)= g0C(O)(x) + g,C()(x) *+ ... + gnc (n)(x), (13)
gdzie: g0, g,, ... , g, - state wspotczynniki.

Stad wektor wspétczynnikéw Cy wielomianu Cy(x), ktoéry powstaje w wyniku
kombinacji liniowej przesunie¢ wielomianu C(x) o wektorze wspotczynnikéw C, jest rowny
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Cy=(g01 +g ,Mg+ +g2 Mg+l + — +gn Mqg+l) C’ (14)
gdy wielomian przesuwany jest w przod lub

Cy=(g0 1 +gI'M'q+l +g2M~H + — +Sn ~qg+l) C, (15)
gdy wielomian przesuwany jest wstecz. W dwéch ostatnich wzorach 1 - oznacza macierz
jednostkowg o rozmiarze (q+1)x(gq+l).

Tak wiec wektor Cywsp6tczynnikdw wielomianu Cy(x) bedacego liniowg kombinacjg
przesunie¢ wielomianu C(x) jest rowny iloczynowi kombinacji liniowej kolejnych poteg
macierzy Newtona-Pascala (kolejnych poteg operatora przesuniecia) i wektora wspot-

czynnikow przesuwanego wielomianu.

5. Przyktad projektowania filtrow cyfrowych za pomocg transformacji
wielomianowej

Na podstawie rozwazan przedstawionych w poprzednich punktach podamy obecnie
przykfad wyprowadzenia wzoré6w do wyznaczania pochodnych rzedu 0,1,2,3 sygnatu
obserwowanego w dyskretnych chwilach czasu. W literaturze znane sa wzory filtrow
cyfrowych realizujgcych to zadanie, np. filtry, ktore zostaly opracowane za pomocg
wielomianéw i metody najmniejszych kwadratéw. Niemniej jednak wykazemy, ze filtry
opracowane wedtug prezentowanej metody sg niegorsze, a nawet lepsze od filtrow
wielomianowych wyznaczanych na podstawie metody najmniejszych kwadratoéw.

Przedstawione zadanie rozwigzemy za pomocg transformacji wielomianowej sygnatu
czasowego. W tym celu rozwijamy obserwowang funkcje czasu x(t) w szereg Taylora w
otoczeniu *j wybranej chwili czasu t, przyjmujac w tym konkretnym przypadku pierwsze

cztery wyrazy szeregu

x(t+j) = c0 + c,j + Cjj2 + Cjj3, (16)

Dokonujemy dyskretyzacji sygnatu x(t+j) i tworzymy kombinacje liniowg kolejnych
czterech wartosci tego sygnatu (dla odréznienia po dyskretyzacji argument funkcji zapisywany

jest w postaci indeksu)

(17)
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W przedstawianym przyktadzie wspdtczynniki kombinacji liniowej przyjeto arbitralnie i
pomija sie dyskusje na temat ich wyboru.
Przyjmujemy macierz odwrotng Newtona-Pascala Af41i dokonujemy przeksztatcenia

4vy) 1.0 0 0 1 0 0 0 1000210003c3
0 1 0 O -3 1 0 0 3 1 0 0 3 1 0 O
4y) + 3- + 3- + )'ci
cy) 0 0 1 0 3 -2 1.0 3 2 1 0 3 -2 1 0
Ci,5’ 0 0 0 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 co
e 4 0 0 3
o> -18 4 0 .,
(18)
C!‘? 4 3 -12 4 0 (
Y, 27 12 -6 4 @

yAi= X cly)edi=" ((4j3~18i2+ 36j- 27) sc3 + (4J2-12j+12) m2 + (4j- 6) uGj + 4c0) (19)
i=0

Sygnat yt+j ze wzoru (19) jest transformatg wielomianowg trzeciego stopnia
(transformatg wielomianowg wykonang za pomocg wielomianu trzeciego stopnia) sygnatu
yt+j ze wzoru (17). Poniewaz wartosci sygnatu yt+j we wzorach (17) i (19) sa takie same, to
podstawiajgc kolejno wartosci j=0,1,2,3 mozna zapisac:

1 3 3 1
4 (= X.H XttH  X._2+=—ex,_3)
8 8 8 8

A 3 3 1
4-24 5 a (8 X+ +8X8 X" 8 X'2) 20)

4 2 4 5 ¢2 ﬁQ—mf+,+§—-xt+1H—‘: x,+:8L—n<.,)

4 6 12 27 3

4 6 12 27 ¢o

oA 3 3 1
4 o(—mxt+l + - mx,+2 + - mXt+, + - WX, )
8 8 8 8

a stad
1 9 16 9 1
c0ngp X3 O i3 x4 32 X +32xAF0 upugy w3 (1)
5 12 39 39 12 .5 22)
Quigg x%3+ 06 Xtr2+96 XtH  xi-96 Xt|"96 x-2+96 *'3
1 2 1 4 1 2 1 23)
Q 32 x#3432° X420 32 X+"32 X 32 x1 32 x2+32°%t3
€c3- 4g Xt+3 + ®'xt+2' 4g Xt+l+ 0 xt+ 4g 'xt-l + ® xt-2 m4g 'xt-3 (24)
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Sprawdzenie
Niech wartosci obserwowanego sygnatu w otoczeniu punktu t spetniajg rownanie
XtH = b0 + b, (t+i) + b2 (t+i)2 + b3 (t+i)3 (25)

dlai= £1, £2, £3. Stad na podstawie (21) do (25):

0' cO= b0 + b,t + b2t2 + b3t3= x(t) (26)
Uc = b, + 2b2t + 3b3t2= ~ (27)
(28)
(29)

6. Uwagi na temat przedstawionej metody projektowania filtrow cyfrowych

Projektowanie filtrow cyfrowych wedlug przedstawionej metody wymaga utworzenia
kombinacji liniowej kolejnych wartosci obserwowanego sygnatu czasowego. Nalezy ustali¢
liczbe sktadnikéw tworzacych kombinacje liniowa, wspoétczynniki kombinacji liniowej oraz
stopieri wielomianu, za pomoca ktérego wykonywana jest transformacja. Zeby uzyskaé
symetryczng posta¢ filtrow moze by¢ konieczne wprowadzenie opdznienia czasowego do
tworzonej kombinacji.

Wspdiczynniki kombinacji liniowej zawierajacej (p+1) elementéw mozna przyjmowac
(ale nie wytacznie) réwne unormowanym wspotczynnikom rozwiniecia dwumianu Newtona

dlai=0, 1,..., p.
Wprowadzenie opdznienia czasowego do tworzonej kombinacji liniowej w celu
uzyskania symetrycznej postaci projektowanych filtrow zilustrowane zostanie na przykladzie.
Poniewaz w nastepujagcym przyktadzie bedziemy wykonywaé transformacje wielo-
mianowg kombinacji liniowej zawierajgcej dwa elementy za pomocg wielomianu trzeciego
stopnia, konieczne jest wprowadzenie op6znienia czasowego, ktére dla zachowania symetrii
projektowanych filtréw powinno by¢ w tym przypadku réwne jeden.
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1 |
Vj-i 2 XtH-i 4 2 x,+j2 (31)

Stosujemy podstawienie s=j-I i wykonujemy transformacje wielomianowg réwnania

M+s 2 'Xt+s (32)
1 0 0 0 1 0 0 0 g 2 0 0 3
c(v) 1 0 1 0 O 3 1 0 0 32
c2 1 0 c2
2 + ) , (33)
c<» = 2<0 0 1 O 3 -2 1 0 23 -2 2 ci
[gy> 0 0 0 1 101 -1 1 101 -1 co
3 1
yat+s = £ cjy) es1= - m(253- 352+ 35-1) ec3+ (2s' -25+1)c2+ (25-1)ec, + 2¢0) (34)
i=0

Dlaj=0, 1, 2, 3 zmienna s przyjmuje wartosci s= -1, 0, 1,2, tak wiec

2 (1" X-1+ 1 Xt-2)

2-11-1 ¢ 2 (] x,+| x,-i)
(39)
2 111
2 (\ xt+l+ { xt)
2 3 5 9 .3
2 (] xt+2+} x.+1)
4 10 4 1
16 Xq+2+ 16 X+l 16 x*+ 16 XU 715 x%2 (36)
8 1
ci~'"i2 x+2+12 X+ 12 X+ 12 Xt2 37
| x,+2+0 Xt+1 -| Xt+0 xt-1+| xt2 (38)
-1 2 - o 2 1 (39)
c3- J2 Xt+2°12 X+l xX* 12 X1"12 X2

Poréwnanie charakterystyk amplitudowych i charakterystyk fazowych dwoch par filtrow
dolnoprzepustowych, tj. pary filtrow zaprojektowanych wedtug znanej w literaturze procedury
Savitzkego i Golaya (za pomocg wielomiandw i metody najmniejszych kwadratow)

W s A2 a7 12 3 (40)
zt " 35 X+2 35 X+l 35 X* 35 X-''35 X'-2
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m 6 7 6. 3. 2
zt, :-22|-x,+3+23| - N2+ 21-xt+, + 2i -xt+ 2i-xt.1 + lixt2---xt3 (41)

oraz pary filtrow zaprojektowanych za pomocg przedstawionej transformacji wielomianowej

m 4 10 4 1
WE = "i6 x~2 16 X 16 X* 16 ~ 16 X'z («)
W) =" oxt43+ 0extr2 + JL WXL+ 3/ mt+ " mKti+ 0mK-2-J2 mt3 (43)

przemawia zdecydowanie na korzy$¢ filtrow z drugiej pary, poniewaz ich charakterystyki
amplitudowe nie majg zafalowan w pasmie zaporowym, a charakterystyki fazowe sg liniowe,
co zapewnia, ze filtry nie wprowadzajg znieksztatcen sygnatéw. Tych cennych wiasnosci nie
maja filtry nalezace do pierwszej z poréwnywanych par filtrow.
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Abstract

Definition of Newton-Pascal matrix and its exemplary application for designing digital
filters has been presented in the paper. The method allows to design true linear phase filters.
Therefore the suggested method can be applied when solving many different technical
problems where it is necessary to apply digital filtration by means of filters with great

accuracy of signal processing.



