
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 

Seria: MATEMATYKA-FIZYKA z. 39

_______ 1981

Nr kol. 686

Zdzisław KUBIK *

PRZYBLIŻENIE QUASISTATYCZNE RÓWNAŃ MAXWELLA
ORAZ PEWNE ZWIĄZKI ENERGETYCZNE OLA FAL ULTRADŹWIĘKOWYCH
ROZCHODZĄCYCH SIĘ W MATERIAŁACH PIEZOELEKTRYCZNYCH

Streszczenie. W artykule uzasadniono słuszność stosowania przy
bliżenia quasist etycznego równań Maxv*ella dla fal ultradźwiękowych 
rozchodzących się w materiałach piezoelektrycznych.

Falom sprężystym wysokiej częstotliwości towarzyszą w piezoelektrykach 
wzbudzone nimi fale elektromagnetyczne i odwrotnie - falom elektromagne
tycznym towarzyszą fale sprężyste. Przyczyną tego zjawiska jest efekt pie
zoelektryczny, powodujący zarazem wzrost efektywnych wartości odpowiednich 
modułów sprężystości, a więc powodujący “zwiększenie sztywności" kryszta
łu. W ogólnym przypadku w piezoelektrycznych kryształach mogą rozchodzić 
się w danym kierunku trzy typy fal sprężystych i dwa typy fal elektroma
gnetycznych. i

Ze względu na swe prędkości fazowe fale te dzielą się na dwa typy: jed
ne z nich mają fazowe prędkości, w przybliżeniu równe prędkości fal elek
tromagnetycznych w danym ośrodku, drugie - prędkości fal sprężystych.Wśród 
nich mamy między innymi “szybkie" fale sprężyste interpretowane jako me
chaniczne odkształcenia towarzyszące "zwykłej" elektromagnetycznej fali i 
"powolne" fale elektromagnetyczne powstające w ślad zmian pola elektrycz
nego w "normalnej" sprzężystej fali. Nas interesują przede wszystkim "po
wolne” sprężyste' fale i towarzyszące im "powolne" fale elektromagnetycz
ne przy zaniedbaniu faktu rozchodzenia się fal elektromagnetycznych "zwyk
łych" i "szybkich'- fal sprężystych. Wynika to stąd, że nawet dla często
tliwości fali rzędu gigaherców długość "szybkiej" fali elektromagnetycz
nej jest rzędu 0,5 m i tego samego rzędu jest długość fali odkształcenia 
mechanicznego, co przy nieznacznych wymiarach próbek nie wnosi nic istot
nego (tyra bardziej, że energia takiej "szybkiej" fali mechanicznej jest 
pomijalna z energią "powolnej" ).

Pozostaje istotne zagadnienie rozchodzenia się "powolnej" fali mechano- 
elektromagnetycznej. Wykażemy tu, że w tym przypadku interesujące nas rów
nania Maxwella "części" elektromagnetycznej tej fali redukują się do rów
nań quasistatycznych, a ponadto, że energia pola magnetycznego jest pomi
jalna w stosunku do energii pola elektrycznego. Problem rozchodzenia się 
fal ultradźwiękowych w ośrodkach wykazujących efekt piezoelektryczny spro-
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wadza się wtedy do rozpatrzenia fali sprężystej i twoarzyszęcego jej 
sistatycznego pola elektrycznego.

Pole elektromagnetyczne opisuję równania Maxwella:

rot E . - ff 

rot « = T  + f£

div O = Q ' 

div B = O,

w przypadku stosowania przybliżenia ośrodka izotropowego:

o = ee0B ¥  =

gdzie:

j - gęstość prędu elektrycznego,

Q - gęstość ładunku,

1 E - wektor natężenia pola elektrycznego,

□ - wektor indukcji pola elektrycznego,

H - wektor natężenia pola magnetycznego,

B - wektor indukcji pola magnetycznego,

£ - względna przenikalność dielektryczna,

- stała dielektryczna,

- względna przenikalność magnetyczna,

- stała magnetyczna pola.

Wprowadźmy teraz potencjały pola elektromagnetycznego: 

potencjał wektorowy A

B = rot A

potencjał skalarny $

-f 6>AE = - grad 0 -

(równania (l) i (4) sę teraz spełnione tożsamościowo).

qua-

(1 )

(2 )

(3)

(4)

(5)

( 6 )

(7)
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Potencjały te podlegają transformacji Lorentza:

l a + ee0W0 § f  - o. (a)

Korzystając z powyższych równań można równania (2) i (3) zapisać w po
staci równań falowych potencjałów:

V 2 A - m . ^ oJ (9)
C o  *•

*

1f-
gdzie c = (l/eeo ) - prędkość fali elektromagnetycznej w ośrodku.

Pamiętamy przy tym, że pola elektryczne i magnetyczne sę nierozdziel- 
ne (równania (7) i (6)).

Rozpatrzmy równania (10). Postać rozwięzania w przypadku rozchodzenia 
się fali ultradźwiękowej jest następujęca:

■* - 7) (1 1 )

gdzie:

“f - wektor wodzący, 

k - wektor falowy fali sprężystej.

Po wstawieniu do (10) uzyskujemy:

- *0 ♦ <S>2 * o  r 2“ (12)k2^  0 c 0 k ££ ̂ O

gdzie:

(p - amplituda gęstości ładunku,
To
v =CŁ>/|k"| - prędkość fali sprężystej.

( 2~Oszacujmy rząd wielkości (v/c) :

/ < * (v/c)2 • 10-8. (13)
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A więc wyraz (v/c)2 <J>0 , odpowiadający wyrazowi (l/c2 )(02<l>/0t2 ) w równa
niu (10), jest znacznie'mniejszy od wyrazu/$ (), odpowiadającemu wyrazowi

a jest to przecież równanie Poissona pola statycznego!
Podobnie można rozpatrzyć równanie (9). Po założeniu, że potencjał wek

torowy jest postaci:

a to z kolei jest równaniem quasistatycznego pola magnetycznego!
Widzimy, że już w tym momencie układ równań Maxwella można zastąpić w 

naszym przypadku układem składającym się z równania quasistatycznego (14) 
i równania quasistacjonarnego (16), a więc pole elektromagnetyczne możemy 
przybliżyć polem elektromagnetycznym quasistacjonarnyra, bowiem nadal obo
wiązuje równanie (7), wiążące pola elektryczne i magnetyczne..

Możemy teraz dodatkowo założyć, że wektor falowy k jest zespolony, a 
więc uwzględnić możliwość tłumienia fali sprężystej:

gdzie:

|k | - liczba falowa,' o1
|?| - współczynnik tłumienia.

Wykorzystując teraz transformację Lorentza i wyrażenie (11) uzyskamy:

2V 4>. w związku z czym można równanie (10) uprościć:

(14)

i po podstawieniu do (9) otrzymujemy:

\

(15)

I tu również wyraz (v/c)2Ajq pomijalny w stosunku do Aj0 » c0 oznacza 
uproszczenie równania (9) do postaci:

V 2a = - H(t0 J. (16)

i< =■ kQ + i ot (17)
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Możemy teraz oszacować rząd wielkości modułów wyrazów prawej strony wyra
żenia (7):

|- grad<l> | , (19)

(2 0 )
2A
St

Korzystając z (17) mamy:

I L i M -  r)|

£A
3t

-|| lją/t-k r)|culiA H611. 1 " K r '* (22)O

A dalej z'(18):

2 1 - 1  
grad* | = u>(§) l i A n l l e i ( a ; t -  k  r ) l (23)

Wynika stąd jasno, że wyraz (20) jest znacznie mniejszy od wyrazu (19) i 
można go w równaniu (7) pominąć, a stąd:

E = - grad * —  (24)

W naszym wiąc przypadku możemy pola elektryczne i magnetyczne trakto
wać jako pola od siebie niezależne, opisywane rozdzielnymi równaniami: po
le elektryczne równaniami (24), (14) i (5), pole magnetyczne - (6), (16), 
(5).

Można się teraz zastanowić nad wpływem tych pól na dowolne zjawiska fi
zyczne, a wystarczy w tym celu porównać ich gęstości energii (p i Ko
rzystając z definicji tych gęstości, równań (17), (24) oraz (18) uzyskuje
my:

•  1 o -  c 2  r c \2 k 2 A 2  m c i
E * 2 f£oE " (v> 2fiT0 (25)

„ ,2 -2
?m = 2 W cX  M V H Z = (26)

2/^o

Widzimy, że energia pola elektrycznego jest wielokrotnie większa od 
energii pola magnetycznego "powolnej" fali elektromagnetycznej, w związku 
z czym dopuszczalne jest pominięcie oddziaływania pola magnetycznego.



64 Z. Kubik

Reasumując, jeżeli rozpatrujemy problem rozchodzenia się fali ultra
dźwiękowej w dowolnym materiale piezoelektrycznym, to zamiast rozwiązywać 
pełny układ równań Maxwella (112,3,4,5), możemy ograniczyć się do rozpa
trzenia quasistatycznych równań pola elektrycznego (24,14,5), a tylko w 
razie potrzeby korzystać z innych równań, na przykład z równania ciągło- 
ści prędu elektrycznego:

divj * gf “ 0 > (Z7)

wynikającego z równań ^2) i (3), a więc uwzględniającego w opisie pól elek
trycznych związek z polem magnetycznym.

Wykażemy jeszcze pewną interesującą własność zjawiska rochodzenia się 
fali ultradźwiękowej w materiałach piezoelektrycznych, a mianowicie brak 
wypromieniowania “szybkiej" fali elektromagnetycznej z obszaru, w którym 
rozchodzi się fala sprężysta, przy warunku przybliżenia liniowego prądów 
elektrycznych płynących w materiale piezoelektrycznym [l] (n <$;nQ , nQ - 
koncentracja równowagowa nośników ładunku, n - koncentracja nadmiarowa noś
ników). Wystarczy w tym celu oszacować równanie (2):

|rot H | ='|j | ♦
g O Q

(tu 3 równoległe do s t ).

posługując się wyrażeniami uzyskanymi w pracy [l]. Wynika stamtąd, że:

Se £ '
£eo 1 + i[(aJc/co) + (<*>/%)]

1 + i (a>/cdQ )

(28)

E = _ -S---------------- H--------- £' (29)
o 1 + i [[tu/ea) * (cu/a>0 )]

D = es' * S e K£ (30)o

gdzie:

6  - przewodność właściwa,

e - efektywna stała piezoelektryczna,
m

c«c - częstotliwość relaksacji raa)<swellowskiej, 

cuQ - częstotliwość dyfuzji,

S' - odkształcenie.

Stąd po podstawieniu do (2) uzyskujemy:

I rot h | = 0 .  (31)



Przybliżenie quasistatyczne równań Maxwella.. 65

Oest to równanie stacjonarnego pola magnetycznego, a więc właśnie dzięki 
temu możemy twierdzić o braku wypromieniowania “szybkiej" fali elektroma
gnetycznej (zauważmy, że twierdzenie powyższe jest w pełni słuszne dla 
piezodielektryków).
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THE QUASISTATIC APPROXIMATION OF THE MAXWELL EQUATIONS
AND SOME ENERGETIC RELATIONS FOR PROPAGATION OF ULTRASONIC WAVES
IN PIEZOELECTRIC MATERIALS

S u m m a r y  *

The paper presents the proof of the' applic^iility of a quasistatic 
approximation of the Maxwell ewuations for the propagation of ultraso
nic waves in piezoelectric medium.
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