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Zdzistaw KUBIK *

PRZYBLIZENIE QUASISTATYCZNE ROWNAN MAXWELLA
ORAZ PEWNE ZWIAZKI ENERGETYCZNE OLA FAL ULTRADZWIEKOWYCH
ROZCHODZACYCH SIE W MATERIALACH PIEZOELEKTRYCZNYCH

Streszczenie. W artykule uzasadniono stuszno$¢ stosowania przy-
blizenia quasistetycznego réwnan Maxv*ella dla fal ultradzwiekowych

rozchodzacych sie w materiatach piezoelektrycznych.

Falom sprezystym wysokiej czestotliwosci towarzyszg w piezoelektrykach
wzbudzone nimi fale elektromagnetyczne i odwrotnie - falom elektromagne-
tycznym towarzysza fale sprezyste. Przyczyng tego zjawiska jest efekt pie-
zoelektryczny, powodujacy zarazem wzrost efektywnych wartosci odpowiednich
modudéw sprezystosci, a wiec powodujacy “zwiekszenie sztywnosci" kryszta-
+u. W og6lnym przypadku w piezoelektrycznych krysztatach mogg rozchodzié
sie w danym kierunku trzy typy fal sprezystych i dwa typy fal elektroma-
gnetycznych. i

Ze wzgledu na swe predkosci fazowe fale te dziela sie na dwa typy: jed-
ne z nich maja fazowe predkosci, w przyblizeniu réwne predkosci fal elek-
tromagnetycznych w danym osrodku, drugie - predkosci fal sprezystych._Wsréd
nich mamy miedzy innymi “szybkie" fale sprezyste interpretowane jako me-
chaniczne odksztatcenia towarzyszace '"zwyktej" elektromagnetycznej fali i
"powolne"™ fale elektromagnetyczne powstajgce w $lad zmian pola elektrycz-
nego w "normalnej" sprzezystej fali. Nas interesuja przede wszystkim '"po-
wolne” sprezyste® fale i1 towarzyszace im "powolne" fale elektromagnetycz-
ne przy zaniedbaniu faktu rozchodzenia sie fal elektromagnetycznych "zwyk-
+ych" i1 "szybkich"- fal sprezystych. Wynika to stad, ze nawet dla czesto-
tliwosci fali rzedu gigahercéw diugosé “szybkiej" fali elektromagnetycz-
nej jest rzedu 0,5 m i tego samego rzedu jest ddugos¢ fali odksztatcenia
mechanicznego, co przy nieznacznych wymiarach prébek nie wnosi nic istot-
nego (tyra bardziej, ze energia takiej '"szybkiej" fali mechanicznej jest
pomijalna z energia '"powolnej" ).

Pozostaje istotne zagadnienie rozchodzenia sie "powolnej" fali mechano-
elektromagnetycznej. Wykazemy tu, ze w tym przypadku interesujace nas row-
nania Maxwella "czesci'" elektromagnetycznej tej fali redukujg sie do réw-
nan quasistatycznych, a ponadto, ze energia pola magnetycznego jest pomi-
jalna w stosunku do energii pola elektrycznego. Problem rozchodzenia sie
fal ultradzwiekowych w os$rodkach wykazujgcych efekt piezoelektryczny spro-
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wadza sie wtedy do rozpatrzenia fali sprezystej 1 twoarzyszecego jej qua-
sistatycznego pola elektrycznego.
Pole elektromagnetyczne opisuje réwnania Maxwella:

rot E . - ff (1)
rot « =T + f£ @)
divo=0Q - ()]
div B = 0, (O]

w przypadku stosowania przyblizenia osrodka izotropowego:
o=eB ¥ = )

gdzie:

Jj - gestos$¢ predu elektrycznego,
- gestos$¢ +4adunku,
- wektor natezenia pola elektrycznego,
wektor indukcji pola elektrycznego,
- wektor natezenia pola magnetycznego,

- wektor indukcji pola magnetycznego,

th T T O mMm o
1

- wzgledna przenikalno$¢ dielektryczna,

stata dielektryczna,
- wzgledna przenikalno$¢ magnetyczna,

- stata magnetyczna pola.

Wprowadzmy teraz potencjaty pola elektromagnetycznego:

potencjat wektorowy A
B = rot A (6)
potencjat skalarny $

_Ef:—grad()—(>A 6}

(réwnania (1) i (4) se teraz spednione tozsamos$ciowo).
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Potencjaty te podlegaja transformacji Lorentza:
I a + eeOWO0 §f - o. (a)

Korzystajac z powyzszych réwnan mozna réwnania (2) i (3) zapisa¢ w po-
staci rownan falowych potencjatéw:

V2 A - m. A~ oJ ©

gdzie c¢ = (1/eeo ) - predkos¢ fali elektromagnetycznej w os$rodku.

Pamietamy przy tym, ze pola elektryczne i magnetyczne se nierozdziel-
ne (réwnania (7) i (6)).

Rozpatrzmy réwnania (10). Posta¢ rozwiezania w przypadku rozchodzenia
sie fali ultradzwiekowej jest nastepujeca:

" - 7 11

gdzie:
‘f - wektor wodzacy,

k - wektor falowy fali sprezystej.

Po wstawieniu do (10) uzyskujemy:

e T8 ¢TI e 12

gdzie:
{po - amplituda gestosci +adunku,

v =t>/|K*] - predkos¢ fali sprezystej.

Oszacujmy rzad wielkosci (v/csz:

/ < * (v/c)2 - 10-8. 13)
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A wiec wyraz (v/c)2 <, odpowiadajacy wyrazowi (1/c2)(0x<I>/02) w réwna-
niu (10), jest znacznie"mniejszy od wyrazuf (), odpowiadajgcemu wyrazowi
V4. W zwigzku z czym mozna réwnanie (10) uproscié:

(€5))

a jest to przeciez réwnanie Poissona pola statycznego!
Podobnie mozna rozpatrzy¢ roéwnanie (9). Po zatozeniu, ze potencjat wek-
torowy jest postaci:

i po podstawieniu do (9) otrzymujemy:

(15

I tu réwniez wyraz (v/c)2Ajq pomijalny w stosunku do AjO» cO oznacza
uproszczenie roéwnania (9) do postaci:

V2a = - H{t0J. (16)

a to z kolei jest rownaniem quasistatycznego pola magnetycznego!

Widzimy, ze juz w tym momencie ukdad réwnan Maxwella mozna zastgpic¢ w
naszym przypadku uktadem skdtadajgcym sie z réwnania quasistatycznego (14)
i rownania quasistacjonarnego (16), a wiec pole elektromagnetyczne mozemy
przyblizyé polem elektromagnetycznym quasistacjonarnyra, bowiem nadal obo-
wigzuje roéwnanie (7), wigzace pola elektryczne i magnetyczne..

Mozemy teraz dodatkowo zatozy¢, ze wektor falowy k jest zespolony, a
wiec uwzgledni¢ mozliwos¢ thumienia fali sprezystej:

k®kQ + iat an
gdzie:
Ikol - liczba falowa,
1?2l - wspétczynnik tdumienia.

Wykorzystujac teraz transformacje Lorentza i wyrazenie (11) uzyskamy:
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Mozemy teraz oszacowa¢ rzad wielkosci modukéw wyrazéw prawej strony wyra-
zenia (7):

|- grakI> | , (19
2A
st @0
Korzystajac z (17) mamy:
ILiM- 9]
2 cuninlheldaftk Pl @
A dalej z"(18):
2 1-1
grad* |=u>(8) liAnllei(a;t- kr)l 23)

Wynika stad jasno, ze wyraz (20) jest znacznie mniejszy od wyrazu (19) i
mozna go w rownaniu (7) pomingé¢, a stad:

E = - grad * - (€]

W naszym wiacprzypadkumozemy polaelektryczne i magnetyczne trakto-
waé¢ jako pola od siebie niezalezne, opisywane rozdzielnymi réwnaniami: po-
le elektryczne réwnaniami (24), (14) i (5), pole magnetyczne - (6), (16),
®).

Mozna sie teraz zastanowi¢ nad wptywem tych p6l na dowolne zjawiska fi-

zyczne, awystarczy wtym celu poréwna¢ ich gestosci energii @ 1 Ko-
rzystajac z definicji tych gestosci, réwnan (17), (24) oraz (18) uzyskuje-
my:
- 10- c2 rc\2 k2A2 mc i
E * 2ffoE (v> 2fiT0 (25)
_ HZ = 7° 26
o= BWYHE = @6)

Widzimy, ze energia pola elektrycznego jest wielokrotnie wieksza od
energii pola magnetycznego "powolnej" fali elektromagnetycznej, w zwigzku
z czym dopuszczalne jest pominiecie oddziatywania pola magnetycznego.
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Reasumujac, jezeli rozpatrujemy problem rozchodzenia sie fali ultra-
dzwiekowej w dowolnym materiale piezoelektrycznym, to zamiast rozwigzywac
pedny ukdad réwnan Maxwella (112,3,4,5), mozemy ograniczy¢ sie do rozpa-
trzenia quasistatycznych réwnan pola elektrycznego (24,14,5), a tylko w
razie potrzeby korzysta¢ z innych réwnan, na przyktad z réwnania ciggto-
Sci predu elektrycznego:

divj * gf “ 0> “7)

wynikajacego z réwnan ~2) i (3), a wiec uwzgledniajacego w opisie pol elek-
trycznych zwigzek z polem magnetycznym.

Wykazemy jeszcze pewng interesujgaca wkasnos¢ zjawiska rochodzenia sie
fali ultradzwiekowej w materiatach piezoelektrycznych, a mianowicie brak
wypromieniowania “szybkiej" fali elektromagnetycznej z obszaru, w ktérym
rozchodzi sie fala sprezysta, przy warunku przyblizenia liniowego pradow
elektrycznych pt#ynacych w materiale piezoelektrycznym [I1] (n<%$;nQ, nQ -
koncentracja rownowagowa nosnikéw #adunku, n - koncentracja nadmiarowa nos-
nikéw). Wystarczy w tym celu oszacowaé réwnanie (2):

] g 0Q
Jrot H]="1j | ¢ (tu 3 rownolegte do st).

postugujac sie wyrazeniami uzyskanymi w pracy [1]. Wynika stamtad, ze:

Se £' (28)
feo 1 + i[(aJc/co) + (<=>/M)]
1+ i@/a)
E=_-S H £ (29)
o1 + i [[tuwea) * (@/a0)]
D = es"* Sedﬁ (30)
gdzie:
6 - przewodno$¢ whasciwa,
e - efektywna stata piezoelektryczna,
m

ac - czestotliwo$¢ relaksacji raa)<swellowskiej,
aQ - czestotliwos¢ dyfuzji,
S" - odksztatcenie.

Stad po podstawieniu do (2) uzyskujemy:

Irot h | =0. 31
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Oest to réwnanie stacjonarnego pola magnetycznego, a wiec wkasnie dzieki

temu mozemy twierdzi¢ o braku wypromieniowania “szybkiej" fali elektroma-
gnetycznej (zauwazmy, ze twierdzenie powyzsze jest w pedni stuszne dla

piezodielektrykow).
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KBA3SHGTATHHECKOE nPiIEJUEXEHHE yPABHEHHI/i MAKCBEJUIA H HEKOIOPDIE
3HEPrEIHHECKi IE 3ABXCilAIOCTH AJIH y Jlbi "PA3BYKOBHX BGJIH PACNPOCTPAHaKLiiaXCa
B [TLE303JIEKTPB4ECKHX BEUOTCIjjAX

Pe3ddue

B ciaifce AOKaaauo npaBHJibHocTB upHueueaiiA KBaaaciaTHaecKoro npHoéxiuceHHa
ypaBHeHHti HaKCBejuia am yjibTpa3ByKOBux bo/lh pacnpocTpaiuuoinHxcH b nte303JieK-

ipHaecKHx BemeciBax.

THE QUASISTATIC APPROXIMATION OF THE MAXWELL EQUATIONS
AND SOME ENERGETIC RELATIONS FOR PROPAGATION OF ULTRASONIC WAVES

IN PIEZOELECTRIC MATERIALS

Summary *

The paper presents the proof of the® applictiility of a quasistatic
approximation of the Maxwell ewuations for the propagation of ultraso-
nic waves in piezoelectric medium.
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