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FUNKCJA PIERWOTNA FUNKCJI ANALITYCZNEJ

Streszczenie. W pracy wprowadzono pojęcia funkcji pierwotnej fun- 
kcji analitycznej oraz udowodniono podatawowe jej własności. Wyka
zano, Ze dla danej funkcji analitycznej^, iatnieje funkcja pier
wotna oraz. Za Jest wyznaczona z dokładnością do stałej. Dowiedzio
no, Ze operacja brania funkcji pierwotnej jeat w pewnya sansia li
niowa oraz. Za aa miejsce równość zbiorów^ <*f f'» gdzie f
jest funkcję holoaorficznę. Podano takZe zależności, jakie zachodzę 
alędzy jednoznacznyal gałęziami funkcji fi i .

Pojęcie funkcji pierwotnej pełnej funkcji analitycznej pojawia się w 
wielu działach analizy zespolonej, w szczególności w teorii równań róż
niczkowych, nigdzie jednak n dostępnej literaturze Autorowi nie udało się 
znaleźć nie tylko twierdzeń dotyczęcych funkcji pierwotnej, ala nawet jaj 
poprawnej definicji. Praca stawia sobie za cel częściowe zapełnienie tej 
luki poprzez zdefiniowanie funkcji pierwotnej i udowodnienie podstawowych 
jaj własności.

Definicja 1.1
Mówimy, Ze funkcja analityczna (z) Jest funkcję pierwotnę funkcji 

analitycznej fi (z) , jeśli istnieję dwa elementy analityczne (w.*0) 
oraz (u,zQ )e fi .takie. Ze w pewnym otoczeniu punktu zQ zachodzi:

W(z) . U(z) (i)

Nietrudno uzasadnić. Ze kaZda funkcja analityczna posiada funkcję pier
wotnę.

Twierdzenia 1.1 (o Istnieniu funkcji pierwotnej)

Dla dowolnej funkcji analitycznej fi(z) istnieje funkcja pierwotna

Dowód:
Wybierzmy punkt zQ nalaZęcy do obszaru naturalnego funkcji fi(z) , ta

ki, Za nie Jeat on biegunem funkcji fi (z) ani «o . Punkt taki zawsze ist
nieje, gdyż zbiór biegunów funkcji fi(z) jest co najwyAej przeliczalny.
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Niech teraz (u,zQ ) będzie dowolnym elementem funkcji (b(z). Wówczaa ist
nieje koło o środku zq zawarte w kole elementu (li,zo), nie zawierajęce 
biegunów funkcji ¡b (z). W przeciwnym bowiem przypadku punkt zQ byłby pun
ktem skupienia cięgu biegunów funkcji meromorflcznej u(z), co oczywiście 
jest niemożliwe. Funkcja u(z) rozpatrywana ns tym kole Jest tędy funk
cję holomorficznę, a co za tym idzie posiada tam funkcję pierwotnę w(z).
Z definicji 1.1 wynika natychmiast, że f u n k c j a ^  (z) wyznaczona przez 
element analityczny (w.zQ) jest funkcję pierwotnę funkcji (biz).

Zanim przystępimy do podania dslszych własności funkcji pierwotnych, 
wykażemy lemat, z którego niejednokrotnie przy dowodach tych własności bę
dziemy korzystać.

LEMAT 1. 1

Niech (ua .za) (Ujj.Zjj) będę dwoma elementami analitycznymi funkcji a- 
nalitycznej (b (z) , takimi, że punkty za ,zb sę różne od ~  , a także nie 
sę biegunami funkcji Ua (z) oraz odpowiednio Ub(z). Załóżmy dalej, że 
(w,za ) Jest pewnym elementem analitycznym tekim, iż W'(z) - ua ^z ) w P®w- 
nym otoczeniu punktu zfl. Wówczas istnieje łańcuch elementów analitycz
nych łęczęcy element (w,za) z elementem (v,zb) . gdzie V(z) » Ub (z) w 
otoczeniu punktu zb.

Dowód:
Dowód poprowadzimy w trzech etapach:

a) Udowodnimy prawdziwość tezy lematu przy założeniu, że element (Ub>zb) 
Jest bezpośrednim przedłużeniem elementu (ua ,za) oraz, że odcinek 
Jza ,zbJ nie zawiera biegunów funkcji Ua (z).

b) Dowiedziemy następnie, że teza lematu pozostanie prawdziwa, Jeśli z do
datkowych założeń przyjętych w punkcie a) usunęć żędsnle, aby bieguny 
funkcji Ug (z) nie znajdowały się na odcinku [za <zt>]-

c) Bazujęc na punkcie b) udowodnimy prawdziwość tezy lematu bez żadnych 
dodatkowych założeń.

Dowód a) :

Bez szkody dla ogólności założyć możemy, że odcinek [za >zt>j leiy na 
osi rzeczywistej• Niech Kg = K (za ,ra^ Kb ” K ^zb'rb^ oznaczaję koła ele
mentów (ua .za ), (ub ,zb). Oznaczmy przez odległość odcinka [zg .zbj od
biegunów funkcji Ua (z) zawartych w Kg. Jest liczbę dodatnię, gdyż
w przeciwnym wypadku odcinek [zB<zpJ zawierałby punkt będęcy punktem sku
pienia biegunów funkcji Ug (z), cc oczywiście Jest niemożliwe. Także do
datnia Jeet liczba £ 2 oznaczajęca odległość tegoż odcinka od t>Ka. Przyj
mijmy t - mln( fc. , £„) > 0 .  Istnieje więc liczba naturalna N taka, że 

zb-z°
r ■ N' <  8q. Zdefiniujmy teraz skończony clęg punktów:
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Z1 ■ za + łr- 1 - 0,1,2,....N.

Ponieważ r <  £,,, koła » K(z^,r) zawarte są w Ka . Łatwo dostrzec
także, iż koła te pokrywają odcinek [za >zb] oraz Kj n Ki+1 + $ t*1® 1 ■
• 0,1,2 N-l. Ne koniec z warunku r <  fcj otrzymujemy, iż w kołach
tych nie ma biegunów funkcji Ua (z). Każde z funkcji Uj « l^/Kj Jeat więc 
w holomorficzna, konsekwencję czego Jeat istnienie dla niej na K^
funkcji pierwotnych Pj^z) wyznaczonych oczywiście z dokładnością do’ sta
łej. Ponieważ na K̂ fl K^+1 U^(z) = ui+1(z), więc dla ustalonej funkcji
PQ (z) możemy tak wybrać funkcje pierwotne, aby zachodziło:

pl(z) * pi+1(z ) "a Kj n K1+1 dla 1 - 0,1,2.... N-l. (2)

Zauważmy jeszcze, że Jedną z funkcji pierwotnych na Ko Jest funkcja w(z).
(Przyjmując tedy p0(z) ■ w(z) na Kq , następnie dobierając do tak usta
lonego pQ (z) ciąg skończony Pj^z) 1 ■ 1,2,... ,N tak, by był spełnio
ny warunek (2), a w końcu przeprowadzając każdy z elementów ^pl ,zi^ c*° 
wszystkich tych punktów odcinka [za ,zb] * które leż® wewnątrz , otrzy- 
mujemy łańcuch elementów analitycznych łączących elementów (p0 «zQ) z ele
mentem (pN ,zN^ wzdłuż (̂ za ,stbj . Aby zakończyć dowód a) wystarczy teraz 
zauważyć, że zN ■ zb oraz F^tz) « Ua (z) » l>b(?) " otoczeniu KN punktu 
zfa. Ostatnia równość wynika z faktu, że KN c Ka n Kb oraz (ub ,zb)sę bez
pośrednim przedłużeniem elementu (ua »za)-

Przed przystąpieniem do dowodu b) przypominamy, iż relacja

(A,za ) Jest w relacji z (B,zb) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje (3) 
łańcuch elementów, który Je łączy. Jest relacją przechodnią.

W dowodzie b) w dalszym ciągu zakładać będziemy, że element (u^.z. ) 
Jest bezpośrednim przedłużeniem elementu (ua >za)- Ty* razem jednak odci
nek [za ,zb] ' 0 którym dalej zakładamy, iż leży na osi rzeczywistej, może 
zawierać bieguny funkcji Ua (z). Opierając się na udowodnionym a) oraz
przechodnlości wspomnianej wyżej relacji wystarczy dowieść, że istnieje
elementów (Uc ,zo) taki, że:

z nie Jest biegunek funkcji U_(z), (4 )
/element (ub<zb^ bezpośrednim przedłużeniem elementów (u0 *zc)»

a ten z kolei Jest bezpośrednim przedłużeniem elementu (ua >za)> 
odcinki ^zc >zbJ< [za'zc] nle ZBWieraJę biegunów funkcji Ua (z),

Istotnie. Istnieje wówczas na mocy a) łańcuch elementów łączący element
(w,z#) z pewnym elementem (p ,z c ) takim, iż P'» Uc w pewnym otoczeniu
zc . Stosując jeszcze rez udowodnioną część a) dla elementów (Uc ,zc), (ub , 
zb) oraz ustalonego elementu (P,zc) , otrzymujemy istnienie łańcucha ele-
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meritów łączących element (P,zc) z pewnym elementem (v,zb) takim, że
\Ąz) * bb (z) w pewnym otoczeniu z^. Z (3) wnioskujemy o istnieniu łań
cucha łączącego elementy (w ,zg ) i (v,zb) , co kończyłoby dowód b). Aby 
wyznaczyć element (uc ,zc) spełniający (4) rozpatrzmy dowolną półprostą 
L wychodzącą z punktu z^, nie będącą ponadto podzbiorem osi rzeczywis
tej. Istnieję punkty zc , nie będące biegunami funkcji Ua (z), leżące na 
tej półprostej, położone dowolnie blisko punktu z^, takie, że odcinki 
Jza ,zcJ, [zc .zbJ zawierają się w Ka oraz nie zawierają biegunów funk
cji Ua (z). W przeciwnym bowiem wypadku odcinek |̂za >zb] zawierałby punkt 
skupienia biegunów funkcji Ufl(z).

Ponieważ dist (zb#©Ka) > 0  można tak wybrać zc , aby:

I zc “ zbl <  dist (zc '®Ka^' ^

Przyjmijmy teraz (uc -zc ) » (U0 -z,,). Przypomnijmy, że symbol Ug ozna-
zc 2c

cza funkcję meromorficzną identyczną z Ug w otoczeniu zc> Zgodnie z de
finicją element (uc >zc ) Jest więc bezpośrednim przedłużeniem elementu 
(ua ,za). Zauważmy teraz, że ze względu na (5) zfas n n Kc , gdzie
Kc - koło elementu (uc ,zc). Mamy więc (Uc *zb) “ ,zb^ " ^ b ' zb^*

zb Zb
Element (ub>zb) Jest więc bezpośrednim przedłużeniem elementu (uc ,zc ).
Zdefiniowany powyżej element (uc <zc) czyni zatem zadość warunkowi (4 ), 
co kończy dowód b).

Aby dowieść teraz prawdziwości tezy lematu bez dodatkowych założeń,ko
rzystamy z faktu, że ponieważ istnieje łańcuch łączący elementy (ua *za) 
(Ufa#zb) ' wi?c istnieje także ciąg skończony elementów (l^.z^) i « 1,2,3, 
...,n, który je łączy. W ciągu tym każdy następny element Jest bezpośred
nim przedłużeniem poprzedniego, a elementy skrajne (l^.z^ (un ,zn) są 
bezpośrednimi przedłużeniami elementów (Ua .za) (Ub ,zb). Co więcej, zało
żyć możemy, że środki tych elementów należą do z góry ustalonego, wszę
dzie gęstego w obszarze naturalnym funkcji $(z) zbioru. Niech zbiorem 
tym będzie cały obszar naturalny funkcji ¡b (z) , z którego usunięto jej 
bieguny (jest ich ilość przeliczalna). Wówczas stosując udowodnioną część 
b) kolejno do psr (l^.z^ (u1+1-z1+1) oraz korzystając z (3), otrzymu
jemy tezę lematu.

Wykażemy teraz, przy pomocy udowodnionego lematu, że funkcje pierwotne 
dla funkcji analitycznych posiadają własności podobne do własności funk
cji pierwotnych dla funkcji holomorficznych.

Twierdzenie 1.2 (o jednoznaczności)

Funkcja pierwotna ^  (z) funkcji analitycznej [b (z) jest wyznaczona 
Jednoznacznie z dokładnością do stałej, tzn. Jeśli ^ ( z ) , ^ ^ ( z )  są dwie-
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aa funkcjami pierwotnymi funkcji fi (z), wówczas różni« ai? cne o staż«. 
Ponadto Jeśli ^  (z) Jeat funkcję plerwotnę fi (z) , wówczas funkcja ¡J^(z)+c 
e« także funkcjaai pierwotnymi fi(z).

Fakt, iż dla ustalonej funkcji plarwotnaj (z) funkcje ^  (z)+c a« 
także funkcjaai piarwotnyai funkcji fi (z) wynika natychalaat z def. 1.1. 
Załóżmy teraz, że Jj^(z), ^^(z) sę dwiema funkcjaai pierwotnymi funkcji 
fi(z). Z definicji 1.1 wynika, że letniej« elementy analityczne (w i«zi)*$fc 
(*2'z2)*S/i2, (u2 ,z2)«J% takie, że w pewnym otoczeniu zŁ Wj(z)»
• U1(z), a w pewnym otoczeniu z2 *2 (z) - U2 (z). Bez ezkody dla ogólnoóci 
założyć możemy, że Zj i z2 nie e« biegunami odpowiednio funkcji U^z)
1 U2 (z ). W przeciwnym razie moglibyśmy wybrać inne punkty leżęce w ko
łach elementów (w^.Zj), (w2<z 2) i nlo b«d«ee biegunami funkcji U^lz) 
oraz odpowiednio U2 (z), przy czym w pewnych ich otoczeniach W^fz) - 
« UjCz) i odpowiednio W2 (z) - U2 (z).

Z lematu 1.1 otrzymujemy, że letnlaje łańcuch elementów t«cz«cy ele
menty (Wj .ż j ) z (w,z2), przy czym w otoczeniu z? *ń(z) « U2 (z). W oto
czeniu tym zachodzi więc w(z) - W2 (z) ♦ c. Element (w.z2 ) należy do fun
kcji zaś element (w2+c,z2 ) do funkcji ^ 2+e. Elementy te e« eobie
równe, więc ^  m 'S f i * e ‘ 00 kończy dowód twierdzenia.

w dalszej części pracy. Jeśli nie zaznaczono, że jeet inaczej, równość 
5 ^ z ) funkcji pierwotnych dla funkcji analitycznych fi (z) i <p(z)
oznaczać będzie równość z dokładności« do etałej.

Niech oraz oznaczaj« obazary naturalne funkcji fi (z) oraz
Wówczae dla dowolnego z0 należ«cego do Hk oraz elemontu' (w, 

zo^* tfi (w’.z0)«/% . Ponadto H^\ jeat zbiorem co najwyżej
przeliczalnym.

Weźmy zQ takie, aby (w.zQ ) e ^  . Niech zgodnie z definiej« 1.1 ele
menty (wl ,z1)tj r" - A *— ■- — — -------------    -l/' ,

W przeciwnym wypadku istnieje cięg skończony elementów (w2>z2 )...(wN .zN ) 
ł»cz«cy elementy (w,zQ) i (Wj .ż j ). Zauważmy, że cięg skończony ele
mentów (w2 .z2)...(w^,zN) łęczy wtedy element (w',z0) z elementem (w^.Zj^). 
Istotnie. 3eśli (w2 ,z2 ) Jeet bezpośrednia przedłużeniem elementu (w,z0), 
wówczas z2 Jeet punktem wewnętrznym koła elementu (w ,z q ) oraz w oto
czeniu z2 w(z) » W2 (z). Otrzymujemy at«d natychmiast, że w\z) > W2 (ż) w 
tym otoczeniu, a ponieważ koło elementu (w',z0) jeet nie mniejsze od ko-

Dowód;

LEMAT 1.2

Dowód :

- U1(z). 3eśli
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ła elementu (w,z0), więc z2 musi być Jego punktem wewnętrznym. Ele
ment (W2 .z2) jest więc bezpośrednim przedłużeniem elementu (w'.*0). Sto
su jęc podobne rozumowanie do par (w^z^), 1 ” 2,3,....N-1,
oraz pary (wN<zN). (Wj.Zj), widzimy, że cięg skończony elementów (w2 ,z2) 

łęczy element (»'.*„) z (w^.Zj). Elementy te należę wów
czas do tej samej funkcji analitycznej fi (z), co kończy dowód pierwszej 
części lematu. Weźmy teraz punkt z e • 3eśli istniałby przynaj
mniej Jeden element (u.z)«/^ , dla którego z nie byłby biegunem, wów
czas rozumujęc Jak w dowodzie twierdzenia 1.1 uzyskalibyśmy element (w.z) 

Punkt z należałby więc do , co wobec założenia, że z e
świadczy o tym, że taki element (u.z) nie istnieje. Punkt z musi być 
więc biegunem każdego elementu funkcji |*Kz) , którego Jest środkiem. Zbiór 
tych punktów zawiera się oczywiście w zbiorze biegunów funkcJ1 fi(z) , czy
li może być co najwyżej przeliczalny, więc dowód lematu nożna uznać za za
kończony.

Z lematu 1.2 wynika pewna uwaga, która Jest uzupełnieniem twierdzenia
1. 2 .

UWAGA 1.1

Oeśli i}> (z) Jest funkcję pierwotnę funkcji (^(z) i /^(z) to »
*

Istotnie. Z tego co powiedzieliśmy o biegunach funkcji analitycznych 
oraz o bezpośrednich przedłużeniach elementów wynika, że gdyby fi^z) 4 
- /%2 (z) , to istniałyby dwa elementy (Uj^.Zj) i (u2 .z2), należęce odpo
wiednio do funkcji ¡b^lz) oraz fi2 (z) , takie iż z^ nie byłby biegunem 
Uj^Cz), a z2 - biegunem U2 (z). Istniałyby także elementy (Wj.Zj), (w2< 
z2 ) należęce do 9[>(z) , takie, że W^fz) » Uj(z) w otoczeniu Zj, a W2 (z) » 
» U2 (z).

Z lematu 1.2 wynika natychmiast, że elementy (u^.z^), (u2>z2) należa
łyby do Jednej funkcji analitycznej. Uzyskana sprzeczność świadczy o praw
dziwości uwagi 1.1.

Przejdźmy do dowodów dalszych własności funkcji pierwotnych. Okazuje 
się, że operacja brania funkcji pierwotnych Jest operację liniowę. Zacho
dzi mianowicie:

Twierdzenie 1.3

Dla dowolnych liczb & oraz funkcji analitycznych fi^(z), fi2 (z) ma- 
Jęcych ten sam obszar naturalny zachodzi:

(6)
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Uwaga;

Równość ta wymaga pewnego komentarza. Oak wiadomo dodawanie dwóch fun
kcji analitycznych t + 3, fl2 prowadzi do całego zbioru funkcji anali
tycznych, a'i . oznacza wtedy zbiór funkcji pierwotnych dla funkcji

~ pi fe
należących do zbioru t * 3, fbz - Podobnie zbiorem funkcji analitycznych 
Jeat suma ^ PowYŻ8Zf równość należy więc rozumieć Jako równość
zbiorów. Równość między elementami tych zbiorów, a więc konkretnymi funk
cjami analitycznymi, rozumiemy Jako równość z dokładnością do stałej.

Dowód twierdzenia;

Niech ’p(z) e IstnieJe wi?c element (w,z0)»^ taki, że

(w',z0 )t f , gdzie p (z) jest funkcję typu < ¡i>1 + & /ł2. B8Z szkody dla 
ogólności założyć możemy, że zQ nie jest biegunem funkcji /^(z) ani 
fi2 (z). Istnieję dalej dwa elementy analityczna (Uj.Zj)« (Ug.z^e/ig, 
takie, że p (z) Jest wyznaczona przez element Uj+JkUg .Zj). O punkcie 
Zj założyć można, że nie Jest biegunem funkcji UjCz) i U2 (z).

Na mocy lematu 1.1 element (w,zQ ) można pśłęczyć łańcuchem z elemen
tem (y.z^) tak, iż:

V' ■ * Uj + & U 2 w otoczeniu z^, (7)

Istnieję elementy (Wj .Zj ) (w2 ,Zj) takie, że:

Wj ■ U j , W2 “ U2 w otoczeniu (8)

Elementy ta wyznaczaję odpowiednio funkcje \ . 1 ^ . Element (fW, + MV_,
*1 Pz l z

z Ł) wyznacza wtedy pewnę funkcję postaci *3^^ . która ze względu

na (7) i (e) różni się od funkcji wyznaczonej przez element (y.Zj), czyli 
od jp(z) najwyżej o stałę. Świadczy to o tym, iż f  c + 3%^. Załóżmy

teraz, że funkcja f (z) c X ^  + 5^^* Funkcja 5 (z) Jest wówczas wyzna

czona przez pewien element (<»1+>W2 ,z0) , gdzie , (w2 'zo K $  *
1 ^2

Z lemetu 1.2 otrzymujemy: (w^,zQ )e ^ , (w^,zo)e fi2 . Możemy oczywiście za
łożyć, że z0 nie Jest biegunem funkcji W1 oraz W2 a więc nie Jest 
też biegunem funkcji X W' + Stęd otrzymujemy, że dla elementu (tw^ +
+ A W 2 «Z*) wyznaczajęcego pewnę funkcję ze zbioru + 3>/b2 istnieje e-
lement ( v , z  ) wyznaczajęcy pewnę funkcję ^  ze zbioru V .  , teki, żeo T

♦ 3>W2 w otoczeniu zg, Funkcje ł oraz różnię się więc o sta
łę, co Świadczy o tym, że * ( z ) « ^ ^  +Jk .
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Następne twierdzenie można określić Jako twierdzenie o podstawieniu. 
Sens tego twierdzenia stanie się Jasny, gdy będziemy rozpatrywać zależno-r 
ści między gałęziami funkcji £ ^ ( z ) °raz fi (z ) • rozważanych na tych ob
szarach, na których sę one Jednoznaczne.

Twierdzenie 1.4

Niech O będzie dowolnym obszarem, a f(z) funkcję na nim holomor- 
ficznę. Wówczas dla dowolnej funkcji analitycznej fi (z) oraz jej funkcji 
pierwotnej ^  (z) zachodzi:

5/»*f "5 (/».«.f  (9)

Równość tę, podobnie jak równość (6), traktować należy Jako równość zbio
rów.

Dowód:

Oznaczmy podobnie Jak w lemacie 1.2 przez oraz obszary na
turalne fiirtf) oraz ̂  W . Możliwe sę dwa przypadki:

a) f (D) n H£ - d
W tym wypadku nie istnieją żadna funkcja typu « f. Ponieważ f(D) Jaat 

obszarem, a zbiorem co najwyżej przeliczalnym, więc f (d ) n >v-*.
Nie istnieje więc żadna funkcja typu fi • f , a co za tym idzie, żadna funk- 
c ja ^ (^of) f'* Równość (9) Jest więc spełniona ( d- d).

b) 0 ii f(D) n H£ <=f(o) n Hft.
Wybierzmy dowolnę funkcję -¡¡l (z) typu Wówczas istnieje przynaj

mniej jeden element postaci (w°f,z)e^>, gdzie z należy do D,a(w,f(z)) 
jest elementem funkcji ^ fi (*) • Rozważmy otoczenie punktu z na tyle ma
łe, aby zawierało się ono w kole elementu (w«f,z) or*z aby Jego obraz 
przy odwzorowaniu przez funkcję f(z) Zawierał się w , a co za tym 
idzie w H^. Wówczas istnieje w tym otoczeniu punkt z1 , taki, że Wj » 
» fiz^ nie Jest biegunem funkcji fi (w). Ponieważ zi należy do koła
elementu (w»f,z), więc element (w^of.Zj) • (*z • f.Zj) jest elementem

funkcji ‘¡¡j(z). Element (w^.ffz^) należy wówczas do f unkcj i (w). Z le
matu 1.2 wynika, że (w'1 ,f(z1))e fi( w). Rozpatrzmy element ( (w^° f I f '.z^. 
Element ten wyznacza pewnę funkcję p (z) typu (j%»f)f'. Ponieważ Zj nie 
Jest biegunem funkcji (w^»f)f'(z), więc rozumujęc Jak w dowodzie twier
dzenia 1.1 otrzymujemy funkcję ^p (z) wyznaczonę przez element (p.Zj) , 
taki iż w otoczeniu zi Pl(z) = (w'°f)f'(z) « (ŵ <> fXz)l . Funkcje ś|) (z)
oraz (z) różnię się więc o stałę, co świadczy o tym, że (z) Jest
funkcję postaci | (fiof)f1-
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Zełóżny teraz na odwrót. Ze pewna funkcja i (z) Jeat typu ^  
Iatnieje więc funkcja p (z) typu (/9°f)f' taka. Ze ® (z) « jłp(z). Ist- 
nieje takZe taki eleaent (p.fizj^Je fi , Ze p (z) Jeat wyznaczona przez 
((p°f)f^Zj), Podobnie Jak w pierwazej części dowodu, o fizj) załoZyć noż
na. iż nie Jeat blegunea funkcji fi(w). Istnieje wówczas taki eleaent 
(R.ffzj^))«^, że R'(w) » p(w) w otoczeniu fizj^). Niech teraz funkcja 
■$(z) będzie wyznaczona przez eleaent analityczny (Rof.Zj). Funkcjo -¡¡»(z) 
jest więc typu Różnlczkujęe funkcję (R°fl(z) w otoczeniu Zj.
otrzyaujeay (R«f)'(z) - (P«f)f(z). Funkcja ip(z) Jest więc postaci 
^p(z) , a co za tyn idzie różni się od i (z) o stałę, co koóczy dowód 
twierdzenia.

Ostatnia twierdzaniea będzie twierdzenie podajęce zwlęzek między gałę
ziami Jednoznacznym funkcji ^  (*) oraz fi (z). Zwlęzek ten szczególnie 
Jasno będzie widoczny, gdy gałęzie te rozpatrywać będzleay na krzywych 
gładkich. Twierdzenie to uzasadnia w Jakiś sposób fakt, IZ funkcję ^ ( « ) ,  
która występuje w definicji 1.1, nazywany funkcję pierwotnę funkcji fi (z).

Twierdzenie 1.5

Dla dowolnej funkcji analitycznej fi (z) oraz jej funkcji pierwotnej 
5(*(z) prawdziwe sę laplikacje:

1. Jeśli na obszarze D T ^ D (z) Jest jednoznacznę gałęzlę funkcji 
^ ( z ) ,  wówczas Jest gałęzlę fiQ (z) funkcji /%(z) na D.

2. Jeśli na obszarze Jednospójnyn D nie zawlerajęcya biegunów funk
cji z oraz ®o funkcja fiDiz) Jest Jednoznacznę gałęzlę funkcji fi(.z), 
wówczas istnieje Jednoznaczne gałęż fiD (z) funkcji fi(z) na obszarze D, 
takę, ze $ ^ D (z) - /?0 (z).

3. w obu przypodkach, gdy z(t) Jest dowolnę krzywę gładkę przebiega- 
Jęcę w D. to:

’ J P *'(*)dt.

Powód:
1. Weźmy dowolny punkt z e D i rozpatrzwy eleaent analityczny (V ,

fi D
20 )- Eleaent ten należy do fi (z). Z drugiej strony funkcja aeroaorflczna

(*) wyznaczona przez ten eleaent. Funkcja W  (a) Jest więc w D
PO fio
gałęzlę flD (z) funkcji analitycznej fi(z).

2. Z założeń o funkcji fiD (z) oraz obszarze O wynika, ze istnieje w 
O funkcja pierwotna f(z) dla funkcji holomorficznej fy,(z).

Z definicji 1.1 wynika natychmiast. Za jfunkcja (z) Jest gałęzlę
W * 5 ,UnkCji t,kta V(?,D(z) “ ■ fioiz)-
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3. Słuszność tej równości Jest oczywiście natychmiastowe konsekwencje 
punktów 1.2.

Wróćmy raz jeszcze do twierdzsnla 1.4. 2 twierdzenie 1.5 otrzymujemy.
Ze Jeśli ns pewnym obszarze D istnieje gałęź Jednoznaczna \ - (z) funk

io
cji ^  (z) , a f(z) Jest funkcje holomorficzne ns D 1 oraz f(o)»D wów
czas

(W f)l ■

gdzie /łD (z) oznacza gałęź funkcji fi(z) . o której mówi twierdzenie 1.5/1. 
Analogiczną równość otrzymujemy, |dy załoZymy istnienia gałęzi Je*iozn8CZ- 
nej /iD (z) funkcji ^(z) na obszarze jadnospójnym nie zswierajęcym bie
gunów funkcji fi(.z) oraz ~  (tw. 1.5/2). Funkcja »f)(z) Jest więc
funkcję pierwotne funkcji ( ( f) f1) (z). Twierdzenie 1.4 stanowi tedy 
pewne uogólnienie tege rezultatu.
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HEEB00EPA3HAH $yHKIJHH AHAJIHTHHECKOii iYH KIilH  

P e 3 10 u e

B p a d o le  b b o a h tc h  n.0HJUHe nepBoo6pa3Holt (JjyHKpHB Jj» a H ajizis iiao ito it ¡J>yHK- 

ipih fi . AzajiHTHuecKaa (JyHKiiHz K a a u B a e ic a  n ap aoo d p asH o i $yHKiiHeii a H a zz-  

Tim ecKO l (JiyBKiflaa. f i ,  o c zh  c y n e c iB y e i  TOBKa z Q ■ cyneciB yioT  aH azKiK^ecKKe 

s ieu eH iH  ( w ,z Q) E ^ U ,z o )*(t>, ia x .B e , « o  B B eK o iop o S  O K p eciH oai»  to z k h  z q KUeaii 

W'» U. HccJiezyDTCA- ochobhhb O B oSciB a nepBOOdpasHOtt (JyKKHHH, A O K aaaB& eica 

p«Z le o p e u .  nepBoo(5p a3Han iy H K m a  c y n e c ia y e T  *10808 aHajiKTimecicc* $ y z x -

ipiH h on p ejtezjteT eji c to h h o ct bb  j o  nocioaMHoJi, JlOKaaaHU paaeHCTBa •

AJ = f ) f • r* e f rozouop$HBecxaH iiyHKipia. nozyneHa
C B H 3 B  U e * A y  0*H 03H aH H H M łI B e l BKU.il a H a j.H  T 6  C K H X JyH K U H H  ^  H /?) .
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ORGINAL FUNCTION FOR ANALYTIC FUNCTION 

S u ■ a a r y
The paper contalna definition of original functions for analytic func

tions and fundaaental properties of thoee functions. The analytic func- 
lion'$ft la called an original function for the analytic function ft , ,lf 
there exists a point zQ and two analytic eleaents (u,20 )e/4 ,
such that, in a neighbourhood of z0 w'(z) • u(z). We prove, that for eve
ry analytic function ft , there exist an original function ^ I f  two ana
lytic functions ^  and ^  are original for tha function ft , then the
re exists a scalar c. such that u tft*c' N,xt • "e ah°". that the ope
ration is in certain sense linear and that for every holoaorphlc
function f the sets of analytic functions ^  °f and ^ (jVf)f,ar# 8£)Ual.


