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6anlna MACORA

NIEROWNOSCI GRUNSKY*EGO-NEHARIEGO DLA KLASY FUNKCOI
OEDNOLISTNYCH. NIEPARZYSTYCH 1 OGRANICZONYCH

Streszczenie. W pracy rozwala sie funkcje Jednolistne, nleparzy-
ate i ograniczono. Stosujec wzory wariacyjna wyprowadza alf nieréw-
nosci Grunsky®ego-Nehariego dla tej klaey funkcji.

Niech h () bedzie przeatrzanif funkcji holoaorflcznych w kola Jed-
nostkowy* U » |z:|z]|<ij 2z aetryke nleaal Jadnoatajnej zbieznos$ci, 4+it))
- przeatrzanif sprzezone, sj2" - rodzine funkcji holoaorflcznych 1 Jad-
nolietnych w kole U poatacl

F(z) - a*z + a2*3 - _.. ¢ anz2""1

;pedniajecych warunki
f(o) - 0. o) >0, [|f@] < i. )

Majfc dane funkcje f rodziny Sj. tzn. funkcje holoaorficzne, jednolis-
tne w kole U 1 spedniajece warunki {l1”aozeay przy poaocy zwlezku f(z) =

- VF (z2) otrzyaa¢ funkcje F rodziny sj2\

W nlniejazej pracy, korzyatejec ze wzoréw wariacyjnych typu Schiffara,
otrzyaanych przez K. Mista [2] dla funkcji rodziny S”~, wyprowadzlay wa-
riacje funkcji rodziny Sj2 , a naatepnie zaetoeujeay Ja do oszacowania
pewnych funkcjonatéw w tej rodzinie.

w calu otrzyaania wzoréw wariacyjnych dla funkcji klaey sj27, ekorzy-
»tarnv z wariacji wewnetrhnoj Schiffers funkcji klaey S, (twierdzenie 2

21 »

f*(z) - f(@) ¢£(nAfflr -1 A L . eiMi. .. ZILi*1l «
u2,-uUzold 1-fTO0fi12? z#”~ (z0) 2"zo

¢ « 106 T-57- -) S-L-Lil) + 0(6) dla dowolnego z e u,
V_(*o0> 1-*o0z
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dowolnego 66 R oraz O(ZJ -»0, gdy £- 0 niemal Jednostajnie w U. Wa
wzorze tym w miejsce z |C zQ ktadziemy z2 1 z%, a nastepnie catosc
pierwiastkujemy. Otrzymujemy w ten spos6b wzér wariacyjny typu Schiffera
dla funkcji nieparzystej F(z):

F*(z) =V 777 =V7(7)(i *6 ( a
Az >-f(zo)  1-F(z2)F(z2)

_ G f(z0> 28F (z2) , ke, f(¥2) , zMT@E)  yy1/2 . (g,

2)(z2-22) g(z)_f'Z(zz) f(z2)(1-2222)
Poniewaz Fl(z) = zfF|lzy oraz f(z2) « F2(z), wiec otrzymujemy

F#(z) = F(z) + |Ifi = s.3f?3Lz) -
F2 (z)-F2 (zo0) i-F2 (z )F2 (2

- m- I NzFr/|>. 2 * e-iaf(_~_)21'Eyfl) * 0(6).
F?2 (z0>(z -zo> F* (zo) "o 2

Dla funkcji nieparzystych mozna takze zbudowaé¢ wariacje zewnetrzne, a-

nalogicznie do wariacji mewnetrznej dla funkcji rodziny Sj*. Niech FtSj(o)’

oraz - w_, - —-1 f(). Oesli F(z) - Vf(z2), gdzie f e S,, t8 w2 ,0
° e f
i f(u) i na mocy twierdzenia 3 [2] istnieje funkcja f* e taka, ze O
f*(z) « f(z) +iel® - LkL - 6e_i0C- fIJ~~ + 0(6), @) f
f(z)-w2 1-w* f(2)
gdzie- O, gdy £-“0 niemal Jednostajnie w U. /-

Ktadec w 63) 22 w miejsce z i pierwiastkujec, otrzymujemy

F*(z2) .y~ ~ul) = F(z> + ¢ 06). @)
2 F (z)-w2 1-w2F (2)

Opierajec sie teraz na odwzorowaniach U-*-U, utworzymy pewne elemen-

1 H i1 1 NDON & i N v =
tarne‘](\e/arlar:]elof\unkc“ rodziny slz . Oesli Fesaz , to takze Fi_(z)

* F(e z) s SJ , gdzie £ Jest dowolne liczbe rzeczywiste. Mamy sted
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F,(z) » F(z) +eizF" (z) + 0(9), ®)

°®

Pot6zmy teraz

gdzie gdy g- O niemal Jednostajnie w U,

k(z) 3 - 27 1(2) *Vk(z2) » — -y -
(1+e 2) ixx z

Funkcje () » 17 (H=f)1fz)Y € 86 dle 0< 6 < 1 1 orzeksztatca U
w U. Dle funkcji F€SJ2~ roéwniez Fg(z) « F(q?(z))e S~2*" oraz

F2(z) « f(z) -£ £0,7€~ 1 ~T1f.(z) « 0(6)> (6)
I-e 7=~

gdzie - 1--0. gdy 6- 0 niemal jednostajnie w U.

Niech 4 bedzie funkcjonatem rzeczywistyw, rdzniczkowabpym w sensie Géa-
teaux w rodzinie S”2\ tzn. Je&kli dle kazdej Fe sj2* i F*es|” takiej,
ze F* = F t£H + o(6), gdzie Hch(u), °~i - *0, gdy 6- 0, n.tamel jed-
nostejnie w U, zachodzi réwnosé

+(F*) -i(F) +£Re|AF(H)] * &{£), a)
gdzie Ap t h*'@u)-Ap nazywa sie roézniczke (pochodne) w sensie oiteeux
funkcjonatu w punkcie F.

Zatoézmy, ze funkcja F « §\£2" realizuje maksimum funkcjonatu 4 , tzn.
g
dla dowolnej funkcji e Sj zachodzi nieréwnos¢

$(f) - 2(F) ~ 0. (8)

Z roéwnania (7) , ze wzgledu na (s) oraz dowolno$¢ rzeczywistego t , otrzy-
mujemy

RejAp(H)j- » O. )
W podobny sposé6b, korzystajac z réwnania (5), otrzymujemy
Imj AF(zF"(z))j - O. 10)

Z roéwnania (6) natomiast, ze wzgledu na dodatnio$¢ £ , mamy
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Przyjmijmy taraz w (2)

1( - laiF(2) . a~1gF3 (2) _ eLWzF‘(wl_W_ ¢
? F2(z)-FZ(zo) z )f2(z) F’2(zo)(z -zo
¢ 9-"~(C_i )SIV]i) - H
Fr2(z 1-2n
(6) 0
Korzyetajec z (9), otrzymujemy
Re -1G(A-i-*m i-—mm ) - A-( N - ~TTi rAF* 2 21 *
FF-F GO Fi-Fr(zo)F2  F <o "z
ooxi e Z3ENY o
f,2(zJ f i-2222
Z dowolnosci oc wynika sted, ze
e
L
zof>2(zo)( af( # -t) - af (" 2>) m AF(zF" p "5 ;
F _F (zo} 1-F (z )F z 20
£222
- Af(zF _Vz>*
1-2o0z
lub po wykonaniu pewnych przeksztatcen
z2F*2(z ) FF2 (z..) f3f2(z0)
0 i-(AF (j7rT> -af(-=A-)) =
F (ZQ) %g—F (z0) 1-F (20)F
\ (zF’--2--) + Af(zF") - Ap(zF” -V g ). 12)
F z -Z 1-z_ 2z~

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
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Zwiazek (12) mozemy zapisac

Rzeczywistos¢ prawej strony (12) na okregu U wynika z jej postaci i z
(10), natomiast z (l1) (a réwniez =z (10)) wynika. Ze ta prawa strona
Jest na e U nledodatnia.

PowyZsze wyniki mozemy zapisa¢ w nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 1

Niech < bedzie fuyléijonahem rzeczywistym, r6Zniczkowalnym w sensie
Gateaux w rodzinie , F - funkcje realizujece maksimum Ffunkcjonatu $
w tej rodzinie, Ap - Jego pochodne w sensie Gateaux w punkcie F. Funkcja
F spednia réwnania

N

=y A (D(F()) + AF(F) + DinN)) - E(G) + AT(zF') + E(4),
FO F(© "

gdzie z s U, o(w) , e(®™.) se zdefiniowane wzorami (4), natomiast 3.Jest do-
wolnym, ustalonym punktem kota U; E(-™) + af(zF" ) + £(») Jest rzeczywiste
1 nledodatnia na okregu % U.

Jezeli F Jest funkcje ekstremalng ze wzgledu na funkcjonat 5 , to z
réwnania (4), ze wzgledu na (9) i dowolno$é OC , otrzymujemy

AF(YF g1) “ Ap(; "™=e*) *
F -w_ r 1-wzZF

Jezeli zatem zatozymy, ze

D(w) + AF(F) + D@j) m w2 Ap(- - w2 Ap(- N 9)

Jest funkcje meromorficzne w C i nie Jest tozeamos$ciowo rdéwna zero, to
co najmniej Jeden z 4 punktéw 1« + musi naleze¢ do F(u) , a ated V-

° "o
oraz z nieparzystos$¢i funkcji F wynika, ze U-F(u) nie na punktéw wew-

netrznych. Zatozenie w powyzszej uwadze nozna ostabi¢,wystarczy aby d ()¢
¢+ A (P + D(1) byto funkcje meromorficzne #0 w obszarze pokrywajacym
w

zbidér U-f (). Mozemy zatem sformudowaé nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 2

Oezeli D(w) + Ap(f) + D(i) Jest funkcji meromorficzne + O w obszarze
pokrywajacy« zbiér U-F(u), "gdzie F Jest funkcje realizujece maksiBun
funkcjonatu $ w rodzinie sl[2~, to zbiér U-F(u) nie na punktéw wewnetrz-
nych.

Niech teraz LFfiH"(1l). Wezmy pod uwage TFfunkcjona#

R 15)
$O © 1+F(MF(2)

gdzie 12("(z,")) - LL(f(z-M)) , ) « LCL(<p(zd))), " (z %) Jest
funkcje holomorficzne w U« U.

tatwo wida¢, ze funkcjonat ® Jest okreslony w rodzinie Sj Rodzine
ta nie Jest zerarta, staje sie take dopiero po doteczeniu funkcji tozsamo-
Sciowe rownej zero. Zdefiniujemy funkcjonat dla funkcji F 3 o tak, aby
otrzymaé funkcjonat ciegty w rodzinie i§>2‘)"U joj. Wty* C8AUA EQNNrzZymy
zbiér Sj27~Ujoj w zbidér par E m {(bj.F): Osb~l, FeS Z", bjFeSj2 li{o}}-

Wida¢, te E » EjUEg, gdzieEj » |(bj,E)s O<bj~l, FsS"2”~, DbjF £Sj27J,

E2 ~ FeS (2>). Zbiér Edes amayr,typ o rpeviaen a z Jesf podzbiorem
domknietym zbioru zwartego j.F); Oibjil, FcS*2)J.
FunkcJ onat

i(F) gdy (bj,F)€E], F bJ
i (bj.F) (16)

Rej]t-2(1 o g f r + ) } ady (bt ,F)«E2

[ f(z) +f(*) z h )
Jest ciegty, co tatwo wida¢, w E, oelega zatem w E swoje maksimum. w
przypadku gdy to maksimum jest przyjete w zbiorze E,, Jest réwne maksi-
c® funkcjonatu (f), a w przypadku gdy Jest przyjeta w Eg, Jest

réwne maksimum funkcjonatu

Re

w rodzinie zwartej S¥2)

Przypusémy, te funkcjonat (16) przyjmuje swoje wartos¢ najwieksze w Ej,
co Jest réwnowazne temu, ze +(F) przyjmuje warto$¢ najwieksze w rodzi-
nie Sj 1 niech funkcje ekstremalne bedzie funkcja F * bjal\=eSjo Po
+atwym rachunku otrzymujemy wzdér na pochodne Gateaux funkcjonatu (I15). 1
tak
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a .(h) . 2L2(H(zJiF(A2dy(MEM) . 2LI2( =
F ) I-FAF~rz)

2IL12(_EMtikL ).
1-F2 ([)R2 (2)

W celu uzyskania roéwnania (14) w naszya przypadku, po *atwych rachun-
kach otrzymujemy

D(w) ¢ A (f) + 0(4) . -2w2(L(-jffi O « LC-FIFfL ) ,
F * F (2)-w 1-5 F (@

Prawa strona (14), na aocy twierdzenia Caccloppoli-K&thegtjest holomorficz-
na co najmniej w pewnym piersécieniu P -]jsC: gdzie r zala-
4y od funkcjonatu L. Réwnanie, ktore spednia funkcja ekstremalna F, aa
wiec postac

2F2(f)(L(¢-:g"F(x) . * LC ... » B(V

gdzie b)) - -2(e (™) + af(zF") ¢ e(@)) Jest funkcje nieujemne na SU, ho-
lomorficzne w piersécieniu P.
Rozumowanie podobne Jak w [2] prowadzi do wniosku. Ze funkcja

+(@ -L t &M - - oL ( ) ¢ Li-#F,)
- ED) i-f2(~)f2(2)

Jest holomorficzna w kole U 1 przedtuzZa sie w sposéb ciegty na koto dom-

kniete U, pozostajec rzeczywista na ¢)U. Dest zatem stata i ta stata
Jest réwna zero. Ma wiec mSajsce zwlezek

F2(z)-F~» z2™ 2 | _-Fé\(\ﬂ)f:Z(z) i-»*

Ponadto zachodze zwiezkl
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- > > _ ** jUogi=2t.
i+tiz

Stosujac powyzsze réwnosci do (17), otrzymujemy (ze wzgledu na ciegtos$¢ L)

AN(UlogdiHM ¢ Ldogl-1!~ 2~ ) * L(logi=*)) -0,
\Y FU+F(V Z-3 1+f (MF(2) 1+fz

s sted po scatkowaniu

L(logFfz|-Fjlj. fig) ¢ L(io9l=i l~AFfM) « -L(ioflk2t).
T Az A 1+F(N)F(2) 14€2

Obktadajac obie strony funkcjonatem L, otrzymujemy

u2 (iQ9” 43 FA| fa) * i~twW - z

f e 1) . . )LI2(10gizk).
nzj +Ffj.) z-f i+F(M)f(2) \*y .

Przypadek®, gdy funkcjonat (16) przyjmuje swoja wartos¢ najwieksza w
zbiorze E2> rozpatrzony Jest w [I].
Powyzsze wyniki mozemy zapisa¢ w nastepujecych twierdzeniach:

Twierdzenie 3

Oezeli F Jest funkcje ekstremalne ze wzgledu na funkcjonat (15) , to
spednia ona nastepujece rodwnanie:

a wartos¢ funkcjonatu (15) dla tej funkcji wynosi

i (F) - - |L|2(Iog—l"i£).
+Tz
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Twierdzenie 4
Dla dowolnej funkcji F 6 SE " zachodzi nastepujgaca nier6wnosc:
RE 5 *__FLz} £ & n )4 IMW=E&}IEKI) - ILj2(logini). 18
1+3Z
Stosujac teraz powyZeze twierdzenia 08zacujemy pewne funkcjonaty w ro-
dzinie S

1. Niech I(h) « ¢>_(Ch(Cz ) - H(0)), gdzie H€h(u), 9 sa dowolny-
1 "

u>»
mi liczbami zespolonymi, 2zB - dowolnymi punktami kota U, m = 1__.... N.
Zachodzi L(I) »0. Z twierdzenia 4 wynika, ze dla dowolnej funkcji FeS"2~7

zachodzi nieréwnosé

Re \ 1r. . *.-Fr2mAtF(znM 2m+zn L ,._Ja‘F«QWO'Fqum;
N -
(19)0 A
m,n»l na
W przypadku gdy m « n, Jako .wartos¢ ilorazu przyjmujemy

F/Ez } Funkcja, ktéra realizuje maksimum funkcjonatu (15) spe#nia réwna-
nie

Zm+3 r , L1°F(C)F(zm\ , N~
n=12? *
W szczegélnosci, ktadec w nierdwnosci (i9) N - 1, >z, 3N « 1, otrzy-

mujemy

1zF1(z) |1- IF(z)12 ~ le 1212
F*z) "i+|[f(z)]2"'" 1-]|z|2"'

Funkcja ekstremalna spednia wtedy nastepujecy zwiezek:

(F(2)-FC))(Z*ii-)(-F()F(2)) - l+»i
(FCzH F A H 2-%) (I+F(E)F(2))  1-jz”
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2. Potézmy teraz 1() = y*_n"(z.,) , gdzie HsH(u), J, sa dowolnymi
s ] m |

liczbami zespolonymi, z™ - dowolnymi punktami kota U, m « 1..._.. N. Nie-
rownos¢ (18) dla wyZej zdefiniowanego funkcjonatu przyjmuje postaé

T " mn® zm+2n .
Re / ” o - 0 “ «0 0.0*
n,n*l
. 2-2
F'(")F . (2.)(F2(z.)F2(z )+1) A i“2n2%
20)
; > < > _*m»n (
(e «)E (zn)>i m,n-1
W przypadku gdy z”~ » zn badz zB m -zn# przyjmujemy
FI(Zm)F,(Zn)(F2 (z,)4F2 (zn)) 2m*2n
2 _2v2
(F*(«B)-™ («n)t* i« )
F1(z )F" (z)(F2(z )+F2(z)) 22422 W F (*J 2 s
12« . " ————— (A. (-A«»* “ i~ *
£ F-(Zm) 1fF™"(@zm) 2 If(F(@2m\ 2 1« 1L. « 1

+ 12 Fr{"z) - ﬂ(zﬁ)> - s((~ W Yy *z2 L i -

gdzie |f(z),z ]| oznacza operator Schwarza w punkcie z.
Funkcja ekstremalna spednia roéwnanie
N
/ . m(-!/ z _2/-> 2,2 -m" -z-——— 0 . =2,
m» 1 m m”A 1-F (zB)F 0j.) 1-2mA
W szczeg6lnym przypadku, przyjmujac w nieréwnosci (20) N =1, zt = 2z,
N »& , otrzymujemy
Ren2@2{r(z) 2] +
) 2@l 2 C(IF@L -1+

1z14+1 ,
“ v 2>e
azf -H*®



Nieréwnosci Grunsky~eqo-Neharleqo. 27

3. Niech | 3~ bedzie dowolnya ciegien liczb zespolonych takin, te
1imup|>n|1™Nn < 1. Na nocy twierdzenia TSplltza istnieje funkcjonat LtH" (U)

taki, Ze 1@z ) « dla n - 1,2,... oraz L({I) * O. Przyjnujec ozna-
czenia

t,n«0

loglzxife£MS. "y*" bIn(F,F)zV
fet

orez korzystajec z twierdzenia 4 otrzymujeay, dla dowolnej funkcji FesA(2)
nastepujece nieréwnosc:

Re JZ @»n(F*«\. + b«n(F'F>V nHA~" ~ N T
m,n*1 J n»i

Ola funkcji realizujacej maksinun funkcjonatu zachodze zwiagzki

oX?

I ] amo(F)An m 0
m*1

gdy n*2k, k - 1,2,..

Z>_.n<F>Aa + b,n(F'R > *

n«l 23,
gdy n»2k-1, k =1,2,...
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HEPABEHCTBA EPYHCKOEO - HBXOEAETO CAHOJIHCTHHX HBMfiTHHX
H OUPAHM'EHHUX «yHKIUII

Pe3jwmMe
B padoie paccuaTpHBawcjL o"HOJIHCTHue HewerHua x orpaHHweHHtie <yhkujih.

npu noMogH BapHaujcOHHIDC $opuyj! “oKasuaaxicA HepaseHCTBa rpyHCKoro-Hexopae-
ro A& Macca tfiyHKnaf,

GRUNSKY-NEHARI [INEQUALITIES FOR THE CLASS OF UNIVALENT,
ODD AND BOUNDED FUNCTIONS

Summary
Tha class of univalent, odd and bounded functions Is considered. Grun-
sky-Nehari Inequalities for this class are derived using variational for-

mulas.



