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NIERÓWNOŚCI GRUNSKY'EGO-NEHARIEGO DLA KLASY FUNKCOI 
OEDNOLISTNYCH. NIEPARZYSTYCH I OGRANICZONYCH

ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLISKIEJ 

Seria: MATEMATYKA-FIZYKA z. 43

Streszczenie. W pracy rozwala się funkcje Jednolistne, nleparzy- 
ate i ograniczono. Stosujęc wzory wariacyjna wyprowadza alf nierów
ności Grunsky'ego-Nehariego dla tej klaey funkcji.

Niech h (u ) będzie przeatrzanif funkcji holoaorflcznych w kola Jed

nostkowy* U » | z : | z | < i j  z aetrykę nleaal Jadnoatajnej zbieżności, ł-itU) 

- przeatrzanif sprzężonę, sj2 ' - rodzinę funkcji holoaorflcznych 1 Jad- 
nolietnych w kole U poatacl

*3 - ♦ a z 2"'1... ♦ anzF(z) - a^z + a2*

; pełniajęcych warunki

f(o) - O. f\ o ) > 0 ,  |f(z)| <  i. (1)

Majfc danę funkcję f rodziny Sj. tzn. funkcję holoaorficznę, jednolis- 

tnę w kole U 1 spełniajęcę warunki { l ^ a o ż e a y  przy poaocy zwlęzku f (z ) ■

- Vf (z2 ) otrzyaać funkcję F rodziny sj2 \

W nlniejazej pracy, korzyatejęc ze wzorów wariacyjnych typu Schiffara, 

otrzyaanych przez K. Miśta [2] dla funkcji rodziny S^, wyprowadzlay wa

riacje funkcji rodziny Sj2 , a naatępnie zaetoeujeay Ja do oszacowania 
pewnych funkcjonałów w tej rodzinie.

w calu otrzyaania wzorów wariacyjnych dla funkcji klaey sj2  ̂, ekorzy- 

»tarnv z wariacji wewnętrhnoj Schiffers funkcji klaey S, (twierdzenie 2 

[2]) »

f*(z) - f (z) ♦ £ ( n Ä f f l r  - J Ä L  . eiMi. . . ZlLi*1  «.
U 2 , - U Z o J l - f T O f i z ?  z# ^ ( z 0 ) 2"z o

♦ • 106 (— T-57— -) S-L-Lil) + 0 (6 ) dla dowolnego z e u,
V ( * o >  l-*oz
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O (f )dowolnego 6 6 R oraz ¿~' -»O, gdy £ — 0 niemal Jednostajnie w U. Wa
c 2 2

wzorze tym w miejsce z i zQ kładziemy z 1 z Q , a następnie całośc

pierwiastkujemy. Otrzymujemy w ten sposób wzór wariacyjny typu Schiffera
dla funkcji nieparzystej F ( z ) :

F *(z) = V 7 ^ 7  = V 7 ( 7 ) ( i  * 6 ( a .
f^z >-f (zo) l-f(z2 )f(z2 )

- e
i PC f(zo> z 2 f' ^  -i«. f(z2 ) . , V f z 2 12 f' (z2 ) -ice, flV  , Z4 f'(zz ) vxl/2 ...... . ... + e - 4. y  )) + o(£).

2 )(z2 -z2 ) z2 f’Ż (z2 ) f(z2 )(l-ż2z2 )-o-

Ponieważ F 1 (z) = z f F | z-y—  oraz f(z2 ) « F2 (z), więc otrzymujemy

F#(z) = F(z) + |fi --------------- s. 3f?.3.Lz.)-----
F2 (z)-F2 (zo ) i-F2 (z ) F 2 (z)

-  ■ - I ^ zFr/ | > .  2 * e - i a f ( _ ^ _ ) 2 ! £ y f l )  * o ( 6 ) .
F’2 (z0 > (z -zo> F' (zo ) ^ o 2

Dla funkcji nieparzystych można także zbudować wariację zewnętrznę, a-
( o )

nalogicznie do wariacji mewnętrznej dla funkcji rodziny Sĵ . Niech F t Sj ’

oraz —  w , —  — - i  f(u). Oeśli F(z) - Vf(z2 ) , gdzie f e S , , to w 2 , O  
° w 1 0  o

i f(u) i na mocy twierdzenia 3 [2 ] istnieje funkcja f* e taka, że O

f*(z) « f(z) + i e 1®  — L k L  - 6 e_i0C — f- J ^ ~  + 0 (6 ) , (3 ) f
f(z)-w2 l-w‘ f(z)

gdzie —  O, gdy £ - “ 0 niemal Jednostajnie w U. f/-
/ 2Kładęc w (3) z w miejsce z i pierwiastkujęc, otrzymujemy

F*(z) . y ^ u 1 ) = F(z> + ♦ 0 (6 ). (4)
2 F (z)-w2 1-w2 F (z )

Opierajęc się teraz na odwzorowaniach U-*-U, utworzymy pewne elemen

tarne wariacje funkcji rodziny S^2 ^. Oeśli F e S , 2  ̂, to także F.(z) =JC / O ̂  1 4 i.
* F(e z) s SJ , gdzie £ Jest dowolnę liczbę rzeczywistę. Mamy stęd
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F,(z) » F(z) + e izF' (z) + o(g), (5)

o ( 6 )gdzie — 0, gdy g — O niemal Jednostajnie w U,
Połóżmy teraz

k(z) 3 - 2 ' l(z ) * Vk(z2 ) » - -— — y -
(1+e z) i**

f 1 - C M  f - » M  £ e ( 2 )

z

Funkcje <j? (z) » 1” ((l-f)l(z)) c S^z) dle 0 <  6 <  1 l orzekształca U 

w U. Dle funkcji F € SJ2  ̂ również Fg(z) « F(q?(z))e S^2 ' oraz

F 2 ( z ) « f ( z ) - £  £ Ü , î£ ^ ! ^ Î 1 f . ( z) «. 0 (6 ) >  (6)
l-e z*~

gdzie — ¿p ’1 — -  O . gdy 6 —  0 niemal jednostajnie w U.

Niech 4 będzie funkcjonałem rzeczywistym, różniczkowalnym w sensie Gâ
teaux w rodzinie S^2 \  tzn. Jei 

że F* = F t £ H + o(6), gdzie 

nostejnie w U, zachodzi równość

* • f c O u i y n i o  i  y w  ^ r u A n z ę ^ t i U n a i n y i n  n  S o n s x â  u 8 ^ * '

sśli dle każdej Fe sj2 * i F * e s | ^  takiej, 

H c h ( u ) ,  °~i — *» 0, gdy 6 —  0, n.tamel jed-

ł(F*) - i ( F )  + £ R e | A F (H)j * &{£), (7 )

gdzie A p t h '(u ).A p nazywa się różniczkę (pochodne) w sensie oiteeux
funkcjonału w punkcie F.

Załóżmy, że funkcja F « s£2  ̂ realizuje maksimum funkcjonału 4 , tzn.
(ś ( 2 ̂

dla dowolnej funkcji Fe Sj zachodzi nierówność

$ ( f ) -  2 ( F )  ^  0 .  ( 8 )

Z równania (7) , ze względu na (s) oraz dowolność rzeczywistego t , otrzy
mujemy

RejAp (H)j- » 0. (9)

W  podobny sposób, korzystając z równania (5), otrzymujemy

Im j A F (zF'(z))j - 0. (1 0)

Z równania (6) natomiast, ze względu na dodatniość £ , mamy
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Przyjmijmy taraz w (2)

1 ( . laiF(z) . a~lgF3 (z) _ e Ł"zF (jt)

?  F2 ( z ) - F Ź ( z o ) z ) f 2 ( z ) F’ 2 ( z o ) ( z - z o

1 w z f ' ( z ) ,
 w 1— w—  +

F
O O

♦ 9 - ^ ( _ i  ) S - V | i )  - H.
F'2 (z„) 1 - 2 ^

Korzyetajęc z (9), otrzymujemy

Re .1«,(A-i-*-— i----- ) - A- (
F F -F (z q ) F

r) - ~TTi r A F^ 2 ' ż '1
i-F^(z0 )F2 F ‘ < 0  " Z

1 . r z 3 F'  v\
+  X----  AC 1----’S~?l >

f, 2 (z J  f i -ż 2 z 2
o.

Z dowolności oc wynika stęd, że

zo f >2(z o )( a f ( -ź -t ) - a f ( ^  2 >) ■ A F (zF' p ^ 5 ;
F _F (zo } 1-F (z )F z z0

-  Af ( z F
£ 2 z 2

- V z > *
1-2oz

lub po wykonaniu pewnych przekształceń

z2 F* 2 (z ) FF2 (z „) f3f2(z0 )
0 i -(AF ( j 7 r T >  - a f ( - = Ą - ) )  ■
F (ZQ ) " f2- F"(z0 ) 1 - F (z0 )F

\ ( z F ’- - 2 - - )  + A f ( z F' ) - Ap(zF’ -V g ). 
F z -Z 1-Z_Z^

♦

(12)

Wprowadźmy następujące oznaczenia:

cvi 
o;
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Związek (12) możemy zapisać

Rzeczywistość prawej strony (l2) na okręgu 'd U wynika z jej postaci i z 

(lO), natomiast z (1 1 ) (a również z (10)) wynika. Ze ta prawa strona 

Jest na e U nledodatnia.

PowyZsze wyniki możemy zapisać w następującym twierdzeniu:

Twierdzenie 1

Niech <t będzie funkcjonałem rzeczywistym, róZniczkowalnym w sensie
/ p \

Gâteaux w rodzinie , F - funkcję realizujęcę maksimum funkcjonału $

w tej rodzinie, A p - Jego pochodnę w sensie Gâteaux w punkcie F. Funkcja 

F spełnia równania

^ ■ y ^ (D(F(})) + A f(f) + D i ^ ^ ) )  - E(>) + Af (zF') + E(4),
F (^) F(£) ^

gdzie z s U, o(w) , e(^.) sę zdefiniowane wzorami (4 ) , natomiast 3.Jest do
wolnym, ustalonym punktem koła U; E(-^) + af (zF' ) + £(») Jest rzeczywiste 
1 nledodatnia na okręgu % U.

Jeżeli F Jest funkcję ekstremalną ze względu na funkcjonał 5 , to z 

równania (4 ), ze względu na (9) i dowolność OC , otrzymujemy

Af ( y F g 1 ) “ Ap(— "*-•* ) * 
F -w_ r 1-wZF

Jeżeli zatem założymy, że

D(w) + AF (F) + D(jj) m w 2 Ap(- - w 2 Ap(— ^  g )

Jest funkcję meromorficznę w C i nie Jest tożeamościowo równa zero, to 
co najmniej Jeden z 4 punktów 1« + musi należeć do F(u) , a atęd V-

° "o
oraz z nieparzystość i funkcji F wynika, że U-F(u) nie na punktów wew

nętrznych. Założenie w powyższej uwadze nożna osłabić, wystarczy aby d (w ) ♦

♦ A (F) + D(i) było funkcję meromorficznę ąfe 0 w obszarze pokrywającym 
w

zbiór U- f (u ). Możemy zatem sformułować następujące twierdzenie:
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Twierdzenie 2

Oeżeli D(w) + Ap ( f ) + D(i) Jest funkcji meromorficznę + O w obszarze 

pokrywający« zbiór U- F ( u ) , "gdzie F Jest funkcję realizujęcę maksiBun 

funkcjonału $ w rodzinie sl[2  ̂, to zbiór U-F(u) nie na punktów wewnętrz

nych.
Niech teraz LfiH'(ll). Weźmy pod uwagę funkcjonał

$ (F) Re
1 + F(^)F(z )

(15)

gdzie l2 (^(z,^)) - L(L(f (z.^))) , ) « L(.L(<p(z,j ) )), ^ ( z .■£.) Jest

funkcję holomorficznę w U« U.
Łatwo widać, że funkcjonał ® Jest określony w rodzinie Sj Rodzinę 

ta nie Jest zerarta, staje się takę dopiero po dołęczeniu funkcji tożsamo

ściowe równej zero. Zdefiniujemy funkcjonał dla funkcji F 3 o tak, aby
zanurzymy¡ ( 2 ).otrzymać funkcjonał cięgły w rodzinie S>“ 'U joj. W ty* C8^U A “ 7 \ 'V

zbiór Sj2 ^U joj w zbiór par E ■ {(bj.F): O s b ^ l ,  FeS Z ' , bjFeSj2 li{o}j.

Widać, te E » E j U E g ,  gdzie Ej » |(bj,£)s 0<bj^l, FsS^2 ^, bjF £ Sj2 ^J ,

E2 ’ F e S (2>). Zbiór E Jest zwarty, ponieważ Jesf podzbiorem

domkniętym zbioru zwartego 

FunkcJ onał

i (bj,F)

{est zwarty, ponieważ Jesi

(bj.F); O i b j i l ,  F c S * 2)J.

gdy (bj,F)€ E j , F

Re|t-2 (l o g f r ł )  } ady (bt , F ) « E 2 
[ f ( z )  + f ( ^ )  z h )

i(F) bJ
(16)

Jest cięgły, co łatwo widać, w E, oelęga zatem w E

przypadku gdy to maksimum jest przyjęte w zbiorze E
.... c (2)

swoje maksimum. W 

, , Jest równe maksi-
funkcjonału (f ) , a w przypadku gdy Jest przyjęta w Eg, Jest

równe maksimum funkcjonału

Re

:(2)w rodzinie zwartej S'
Przypuśćmy, te funkcjonał (16) przyjmuje swoję wartość największę w Ej,

co Jest równoważne temu, że ł(F) przyjmuje wartość największę w rodzi-
a (o)

nie Sj 1 niech funkcję ekstremalnę będzie funkcja F * b j F e S j  Po

łatwym rachunku otrzymujemy wzór na pochodnę Gateaux funkcjonału (l5). I 

tak
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a .(h ) . 2L2 ( H ( z j i F ( A 2 d y ( M £ M )  . 2 |L I2 (. ■

F ) l - F ^ F ^ z )

. 2 |L|2 ( _ Ę M t i k L _ ) .

l-F2 (-J.)F2 (z)

W celu uzyskania równania (l4) w naszya przypadku, po łatwych rachun

kach otrzymujemy

D(w) ♦ A (f ) + 0(4) . -2w2 (L(-j f f i  O  « L( - .F|.f L  )) ,
F * F (z)-w 1-5 F (z)

Prawa strona (14), na aocy twierdzenia Caccloppoli-K&thegŁjest holomorficz

na co najmniej w pewnym pierścieniu P - | j s C :  gdzie r zala
ły od funkcjonału L. Równanie, które spełnia funkcja ekstremalna F, aa

więc postać

fr2 F |2(fr)(L(-:g' F.(z) . * L (. ...  )) .
B(V

gdzie b (^) - -2(e (^) + a f (z F') ♦ e (4  )) Jest funkcje nieujemne na SU, ho

lomorficzne w pierścieniu P.

Rozumowanie podobne Jak w [2] prowadzi do wniosku. Ze funkcja

+  (z) - L t & M -  - ♦ L ( ) ♦ L i - ł f , )
-  "ł") i - f 2 ( ^ ) f2 (z )

Jest holomorficzna w kole U 1 przedłuZa się w sposób cięgły na koło dom

knięte U, pozostajec rzeczywista na ć)U. Dest zatem stała i ta stała 
Jest równa zero. Ma więc mśajsce zwlęzek

F2 ( z ) - F ^  z2^ 2 l - ^ W f z )  i - » *-F2 (>)F2 (z)

Ponadto zachodzę zwięzkl
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— Ł* > _ * * _ j U ogi=2t.
i+iz

Stosując powyższe równości do (l7), otrzymujemy (ze względu na cięgłość L)

^ ( U l o g d i H M  ♦ L d o g 1- ! ^ -̂ ) * L (l o g i = * ) )  - 0, 
V  F U ’ + F(V  Z-J 1+ f (^)F(z ) 1+fz

s stęd po sc ał ko wa ni u

L ( l o g Ff z| - -F j|j. fig) ♦ L (i o9l = i l ^ f M )  « - L (ioflŁ2 Ł).
' ' ^  z ^  l+F(^)F(z) 1 + £ z

Obkładając obie strony funkcjonałem L, otrzymujemy

u2 (iQ9^ -j-; f ^ |  f a )  * i ^ t W - z f e l) . . )L|2(l0g i z k ) .  
n z j  + Ffj.) z - f  i+f(^)f(z) \*y.

Przypadek', gdy funkcjonał (16) przyjmuje swoją wartość największa w 

zbiorze E2> rozpatrzony Jest w [l].
Powyższe wyniki możemy zapisać w następujęcych twierdzeniach:

Twierdzenie 3

Oeżeli F Jest funkcję ekstremalnę ze względu na funkcjonał (l5) , to 

spełnia ona następujęce równanie:

a wartość funkcjonału (l5) dla tej funkcji wynosi

i (F) - - | L|2 (log-^££).
1+fz
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Twierdzenie 4

Dla dowolnej funkcji F 6 S£ ' zachodzi następująca nierówność:

Re 2 , '--FLZ} £ & n ) ł I M W = E & } £ k l ) - I L|2 (logi^i). (18)
1+JZ

Stosując teraz powyZeze twierdzenia 08zacujemy pewne funkcjonały w ro
dzinie S 2 )

1. Niech l(h) « ¿ > _ ( h ( z  ) - H(O)), gdzie H € h(u) , 9. są dowolny-
■ »1 " 

mi liczbami zespolonymi, zB - dowolnymi punktami koła U, m ■ 1.....N.

Zachodzi L(l) » 0 .  Z twierdzenia 4 wynika, że dla dowolnej funkcji FeS^2 ^
zachodzi nierówność

Re \  1 r. . *. -F ^2m^“ F(zn^ 2m+zn . . ,..w « n ' Fl,m>

N -

m,n»l n a

1 - F ( O F ( z _)

(l9)0 Ą

W przypadku gdy m « n, Jako .wartość ilorazu przyjmujemy
/ t \F (z ). Funkcja, która realizuje maksimum funkcjonału (15) spełnia równa

nie

Zm+3- r , 1’ F(> )F(zm \  , ^ m
n = ?  *

W szczególności, kładęc w nierówności (i9) N - 1, > z, 3^  « 1, otrzy
mujemy

I z F 1 ( z )  | 1 -  I F ( z ) I 2 ^  ! ♦  I z l 2 

' F *z )  ' i + | f ( z ) | 2 ' "  1 -  | z | 2 '

Funkcja ekstremalna spełnia wtedy następujęcy zwięzek:

(F(z)-F(>))(z*jj-)(l-F(»)F(z)) . l+»i 

(f Cz H F ^ H z -^) (l + F(£)F(z)) 1- j.z "
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2. Połóżmy teraz l (h ) = y ^ _ n ' ( z _ )  , gdzie H s H ( u ) ,  J. sa dowolnymi_ m  " nl**1
liczbami zespolonymi, z^ - dowolnymi punktami koła U, m « 1.....N. Nie

równość (18) dla wyZej zdefiniowanego funkcjonału przyjmuje postać

Re zm +2n .
/   ” o - " "V-"" o “ « o o.o*
in ,n*l

T  ' m n' " '~u’

F ' ( ^ ) F , ( z „ ) ( F 2 ( z . ) F 2 ( z  ) + l )  ^
; > <  >  .*m»n

m,n-l( l “ « ) F ( z n) >i

2-2
i“2 «2«n ni

(20)

W przypadku gdy z^ » z n badź zB ■ -zn# przyjmujemy

F l(Zm)F,(Zn)(F2 (z,)ł F2 (zn ))

( F * ( « B ) - ^ ( « n ) ł *

2m*2n m n
2 _ 2 v2

i « )

F1 (z )F' (z )(F2 (z  ) + F2 (z )) z 2+ z 2 1# F ' ( * J  2 ,

1 2 « . ' ------ ( A .  ( - A « » * ---------------------- ‘ *i '

Ł F-(Zm) l fF''(zm ) 2 l f(F’ (2m \ 2 1 «  1 L .  « 1
+ 12 F r{'zj • f7 (z ) > - s ((~ } * z ? '  •* Bi W L j

gdzie | f (z ),z | oznacza operator Schwarza w punkcie z.

Funkcja ekstremalna spełnia równanie

N

( ■/  . m -2/ z _ 2 /-> 2 „ 2 -m' -z----  0 . -2„;
m»l m m ”^  1-F (zB )F Oj.) 1-2m ^

W szczególnym przypadku, przyjmując w nierówności (20) N = 1, z Ł = z, 
9^ » & , otrzymujemy

Re ^ 2 (t ? { f (z ) -z] +
I ' 2 ( |F(z)| i -l)±

lzl4 +l ,
“ T T  ",?>•( l z |  - i ) ‘
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3. Niech | 3, ̂  będzie dowolnya cięgien liczb zespolonych takin, te

lim9up|>n | 1̂ n <  1. Na nocy twierdzenia TSplltza istnieje funkcjonał LtH' (u)
n--~
taki, źe l (z ) « dla n - 1,2,... oraz L(l) * O. Przyjnujęc ozna
czenia

t ,n«0

l o g l ± i £ M S .  ' y '  bl n ( F , F ) z V
f e t

orez korzystajęc z twierdzenia 4 otrzymujeay, dla dowolnej funkcji FeS^ 

następujęcę nierówność:

(2 )

Re J Z  (8» n (F^ « \ .  + b« n (F'F> V n H ^  ~ ^ T
m,n*l J n»i

Ola funkcji realizującej maksinun funkcjonału zachodzę związki

CX?

I ] am o (F)An ■ 0

gdy n* 2 k , k - 1,2,..

m*l

Z > . n < F>A a ł b, n (F 'FX >  *
n«l 23,

gdy n»2k-l, k = 1,2,...
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HEPABEHCTBA EPyHCKOEO -  HBXOEAETO CAHOJIHCTHHX HBMfiTHHX 

H OUPAHM'iEHHUX «yH K IU ll

P e 3 jo M  e

B padoie paccuaTpHBawcjL o^HOJiHCTHue HewerHua x orpaHHweHHtie <fiyhkujih. 
npu noMoqH BapHaujcOHHiDC $opuyj! ^oKasuaaxicA HepaseHCTBa rpyHCKoro-Hexopae- 
ro 2A &  M a c c a  tfiyHKnaf,

GRUNSKY-NEHARI INEQUALITIES FOR THE CLASS OF UNIVALENT,

ODD AND BOUNDED FUNCTIONS

S u m m a r y

Tha class of univalent, odd and bounded functions Is considered. Grun- 

sky-Nehari Inequalities for this class are derived using variational for

mulas.


