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Streszczenie. W pracy udowodniono, że warunki (i) 1 (iI) znale
zione przez Ż. Zahorskiego, które w pełni charakteryzuję zbiory oso
bliwości Pringeheiaa i Cauchy'ego dla funkcji jednej zmiennej, sę w 
klasie funkcji wielu zmiennych, nie majęcych osobliwości Cauchy'ego 
wystarczajęce. Konieczność tych warunków Jest dowiedziona [3], Me
toda konstrukcji potrzebnej funkcji, oparta na rezultacacn pracy 
[6], nie korzysta z wyniku Zahorskiego (dla osi liczbowej), obejmu
je analogiczny wynik Zahorskiego i me szansę być wykorzystana do 
konstrukcji ogólnej, tj. do dowodu wystarczalności warunków (i) 1 
(li), gdy oba zbiory P i C sę niepuate. Ponadto w pracy pokaza
no, że domkniętość obu zbiorów P i C leżęcych w Em , ich roz- 
łęczność i nigdzie gęstość zbioru C wystarcza do tego, by istnia
ła funkcja H(x1(...,x.) klasy C w Em mejęca w P osobliwości 
Pringsheima, w C osobliwości Cauchy'ego i taka, że punkty lażęce 
poza sumę P U C  sę dla niej regularne.

WSTĘP

Niech E* będzie przestrzenlę Euklidesa m wymlarowę. F(x), gdzie 
x ■ (xj,x2 ,... .x^) niech będzie funkcję m zmiennych rzeczywistych kla
sy C*“ w e". Ola funkcji F(x) można w każdym punkcie x « E* napisać 
Jaj szereg Taylora

- Fix x ) * V -1 1 \  nl '»nF(x1 .--- ^
( I' "' ’ m) + 2_< nT/ .t. It„!...t I t, t hl '' m '

^  i« '' '® "*1 m

gdzie sumowanie w drugiej sumls rozcięga się na wszystkie możliwe układy
nieujemnych liczb całkowitych tj, ,t2  tB , spełniajęcych warunek t^ +
♦ t2 ♦ ... ♦ t ■ n. Jeżeli x Jest ustalonym punktem przestrzeni e", to 
możliwe sę naetępujęce trzy przypadki:

A. Istnieje liczba R(x) O taka, że dla | hj <  R(x) , 1» i,2,...,a, 
szereg (#) Jest bezwzględnie zbieżny i iatnieje liczba ó (x) e (o,r(x)> 
taka, że Tpixj,... ,xB .hj,... .h^) » FfXj+hj,... .x^+h^) die ( h±j
1 • l,....m. W tym przypadku punkt x nazywamy punktem regularnym dla 
funkcji f (x ).

B. Istnieją liczba r(x) > 0  taka, że dla | hj <  R(x) , 1 - 1,...,■, 
szereg (*) jest bezwzględnie zbieżny ale nie istnieje liczba (5 (x), o któ
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rej mowa w punkcie A, to znaczy w każdej kuli otwartej, o środku w punk
cie x, hnajdzie się punkt (x1 + h'1  xm+hm^ taki, że

TF(x1  Xm'hl  hm ) * F<xi+hi  xm+hm )-

W tym przypadku punkt x nazywa się punktem osobliwym (c) Cauchy'ego.
C. Nie istnieje liczba R(x) , o której mowa w punktach A i B. W tym 

przypadku punkt x nazywa się punktem osobliwym (p) Pringsheima - Du Boie 
Raymonda.

Wiadomo [l], że na to, by punkt x był dla funkcji F(x) osobliwy w 
sensie (p) potrzeba i wystarcza, by

T L \  1 T| ®nF(
*<x) = limsup V n T ^  t. ! t„I.. t'~l " T T

n-*-oo X nł ^ 1

•xm>

« x ^  ... i)x„

--- = + oo ,

gdzie sumowanie rozciąga się na wszystkie układy nieujemnych liczb całko
witych tlt...,tm , których suma równa Jest n.

2. Zahorski udowodnił [2], że na to, by zbiór Pc E1 był dla funkcji 
klasy C°° jednej zmiennej zbiorem wszystkich Jej punktów osobliwych (p), 
a zbiór C c E 1 , zbiorem wszystkich jej punktów osobliwych (C) , potrzeba 
i wystarcza, by

(i) P był klasy G, C był klasy F^ pierwszej kategorii,
(i i ) p u c  •= p u c , p n c  = $ .

Dowód jest długi i trudny, a ponadto nie da się przenieść na przypadek 
wielowymiarowy. Powody, dla których tak jest sę opisane w [5]. Wiadomo [3], 
że warunki (i) i (li) sę konieczne również dla funkcji klasy C°° wielu 
zmiennych, a w przypadku gdy P jest zbiorem pustym również wystarczaję- 
ce. W pracach [4] i [5] L. Meres udowodnił, że warunki (i) i (li) s ę , w 
przypadku m = 2, wystarczające gdy C jest zbiorem pustym. Pełna cha
rakteryzacja pary zbiorów P i C nie jest dotęd znana, nawet dla m « 2 ,  
to znaczy nie wiemy, czy warunki (i) i (II) sę dla ra Ss 2 wystarczajęce 
(gdy oba zbiory P i C sę niepuste).

W tej pracy udowodnimy, że dla każdego zbioru domkniętego P <= Em ist
nieje funkcja F(x1 ,... ,xm ) klasy C <~ w Em , dla której każdy punkt
(xx , ,xB ) P jest osobliwy (p), a każdy punkt (xA  xB )e Em-P jest
dla tej funkcji regularny, to znaczy, że warunki (i) i (ilf sę wystarcza-
Jęce w Em , gdy C Jest zbiorem pustym. Inaczej mówiąc, domkniętość w Em
stanowi pełną charakteryzację zbioru osobliwości typu (p) w klasie funk
cji nie mających osobliwości typu Cauchy’ego. Metoda konstrukcji potrze
bnej funkcji jest uogólnieniem metody opisanej w [4] i [5]. Arwlogiczny 
wynik Zahorskiego (na osi liczbowej) otrzymuje się z tej metody jako przy
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padek szczególny, ponadto ma ona szansę być wykorzystana do konstrukcji 
ogólnej (gdy oba zbiory P i C sę nlepuste).

1. Niech dany będzie nlepusty zbiór domknięty P c Em . Niech

^1 * ̂ 2 ’* * * * Kn * * ■ * (1)

będzie zdefiniowany w pracy [6] cięgiem kostek domkniętych, o równoleg
łych do osi współrzędnych krawędziach długości 21n< l ,  (21n — 0, gdy
n —  . Każdy punkt zbioru P należy do nieskończenie wielu K . Punkt. U 
'aln ,a2n • •* * ,amn^ niach będzie środkiem kostki Kn. Weźmy pod uwagę do
wolny cięg | Mn| liczb rzeczywistych ^  1 i połóżmy

rn - 20n , Cn • (m"/1") . 102n+1,

( 2 )

Bn - ( M ^ / l * / 2 ) . 10". L„ - 1„ ♦ lm/ 2 .

Rozważmy następnie, zdefiniowany w [6] cięg funkcji

m

fn^xl* *" ,xiJ “ ^Mn^Cn J~1 ̂ U ^xj_aj n ,Bn'Ln^co*Cn^xj'aj n ^  ^
3* 1

i zbudujmy rodzinę funkcji

OO

F(xl  x» } fn (xl ..... x«>*
n«l

Funkcja u(») Jest tę sarnę funkcję, której własności przedyskutowano w 
[6], (h„ - l ^ 2 «  ln ).

Oznaczmy Jeszcze

a - l  - (2e“100/100T/ap) , b - 2a_20/\£o?.

Lemat 1

Oeżeli
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to w każdy« punkcie x ■ (X.,... ,xm ) e «k spełnione sę nierówności 

4mr.+p, + p2+...+p
® V X1 ..... V

'5x,
4r,łPi 4rk+P2 ^

t>x„ .. .«)x.

. Pl+P2+ -*-+Pn
> M k*Ck n ( | c o . (P^ C k (xr .Jk)| a - b), 

J-l

(5)

gdzie

cos 3 Ck (xr ajk)

coeCk (xj-a;jk) dla Pj * 0

-alnCk(xj-aJk) dla p^ - i.

(Nierówności typu (5) Jest 2* - tyła bowie« jest Możliwych układów

P l * " * ' P « ’ n liC2b. z których każda może przyjmować wartość O lub l).

Powód i

Zauważmy najpierw, ża dla każdego naturalnego k >  2 jast

(2 ♦ -nr-)ln<4.20k+l) + 41nl ,3 + i < 5 k ,
20

co łatwo sprawdzić metodę indukcji. Mnożęc tę nierówność obustronnie przez 
20k , otrzymamy

(a) (2.20k+l)ln(4.st0k+l) + 4.20k.lnl,3-102k<  - 20k , dla k 3e 2.

Jeżeli x » (x j  xm ) e Kk< to dla każdego J« j 1,2,...,mj

_1k <  xj“*jk ** V

czyli

naay

(xj - j k) * < - i k *1k >  ■ < -Lk+hk*Lk-hk >  * (Lk‘1k+hk’1k+1k/Z) •

j * 1 »2 f, , , |io(



O pewnych osobliwych. 53

Wobec tego, zgodnie z nierówności« (9), [ö], Jest

u (xj-8jk ,0k .Lk) >  1 - (2/^TBkhk)exp(-Bkh^) =

* 1 - (2/Mk/2^if.l0k)exp(-Mj.l02k) >  1 - (2/V*. IO2 ) exp (-102 '1 . i) > a,

(Mk 1),

A więc

(b) ^  ® • J * 1,,,. ,w,

Z tego, że xe Kk wynika, że spełnione sę nierówności

(c) |XJ-8Jk 1  Lk| > X k/ 2 ' J - 1 .....

Nierówności (c) łatwo uzasadnia się nie wprost. Gdyby mianowicie dla któ
regoś J nierówność (c) była fałszywa, to mielibyśmy

< / 2 <  V ajk * Lk <  xk/2 lub -xk/ 2 <  xj-°jk-Lk <  xk/2-

W pierwszym przypadku « j - a ^ c  -Lk * l"/2 = -lk . czyli x j Kk , wbrew za
łożeniu. W drugim przypadku Jest Xj-ajk >  Lk - lk/2 «= lk , czyli x i Kfc -
wbrew założeniu.

Ze wzoru (l3), [öj, w którym tj = 4rk ♦ p^, otrzymujemy

4mrk+p +p +...+p

®  fkU l ..... xm>
+ 4rir+Po śr. + ■

® x 1 ^ X g  k p

 ̂ P ( 4r ♦p )
- <  n (CkJcos rk+Pj Ck ^ J - aJk> • U< V aJk'3k'Lk> + EJ.4rk+p > ■

J *1 X j

■ Mk n (CkJc08 Pj Ck (xJ-aJk) • U < V 8jk-0k'Lk> + Ei.4rk*p ).
J ”1 K J

Przypominamy, że Pj = O lub 1, czyli Ej . Ej ^  lub Ej

Zgodnie z nierównościami (l3a), [6], dla t - 4r’+l, Jest
J *
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(d) | Ej .4 V 1 | *  (Bk (4rk+1> '/ ^( 2rk) , ^ )  .

4 r
• ( ( W 20k l xj - a j k +Lk P  k -exP ( - B k (x r a J k +Lk ) 2 )  +

B. ( 4 r , + l ) !  B. B? 4 r .  .  ,
" ' T2rkTI'" ((l + * 2(^lXj"aJk+Lk| ) •BXp(-Bk (xj-ajk+Lk ) ) *

B 4 r
+ (l + ^  + 2^ | xJ-ajk-Lk P  rk-exp(-Bk (xj-ajk-Lk)2)) °2n- EJ.4rk*l-

Z t e j  samej n ie r ó w n o ś c i  ( l 3 a ) , [ 6 ] ,  d i s  t j  « 4 r k> d o s t a j e  s i ę

[4r.-l] B. B2 4r.-l
— 5— J ,c k>-.( <1 + c j  + 2C“ lxJ _aJk+Lk P

8. B? 4r.-1
.exp(-Bk(xj-ajk+Lk)2) ♦ (1+CŁ + 2 ^ j x r .Jk-Lk |) k .expi-B2 ^ - . . , ^ ) 2))

”J ,4 r k ”

Ponieważ «_n-J ni- rośnie ze wzrostem n.

m

(l * Bk ♦ 2B k lx s ±L n 4 V ‘ , Bk * 2B k lx a ±L n 4r,t
^k Cfcl i' J k - h c P  ^ r j ^ j k - S P  •

więc widoczne Jest, Ze 

^  Ej •4rk <  ^k ’ Ej ,4rk+1*

Oszacujemy teraz od góry wyrażenia | 4 r  + 1 J i | Ej 4r |. 

Oczywiście, wobec (d) i (e) , wystarczy oszacować od góry wyrażenie

EJ.4rt+l-
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Bk Bk 2Oznaczny: p » 1 + q » 2^-, c » 4rfcf d « Bk 1 rozważny funkcję do

datni*

g(t) - (p+qt)c .axp(-dt2 ) , t >  O.

Funkcja g(t) aa aaksiaua absolutna dla

1

i
- 5

jB/2

^  1k/ 2 * (b0 Mk ^ l}'
Mk

Funkcja g(t) naleje dla t > t 0 , więc dla t>lJJ/2 jest g(t)^g(lj/2). 
Dzięki temu i nierównościom (c), możemy napisać, źe

2B 0 Ar

(1 + c j j  + 2C ^ l x j - a j k ± L k l >  k ' e x P ( - B k ( x j - e j k ± L k ) 2 ) <

-ś(l + ęji ♦ 2 ^ / 2) k.exp(-B2 (l£/2)2 ) -

,a/2 oin/2 .
. . k . *Ak \4. 20 „n „ 2ki _
‘ U  + m» A  1f.k+l + — H r ’ .«xp(-Mk.10 ) <

Mk *10

<  (l + - K  * 2.10-1)4 -2olC.axp(-102k) <  (i.3)4 *2°k.e-1°2 k ,
1CT

(Mk >  1 , lk <  1 ).

Z tego oszacowania i nierówności (a) wynika, że

2Bk (4rk+1> l,J * \ 4.20k . -102k
EJ,4 rk+l < - ^ r ( 2 r k )l (1'3)

2<ff2 (4 .«0k+l)l Qk 102k
i </ l \ i • 3) .«
Vl0*(2.20K) !
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-4=^ C. (2.20k+l)(2.20k+2)... (4.20k+l)(l,3)4 -20 .a“ 10 
V1CW K

(4.20k+l)2 -2°k+1(l.3)4 -2°k.e-lo2k -
n o *

2Ck e (2. 20k+l) ln(4.20k+l) + 4. 20klnl ,3 - 102k <  2Ck

Y i o *

-C (2e"20/VlO?)Ck « Ck.b.

A więc

-J .4 r„ + 1 < C k.b i, wobec (e) , |Ej ,4r I b‘

W rezultacie

(f) |Ej .4rk+Pj
< b . C p ,  (pj ■ O ■ lub l) , j » 1.2 m.

Ponieważ |ab+c | >  |a|| b| , więc dzięki (#) , nierównościom (b) i (f),
założeniu 3, możemy, po uwzględnieniu wielkości liczb a i b, napleać

4mrk+Pi+P2+..-+pm
fk^xl .....

HI p (p )
>  M ™ ^ ( C k J |c°e 3 ck (xJ-a;jk)|u(xj-a3 k ,Bk .Lk) - | Ej 4 | ) >

d-1 J

> Mk P ]  (CkJ | C0* ( P ; | ) c k ( x j - a J ki |  • «  -  b*Ck ^  ■
J “1

■ m
Pi

Mk \~[C k n ( lCO* J Ck(xJ-aJk>l -• - b>
j-1 J-l

Mm _Pl+P2+ - " +P« 
M k'Ck

m (p j

{”"] (| co* 3 Ck (xj— jk>l - b)
c.b.d.u.
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Leaat 2

n r

liczb rzeczywistych » 1 , istnieją clęgDla kszdego cięgu |An|>
liczb rzeczywistych Mn >  1 taki. Za w każdy® punkcie x -

xB ) « Kn , funkcja .....xB ) określona wzoranl (3) - (4), spełnia dla
n a  2 przynajmniej Jednę z 2* następujących nierówności

■4»rn*Pi+P2*...+P11
® "  *  ‘  " F i * ! ...................* „ )

««■„♦p. ^ r_+p
® x t " % x 2 ,^ 2 ...ó

4rn + P,n
> A n , Pj c jo. l|. J - i , 2 ____ ,a. (6 )

Dowód s

Połóżay “ 1. ZałóZny Indukcyjnie, Ze nany JuZ określone liczby

V M2  Mk-1 ’

wszystkie 3® 1. Wtedy, zgodnie z oznaczenlaal (2), znane sę liczby

,C.C1*C2 ' 'k-l

b i ,b 2 , k-l'

a tya sanyn znane aę funkcje całkowite

fji*) »f2 (*) ,fk - l ^ (#)

szeregu (4). (l # - 1, + l"/ 2 . r# - 20®, a - 1,2..... k-l).
Pokażemy, Ze wtedy aoZna wskazać wyraz następny >  1, szukanego clę- 

9“ 1 M„]. Ponieważ wezyetkie funkcje (#) aę klasy C “° i kostka Kk Jest 
doaknięta, więc istnieje 1 jset skończona każda z 2* liczb postaci

k ,(pj,P2 •. ,Pgj) X€K,

k-l ' ■ V Pł*P2 *...+p,

gdzie pJ* {°* X}' j m 1 #2 |, , , fil.
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Niech

O.
(P1 . P Î “...P.>{V ( P 1'P* ..... Pw)}' H “ (2- - b)"'

iz

gdzie a i b sę liczbami zdefiniowanymi przed lematem i. Oczywiście, 
H >  1. Połóżmy

Mk » Ak + 0k + 1)H > 1 .

Zgodnie z twierdzeniem i, [ó], Jest

t,+t0+...+t_ . b_, t,+t,+...+t
a 1 2........" f ( x x .......x B ) 2  ”  ■ f i ( x 1 ,... . x j

*1 *7 *7 * *1 *2 *7 +
© x 11ax22 ...ex0"' i-i © x ^ B x ^ . ^ a x , , "

t.+t„+...+t y ““ 1 t +t„+...+t
® fk (xl ' " * ' xm ) > » fi(xl ..... xa )

+ _  +   t t- t” '
î)Xj ®x2 .. .Bx^ i=k+l B x j ^ X g  ... t)xB

(7)

Nie przeszkadza przy tym, że dokładnie określone (ustalone) sę tylko funk
cje fj(x),f2 (x) .... ,fk (x), zaś f# (x) dla s > k ,  zależę od wolnego pa
rametru Mg , bo twierdzenie 1, []b] daje taki rozkład niezależnie od Mg , 
pod warunkiem, że Mg > 1 ,  co i w czasie indukcyjnego uetalania liczb Mk 
ma miejsce. Z tego samego powodu, zgodnie z twierdzeniem 2, [6], w każdym 
punkcie x e e" ostatni składnik (7) (po zamianie wskaźnika sumowania 1 
na k+j) aa oszacowanie

l

Ł
i«k+l

t.+t„+..,+t-, i z m
f1(x1 ....,xm)

t.. t
B x ^ B x g 2 ... Bx^

i. (8 )

dla każdego układu liczb tj - 4rk + Pj - Pj « jo, ij , j «1,2,__,m.
Ponieważ |a+b+c| S* |b| - |a| - |c|, więc z (7) i (8) wynika nierówność

t.+t_+...+t 
B 1 mF(x1 .....xn )

t. + t_+__ +t
®  fk^xl "  - - 'xm^

*1
B x 11c)x2z ... ï x mm Bx, t)x2 ... B x /

- P k -  i ( 9 )

słuszna w całej przestrzeli e " dla każdego układu liczb
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Zauważmy teraz, ż e : (w) dla każdego punktu x = (x^,... ,xm )e Em . musi być
spełniony przynajmniej Jeden z następujących 2m układów po m nierówno
ści (niezależnie od tego, jakie wartości przyjmuję parametry Ck i a |̂<' 
1 = 1, 2  m) :

(u1 )|cos(Pl'l)Ck(x1 -alk)| ^  L . ..... |cos(Pm'l)Ck (xm-amk)| 3- k-.

. (p- _) , , . (p ,) . .
(u2 ) | cos 1>2 Ck(X;l-alk)| ^  k . ..... |cos . Ck(xm-amk)|

I (p1 51") I 1 I , I 1
(u2m)|cos ' Ck (Xl-alk)| >  — .... | cos ' Ck (xm-amk)| >  — .

gdzie p, , = 0 lub 1 , j = l,2 ,...,m, i = 1 , 2 .....2m.J
Fakt ten można uzasadnić indukcyjnie względem wymiaru przestrzeni. Fakt
ten Jest oczywisty, gdy m = l). Ponieważ

/ P m + l . l 5 ( _ +
k m+1 m+l,k

c08Ck (xm+l-8m+l,k) - gdy pm+l,l “ 0 

-sinCk (x»+r am+l,k) ' gdy pm+1 , 1  “ *'

1 " 1 ' 2 .....2m+1 oraz (-8inCk (xm+r 8m+l.k))2+(co8Ck (xm+l-am+l,k) ) 2 = ł'

więc

1-sinC. (x ,-a . . )| >. —  lub I cosC, (x_ ,-a„ , . )l >  — .| k m+1 m+l,k | yjT I m+l,k |

Gdy x = ^xi • • • • ,xm ’xm+ 1  ̂ 6 E,"+ ' t0 mamY 2 + interesujących nas ukła
dów postaci
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(i1)|...<’»-l)ck(.1..ll,)| >  ij |=«-<P"-l)ck(-«-»k) Y2

I “8inCk(x*+l-ani+l ,k) |

(p* om ) I 1 l 'Pm /
(u2») | C O S  1 ’2 Ck(x^-»lk)| ^  — ......| cos ' Ck(xm amljl » V2

| ”sinCk(xm+l”ai«+l ,k̂ l

Oeżeli spełniony jest układ (ur) . ls£rsS2m , to spełniony jest też układ
(u[.) lub (ujl) , to znaczy, z prawdziwości (w) w przestrzeni Em , wynika
prawdziwość (w) w przestrzeni Em+ .̂ Tak więc (w) na miejsce w każdej prze
strzeni Em . Niech x e K fc. Powiedzmy, że w punkcie x spełnione sę nie
równości (ur), K r « 2  . to znaczy jest

|cos(Pi ’r)Ck (xJ-aJk)| >  Pj,r ‘ {°, l} • 3 = 1-*.....

Oznaczając r * i kładęc = ^ rk+^j'  ̂ dostajemy,
dzięki nierównościom (5), oszacowanie następujęce

4 « V P 1+p2+...+p
® Vxi.....V
dx.4rk+% x4rk+p2 4rk+pm

Mm P i * P 2 * - - * P .  
>  Mk'Ck

(S- - b)m
V ?

P1 p2 Pm_l ^  A k+Ok+l, (bo Ck > l .  p1 + p2+... + Pm > 0 ) .= (Ak+Ok+l).H.Ck

W takim razie z nierówności (9) wynika, że 

4mrk+p1+p2+ , . ,+p|

4r.+p 4r. +p
"F(X l  x j

ć>x T  k
k ^ 2 ... Bx,

> A k + ak + 1 " 3k " 1 V

W ten sposób zakończyliśmy dowód lematu.

Twierdzenie

Dla każdego zbioru domkniętego P c  E * , istnieje funkcja 

F(x) = F( x 1 .x 2  xm )
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taka, że

(a ) F ^  xm ) Jest klasy C ~  w e".

(B) Każdy punkt x « (xj.... xB )e E"_p Joat dla funkcji F(x) regularny.

(C) Każdy punkt x - (xŁ .... xm)e P Jest dla funkcji F(x) osobliwy w
sensie Pringshelma-Du Bois Raymonda.

Dowód:

Beżeli P Jest zbiorem pustyń, to funkcja f (x 1>...,x||)) * O spełnia 
wymagane warunki. Załóżmy, że P Jest niepusty. Weźmy pod uwagę odpowia
dający zbiorowi P cięg kostek (l). Niech F(x1 ,...,xm) będzie funkcję 
określonę wzorami (3) - (4), gdzie parametry Cn , Bn , Ln dane sę wzorami

(2), rn ■ 20°. Cięg {Mn}> M n >  1 ’ nlech będzie dobrana zgodnie z le
matem 2, w którym An • n . nt. Spełnione sę wówczas założenia wszystkich, 
udowodnionych w [6j lematów i twierdzeń 1 i 3, z których wynikaję (a) 1
(b ). Oeżeli x e  P, to x należy do nieskończenie wielu kostek Kn cięgu 
(l) , więc dla nieskończenie wielu n zachodzi, zgodnie z lematem 2, 
przynajmniej Jedna z nierówności (6). Oznacza to, ża istnieje podcięg

.....xm>
ti >  0, V ' ” +tm * "k0 «  nk

i)xl1*-'0xm"
i«l.... ,m

(nk » 4mrk lub 4nrk+l lub 4nrk+2 lub ..

nk—  + »o ) cięgu

. lub 4mrk+m, rk « 20 ,

» nF(x1 .... x# )
max t. t t± 0, t1+...+tm ■ n

0 as tA ss n 
1«1.... m V -  xm"

taki, ża

max
0 «  t± <  nk 
i»l, •..,m

C) kF(x1 .. f xB )

« X * 1 d x * mi tn

> A
n.

(nk) k (nk)l.
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W takln razie

Ä (x) n ! B"F<X1 .....xn>
* * ta1 - - * tm i *1 tm

9 x l

llmsup \ — r . max
n— ~  \jnr o t ^  n

1*1 * t••, n

* ^ * 1  xn>

*  £ ~ p i k r r  ■ o <  ¡ £  nt
¿■i 000a i®

>  ki” up 7 T1i TT(n!t> k'(nk)l ' k-lnk * + ~  ’

gdzla »Minowania rozcięga się na wszystkie układy tŁ ,t2 ,... ,t nieujen-
nych liczb całkowitych, dajęcych w sunie n.
Tak więc x Jest dla funkcji F(x) osobliwy w sensie (p^. co z uwagi na 
dowolność x c p  daje warunek (c) i kończy dowód twierdzenia.

Wniosek

Ola każdych dwóch zbiorów P I C  leżęcych w £a takich, że

1° P jest donknięty, C jest donknięty nlgdziegęsty,
2° P n c » ®

istnieje funkcja H(xi ,...,xB) taka, że

1) H(x), x » (xŁ  xB ) , Jest klasy C ~  w E®.
2) Każdy punkt zbioru C Jest dla h(x) osobliwy (c).
3) Każdy punkt zbioru P jest dla h (x ) osobliwy (p),
4) Każdy punkt zbioru E® - (PuC) Jest dla h (x ) regularny.

Dowód!

Niech F(x) będzie funkcję klasy C<”  w E ™ , holonorficznę poza zbio
rem P i aajęcę w każdym punkcie zbioru P osobliwość (p).Istnienie tej 
funkcji wynika z udowodnionego wyżej twierdzenia (holomorficzność wynika 
z tw. 3, [6]). G(x) niech będzie funkcję klasy C “  w E®, holonorf icz
nę poza zbioren C, różn( od zera w E®-C, równę zaru w C, majęcę w 
zbiorze C wszystkie pochodne częstkowe równe zeru i najęcę w każdy« pun
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kcie zbioru C osobliwość typu (c). Istnienie tej funkcji jest pokazane 

w [3]. Niech

Tp * Tp(x^**>* > xm , Tg * Tq (x ^ m «> i x^ ^

będę szeregami Taylora odpowiednio dla f (x ) i dla g (x ). Funkcja

def
h (x ) - F(x) + G(x)

spełnia postawione w tezie wniosku warunki, 

l) - oczywisty.
Jeżeli x e C , to szereg Taylora die H pokrywa alę z azereglea Taylora 
dla F. Ponadto z 2° wynika, że P, więc x Jeat regularny dla F. Oz
nacza to, że istnieje otoczenie punktu x, w którym

T p ^ . . . .  •x„.h1 .... hm ) - F(xj+hj,... ,Xjj+h^) ,

czyli

tH (x1  xm ,hl  hm> ■ P(*1+h1 .....X^h,,) t F(x1+h1 ..... x^h,,) +

+ Gixj+hj,....x^+h^) » Hixj+hj xm+hm^'

*
bo w każdym otoczeniu punktu x e C leżę punkty  ̂ C (bo C Jeat nig- 
dziegęsty), a poza C funkcja G Jeat różna od zera. Istnieje więc oto
czenie punktu x e C, w którym azareg Taylora TH (x^,... ,xB ,h^,... ,hB ) dla 
funkcji H Jest bezwzględnie zbieżny, ale nie do Hixj+hj,...,xB+hB ), co 
kończy dowód 2).
Niech x s P. Pokażemy, że nie iatnieje otoczenie punktu x, w którym sze
reg Th (x ł  x«*hi • • • • • )  byłby bezwzględnie zbieżny. Powiedzmy, że to
nieprawda. Niech szereg TH będzie zbieżny bezwzględnie w pewnym otocze
niu punktu x o promieniu RH >  O. Ponieważ x f C, więc szereg Tg Jest 
bezwzględnie zbieżny w pewnym otoczeniu punktu x o promieniu RQ >  0. 
W takim razie szereg Taylora

T F * t h - TG

die funkcji F Jest zbieżny bezwzględnie co najmniej w otoczeniu punktu 
x o promieniu R » mln(RH ,Rę) > 0 ,  a to przeczy temu, że punkt x e P 

Jeat dla funkcji F osobliwy w sensie (p). Sprzeczność kończy dowód 3). 
Jeżeli x e e" - (P C), to x « P i x ^ C, więc w punkcie x holomor
ficzne sę obie funkcje F i G, a więc i ich suma h(x). Kończy to dowód
4) i wnioski.
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O HEKOTOPHX OOOEBHHHX MHOEOHEPBMBHHHX W M U W Z  U P M M B fa U i-M E V A  

EBflMOiySA

f f  • s ®  u e

B  xasKoft paCore noxaeaxo, v t o  y o a cs **  ( i )  1  ( I I )  xotxesxue 3 . Sarop-
qxbkh r Kosopue E noaae zapasu! epsrayx® im oxeoiBa ocoOaKHoerrsfl npxxraeMa 3 
Kon* fjuL e^HOnepeueKsoź ifiyssqsz, s luiacce iJyKsiyfl MHoronepeMeaHHx, xe m e-  
miQU ocodexHOCiet K o m i jłbjix k s -u l  zociato^Hhm *. HeoSxoxmoosb axxx ycxoBHÍ 
AOKaauBaeTox b [3], Msioxaica. no iy< taiM  xyxjioa iJyxKnxx, ocEOBaHKap xa pe3yXL~ 
I a t  ax pafiOTH [6] „ xe eccoaksye i yttaaejtaa 3 or opox oro (xx*. 7Hcaoio* npm o#) 
a. xaBoaasyex axaaorneeskhí peayabxax 3a r opoKoro st x k m t  Mxorc xaxcoa Sai» 
aoBoxbaoBaxa xas uoxyxsHxa ofiąafe Boxaipyxuxx i . e .  Cash  san eá is  osexxoí xxa 
XOxasasexbciBe x oe i& io w o cx x  ycaoBxt ( l )  x ( 11) b oaym e xorxa usoxeciBa P 
x C. se n ycm a . Kpoxe ax oro b p&Soie noxaaaso, <»0 xcoatxyz octb odexx wso- 
x e c iB  P x C npxxaxxexMpx E “ , xx aenepeosKaexoaxb a aCzaxsr^xx xxrx* 
naot hooted xnoxecxBa C xooiaxomu xaa i  o ro , <nodx cyxeoxaoBaae  (byxxqxx 
H Íx _ , . . .  ,xw) xaacos. C ~  a B?4 xMex«ae a  P aaotoxsa ripEnnm a, a  0 
i is o tc iB a  Kcae x sasaa» xxo nymKiH aeaaąae. aae  P u  0 XMaaoxca nax. nee 
peryaxpxae.
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SOME SINGULAR PRINGSHEIM-DUBOIS-REYMONQ FUNCTIONS OF MANY VARIABLES 

S u m m e r y

Zahorski conditions I and II for singular Pringshaim's and Cauchy's 
sets for single variable functions are proved to bo sufficient for multi- 
variable functions without singularities. Necessity of these conditions 
has been proved in [3]. A method of construction of the needed function 
based on the results of [6] does not use the results of Zahorski and gi
ves a chance of a general construction i.e. the prove of sufficiency of 
conditions I and II for nonempty P and C sets. Closiness of P and C 
in Em , their separation and neverdensity of C is sufficient for the e-
xistence of a function h(x1  x^) from the class C ~  in E* with the
Pringsheim's singularities in P, Cauchy'ssingularity in C and regular 
points outside P U C.


