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0 PEWNYCH OSOBLIWYCH PRINGSHEIMA-DU BOIS REYMONDA
FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH

Streszczenie. W pracy udowodniono, ze warunki (i) 1 (il) znale-
zione przez Z. Zahorskiego, ktére w pedni charakteryzuje zbiory oso-
bliwosci Pringeheiaa i Cauchy"ego dla funkcji jednej zmiennej, se w
klasie funkcji wielu zmiennych, nie majecych osobliwosci Cauchy"ego
wystarczajece. Konieczno$¢ tych warunkéw Jest dowiedziona [3], Me-
toda konstrukcji potrzebnej funkcji, oparta na rezultacacn pracy
[6]1, nie korzysta z wyniku Zahorskiego (dla osi liczbowej), obejmu-
je analogiczny wynik Zahorskiego i me szanse by¢ wykorzystana do
konstrukcji ogoélnej, tj. do dowodu wystarczalnosci warunkéw (i) 1
(li), gdy oba zbiory P i C se niepuate. Ponadto w pracy pokaza-
no, ze domknieto$¢ obu zbioréw P i C lezecych w Em, ich roz-
+ecznos¢ i nigdzie gesto$¢ zbioru C wystarcza do tego, by istnia-
+a funkcja H(x1(...,x.) klasy C w Em mejeca w P osobliwosci
Pringsheima, w C osobliwosci Cauchy"ego i taka, ze punkty lazece
poza sume PUC se dla niej regularne.

WSTEP
Niech E* bedzie przestrzenle Euklidesa m wymlarowe. F(x), gdzie
x m (Xj,X2,... .x") niech bedzie funkcje m zmiennych rzeczywistych kla-

sy C*w e". Ola funkcji F(x) mozna w kazdym punkcie X « E* napisac
Jaj szereg Taylora

- Fix Xx)*V 11N\ nl "NF(X1.--- n
(1" "m +2.< nT/ t.It,'...t 1 t, t hl " m *
n i«i"@"*m

gdzie sumowanie w drugiej sumls rozciega sie na wszystkie mozliwe uktady
nieujemnych liczb catkowitych 4, ,t2 tB, spetniajecych warunek t~ +
¢ t2 ¢ ... ¢ t mn. Jezeli x Jest ustalonym punktem przestrzeni e", to
mozliwe se naetepujece trzy przypadki:

A. Istnieje liczba R(X) 0 taka, ze dla |hj < R(X), 1» i,2,...,a,
szereg (#) Jest bezwzglednie zbiezny i iatnieje liczbha ¢ X) e (o,r(x)>
taka, ze Tpixj,... ,xB.hj,... .h") » FFXj+hj,... .x+h?) die (htj
1 e 1,....m. W tym przypadku punkt x nazywamy punktem regularnym dla
funkcji  f(x)-

B. Istniejg liczba r(x) >0 taka, ze dla |hj < R, 1 -1,...,m,
szereg (*) jest bezwzglednie zbiezny ale nie istnieje liczba 6(x), o kto-
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rej mowa w punkcie A, to znaczy w kazdej kuli otwartej, o Srodku w punk-
cie x, hnajdzie sie punkt (x1+hl xm+hm™  taki, ze

TF(x1 Xm*hl hm) * F<xi+hi xm+hm) -

W tym przypadku punkt x nazywa sie punktem osobliwym (C) Cauchy"ego.

C. Nie istnieje liczba R(x) , o ktérej mowa w punktach A i B. W tym

przypadku punkt x nazywa sie punktem osobliwym (p) Pringsheima - Du Boie
Raymonda.

Wiadomo [1], ze na to, by punkt x byt dla funkcji F(x) osobliwy w
sensie (p) potrzeba i wystarcza, by

TL \ 1 Tl ®nF( xm> 00
*< = li VnT™ t_ e, .. t°~1 " TT - §
x) = lgsyp Vin % oA i,

gdzie sumowanie rozcigga sie na wszystkie uktady nieujemnych liczb catko-
witych tlt...,tm, ktéorych suma roéwna Jest n.

2. Zahorski udowodnit [2], ze na to, by zbiér Pc E1 byt dla funkcji
klasy C°° jednej zmiennej zbiorem wszystkich Jej punktéw osobliwych (p),
a zbior CcE1l, zbiorem wszystkich jej punktéw osobliwych (C) , potrzeba
i wystarcza, by

(1) P byt klasy G, C byt klasy F* pierwszej kategorii,
ii puc <puc, nc =%.
p $

Dowéd jest ddugi i trudny, a ponadto nie da sie przeniesc¢ na przypadek
wielowymiarowy. Powody, dla ktérych tak jest se opisane w [5]. Wiadomo [3],
ze warunki (i) i (Ii) se konieczne réwniez dla funkcji Kklasy Cce° wielu
zmiennych, a w przypadku gdy P jest zbiorem pustym réwniez wystarczaje-
ce. W pracach [4] i [5] L. Meres udowodnit, ze warunki (i) i (li) se, w
przypadku m = 2, wystarczajgce gdy C jest zbiorem pustym. Pedna cha-
rakteryzacja pary zbioréw P i C nie jest doted znana, nawet dla m«2,
to znaczy nie wiemy, czy warunki (i) i (11) se dla m@Ss?2 wystarczajece
(gdy oba zbiory P i C se niepuste).

W tej pracy udowodnimy, ze dla kazdego zbioru domknietego P < Em ist-
nieje funkcja F(x1,...,xm) klasy C< w Em, dla ktérej kazdy punkt
(xx, ,xB) P jest osobliwy (p), a kazdy punkt (xA xB)e Em-P jest

dla tej funkcji regularny, to znaczy, ze warunki (i) i (ilf se wystarcza-

Jece w Em, gdy C Jest zbiorem pustym. Inaczej mowigc, domknietos¢ w Em
stanowi pedng charakteryzacje zbioru osobliwosci typu (p) w klasie funk-
cji nie majgcych osobliwosci typu Cauchy’ego. Metoda konstrukcji potrze-
bnej funkcji jest uogdlnieniem metody opisanej w [4] i [5]- Arwlogiczny
wynik Zahorskiego (na osi liczbowej) otrzymuje sie z tej metody jako przy-
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padek szczeg6lny, ponadto ma ona szanse by¢ wykorzystana do konstrukcji
ogélnej (gdy oba zbiory P i C se nlepuste).

1. Niech dany bedzie nlepusty zbi6ér domkniety Pc Em. Niech

bedzie zdefiniowany w pracy [6] ciegiem kostek domknietych, o réwnoleg-
+ych do osi wspétrzednych krawedziach ddugosci 21n<l, (21n- O, gdy

n-— . Kazdy punkt zbioru P nalezy do nieskonhczenie wielu KU. Punkt
"aln ,a2n e«** amn™ niach bedzie S$rodkiem kostki Kn. WezZmy pod uwage do-
wolny cieg |Mn] liczb rzeczywistych ~ 1 i potbzmy

rn - 20n, Ch = (m"/1") . 102n+1,

Bn - (MA/1*/2) . 10". L, -1, ¢ W 2.

Rozwazmy nastepnie, zdefiniowany w [6] cieg funkcji

m
faAxI**" xiJ “ “Mn~Cn J~1 M”j_ajn,Bn"Ln*co*Cn™xj ajn” n
3*1
i zbudujmy rodzine funkcji
00
F(xI x» } fn(xl..... X«>*
n«l

Funkcja U(») Jest te sarne funkcje, ktérej whasnosci przedyskutowano w
[61. (h, - 122« 1In).
Oznaczmy Jeszcze

a-1 - (2“100/100T/ap) , b - 2a_20/\£0%.

Lemat 1

Oezeli
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Si.
to w kazdy« punkcie x m (X.,... ,xm) e «k speknione se nieréwnosci
Amr.+p, +p2+...+p
® vV X1l..... \Y
4r,4Pi  4rk+P2 n
"5X, X, oo SOX.
—*_
Swkeck T n(lco. erek(r L3l a - b, ®
J-1
gdzie
coeCk (xj-ajk) dla Pj *0
cos 3 Ck(xr ajk)
-alnCk (xj-aJk) dla pr - .
(Nierdéwnosci typu (5) Jest 2* - tykta bowie« jest Mozliwych uktadéw

PI*"*"P«” n 1iC2b. z ktoérych kazda moze przyjmowa¢ wartos¢ O lub D).

Powod i

Zauwazmy najpierw, za dla kazdego naturalnego k> 2 jast
(2 ¢ -nr-)In<4.20k+1) + 41nl ,3 + i <5k,
20

co tatwo sprawdzi¢ metode indukcji. Mnozec te nier6wnos$¢ obustronnie przez
20k, otrzymamy

(@  (2.20k+1)In(4.stok+l) + 4.20k.Inl,3-102k< - 20k, dla Kk 3e 2.

Jezeli x » (X]j xm) e Kk< to dla kazdego J« j1,2,...,mj naay

_1k < xjU*rjk v

czyli
j-jk)* <-ik*k > m < -Lk+hk*Lk-hk > * (Lk“1k+hk”1k+1k/Z) «

J o 1w2f,,, Jio
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Wobec tego, zgodnie z nieréwnosci« (9), [0], Jest

u(xj-8jk .0k .Lk) > 1 - (2/~TBkhk)exp(-Bkh®) =

* 1 - (2/MK/27MPF 10K)exp(~Mj.102k) > 1 - (2/V*. 102)exp (-102°1.0) > a,

Wk 1,

Z tego, ze xe Kk wynika, ze speknione se nierdéwnoSci

@©  IX3-8Jk 1 Lk] >Xk/2° J - 1.....

Nieréwnosci (c) #atwo uzasadnia sie nie wprost.Gdyby mianowicie dla kto6-
rego$§ J nieréwnos¢ (c) byta fatszywa, to mielibysmy

< /2< V ajk * Lk< xk/2 lub  -xk/2< xj-°jk-Lk < xk/2-

W pierwszym przypadku «j-a”~c -Lk * 1"/2= -1k. czyli x jKk, wbrew za-
tozeniu. W drugim przypadku Jest Xj-ajk > Lk -1k/2 « Ik,czyli Xxi K€ -
wbrew zatozeniu.

Ze wzoru (13), [6j, w ktorym tj = 4rk ¢ p~, otrzymujemy

Amrk+p +p +...+p

® fku 1 ..... Xm>

+ 4rir-Po Sr. + n
®x1 ~Xg k p

AP (4r op )
- < H*l(CkJCOS rk+Pj Ck~J-aJk> e« U< V aJk"3k"Lk> + EJ.4r)I%+pj> L]

" MK g”l(CkJCOS Pj Ck(xJ-aJk) = U< V 8jk-Ok"Lk> + Ei_4r|é*pJ)_

Przypominamy, ze Pj =0 lub 1, czyli Ej . g~ lub Ej

Zgodnie z nieréwnosciami (13a), [6], dla tJ - 4r;+l, Jest
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@  [Ej .4V 1] * (Bk(4rk+1>"/~(2rk), )

4r
- ((W 20k Ixj-ajk +Lk P k-exP (-Bk(xr alk+Lk)2) +

B. (4r,+1)! B. B? 4r. . ,
tooTT2rkTETT (D O+ * 2(MIXjTradk+LK] ) *BXp(-Bk (xj-ajk+Lk) ) *

B 4r
+ (I +7~ + 27| xJ-ajk-LkP rk-exp(-Bk(xj-ajk-Lk)2)) °2n- EJ.4rk*l-

Z tej samej nieréwnosdci (13a), [6], dis tj « 4rk> dostaje sig
[4r.—|] B. B2 4r. -1

— 5— J,ck>-.(<1 + cj + 2C*IxJ_aJk+LkP

8. B? 4r.-1
.exp(-Bk(xj-ajk+Lk)2) & (1+Ck + 27jxr .Jk-Lk[) k .expi-B2A- .., ~)2)

”J ,4rk”

Poniewaz «_ndni- rosnie ze wzrostem n.

m

(1 * Bk ¢ 2BkIx s *L n4v = , Bk * 2BkIx a *L n 4r,t
~k Cfcl i+ Jk-hcP Nrj~njk-spP .
wiec widoczne Jest, Ze
n Ej 4rk< "k * Ej ,4rk+1*
Oszacujemy teraz od gory wyrazenia | M ”J i |Ej 4r |.

Oczywiscie, wobec (d) i (e), wystarczy oszacowa¢ od goéry wyrazenie

EJ.4rt+l-
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Oznaczny: p » 1 +

datni*

Bk q » 255, c » 4rfcf d « B% 1 rozwazny funkcje

g(t) - (p+qt)c.axp(-dt2), t> O.

Funkcja g(t) aa aaksiaua absolutna dla

1
(S

jB/2

A 1k/2* (B0 Mk A 13"
Mk

55

do-

Funkcja g(t) naleje dla t>t0, wiec dla t>133/2 jest g(t)~g(lj/2).
Dzieki temu i nierdéwnosciom (c), mozemy napisac, zZe

B

2
0 Ar

(1 + cjj + 2CrIxj-ajkxLkl> k'exP(-Bk(xj-ejk+Lk)2)<

-5l

< U *'_

< (I +-K *
1CT

Z tego oszacowania

+ eji ¢ 2~/ 2) k.exp(-B2(1£/2)2) -
,a/2 oin/2 .
k . *Ak \4.20 n , 2ki _
m» A 1fk+tl + — Hr~ L«xp(-Mk.10 )<
Mk  *10

2.10-1)4-20lC.axp(-102k) < (i.3)4*2°k.e-1°2k,
(Mk> 1, k< 1).
i nieréwnosci (a) wynika, ze

2Bk (4rk+1>1,3 *\4_.20k. -102k

EJ,Ark+l < -~r(2rk)l (1°3)

2<FF2 (4 . «Ok+1)1 Qk 102k

i 7 1 \i<d) «
VI0*(2.20K) 1
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-4=N C. (2.20k+1)(2.20k+2)... (4.20k+1)(1,3)4-20 .a“10
vicw K
(4.20k+1)2-2°k+1(1.3)4-2°k.e-102k -
no>*
2Ck e (2.20k+1) In(4.20k+l) + 4_20kiInl ,3 - 102k < 2Ck
Yio*
-C (2e"20/V10?)Ck « Ck.b.
A wiec
J.ar,+1 <Ck.b i, wobec (e), IEj .4r 1 b*
W rezultacie
6) |Ej _ark+Pj <b.Cp, (pj mOm lub D, j » 1.2 m.
Poniewaz |ab+c |> [Jal| bl , wiec dzieki (#) , nieréwnosciom (b) i (F),

zatozeniu 3, mozemy, po uwzglednieniu wielkosci liczb a i1 b, naplea¢

Amrk+Pi+P2+._ . -+pm

H p ®)
> M™A(CkJ|cee 3 ck(xJ-a;jK)|u(xj-a3k,Bk.Lk) - |Ej 4 D>

d-1 J

> Mk P] (CkJ|CO* (P;)ck(xj - aJKi| *« - b*Ck~ m

J“1
| |
Pi
Mk \~[Ck n (IcO* J Ck(xJ-aJk>l - - b>
j-1 J-1

m (]
Mm _PI+P2+- " +P«
Mk*"Ck {"1 (Jco* 3 Ck(xj— jkoI - b
c.b.d.u.
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Leaat 2

Dla kszdego ciegu |JAn]> liczb rzeczywistych » 1, 1istniejg cleg
n liczb rzeczywistych Mn > 1 taki. Za w kazdy® punkcie x -
XB) « Kn, funkcja ..... xB) okreslona wzoranl (3) - (4), spetnia dla

n a 2 przynajmniej Jedne z 2* nastepujacych nieréwnosci

»rn*Pi+P2*. . +P1

® * R S T L | - = H
«m,8p.  Ar_+p 4rp+P, >An, Pjc jJo. Il. J-1i.2 a6
oxt ¥ % x2,8% 2...6 ’

Dowdd s

Potézay “ 1. Zatd6Zny Indukcyjnie, Ze nany JuZ okreslone liczby

V. M2 Mk-1~

wszystkie 3® 1. Wtedy, zgodnie z oznaczenlaal (2), znane se liczby

c1xc2 - Cxan

bi b2, k1"

a tya sanyn znane ae funkcje catkowite

fji*) »f2 (*) Fk-1n @
szeregu (4). (# -1, + 1"/2. r# - 200, a - 1,2..... k-1).
Pokazemy, Ze wtedy aoZna wskaza¢ wyraz nastepny > 1, szukanego cle-

9“ 1M,]. Poniewaz wezyetkie funkcje (#) ae klasy C*“ i kostka Kk Jest
doaknieta, wiec istnieje 1 jset skonczona kazda z 2* liczb postaci

kel T WV PEFP2* . _+p,

k,(pJ.P2 = .PAD)  yex,

gdzie pJ* {o* X}' jgom1l#1],,,fl
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Niech

(PL.PT“...P.>{V (P 1°P*_.._. P} H “ (2- - b)"T
1z

gdzie a i b se liczbami zdefiniowanymi przed lematem i. Oczywiscie,
H > 1. Poto6zmy

MK » Ak + Ok + 1)H >1.

Zgodnie z twierdzeniem i, [6], Jest

t,+t0+. . +t_ . b_, t,+t,+...+t
al 2........ TFOXX it xB) 2 " nfi(x1,... .x]
* * * * * * * +
©xl]1ax25...ex07' i-i ©X’\JBX’\.2AaX, ,'7
t.+t,+. ..+t y ““1 t +t,+...+t
ke -
. ® fk (x1 "’ Xxm) . > » fi x_l ..... tgga) . %)
DX] ®x2 .. .Bx”® i=k+1 BXj~"Xg ... DB

Nie przeszkadza przy tym, ze doktadnie okreslone (ustalone) se tylko funk-
cje fj(xX),f2() .... ,fk(x), zas Tf#) dla s>k, zaleze odwolnego pa-
rametru Mg, bo twierdzenie 1, [Jb] daje taki rozktad niezaleznie od Mg,
pod warunkiem, ze Mg >1, co i w czasie indukcyjnego uetalania liczb Mk
ma miejsce. Z tego samego powodu, zgodnie z twierdzeniem 2, [6], w kazdym
punkcie x e e" ostatni sktadnik (7) (po zamianie wskaznika sumowania 1
na k+j) aa oszacowanie

LR U
’ f1(x1....,xm) i
£t i. (8)
b BXA"Bxg2 ... Bx"
T«k+1

dla kazdego uk¥adu liczb tj - 4rk + Pj- Pj« jo, ij, j «1,2,___m

Poniewaz |atb+c] S* |b] - la] - |c|, wiec z (7) i (8) wynika nieréwnosc¢
t.+t_+.. .+t t.+t_+_ +t
B 1 mF(x1..... xn) ® FRAXT ™ - = "
* - Pk - 1 (9)
Bxljlc)ﬂz oo TXmm Bx, & ... Bx/

stuszna w catej przestrzeli e" dla kazdego uk#adu liczb
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Zauwazmy teraz, ze: (W) dla kazdego punktu x= (X*,... ,xm)e Em. musi byc¢
spedniony przynajmniej Jeden z nastepujacych 2m ukdadéw po m nieréwno-
Sci (niezaleznie od tego, jakie wartosci przyjmuje parametry Ck i a"k"
1=1,2 m) :

(ul)lcos(PI"I)Ck(xl-alk)] ~ L. ..-.. Jcos(Pm*"I)Ck (xm-amk)] 3- k-.
- - D , , - ® D -
(u2)|cos 152 Ck(CGl-alk)] ~ k. oo... |cos . Ck(xm-amk)]
(uzm) ||cos (pl'Sl')Ck(Xl—alk)f > E |Icos " Ck(’xm—amk)||> 1
gdzie pJ , =0 lub 1, j=102,....,m, 1 =12_.._. 2m.
Fakt ten mozna uzasadni¢ indukcyjnie wzgledemwymiaru przestrzeni. Fakt

ten Jest oczywisty, gdy m = I). Poniewaz

c08Ck (xm+1-8m+1,k)- gdy pm+l,1 “O0
/Pm+1_.15 ( _ +
k m+l m+l,k

-sinCk (x»+r am+1,k) " gdy pm+1,1 = **

1" 12, 2m+l oraz (-8inCk(xm+r 8m+1.k))2+(co8Ck (xm+I-am+1,k))2 = +*

}—smc.k(xml,—rs\err’k.)|I >, T lub |cosC, (x_ ,—am+"|(_)||> - .

Gdy x = ~Xieeee xm’xm+1” 6 E"+ * t0 mamY 2 + interesujacych nas ukta-
déw postaci
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GD]...<»-Dek (1. )] > ij |=«-<P"-D)ck (-«-»K) v
1“8inCk (x*+1-ani+l ,k) |
(p* om) 1 1 1 "Pm /
(u2») Jcos " 172 "Ck(xM-»1K)] ~ - ...... cos " Ck (xm amijl »

|”sinCk (xm+1”aikt+l kM

Oezeli spedniony jest uktad(ur) . [IsfrsS2m, to spednionyjest tez uk#tad
Q@[-) lub  (jD), to znaczy, z prawdziwosci (W) wprzestrzeni Em,wynika

prawdziwos¢ (W) w przestrzeni Em+”~. Tak wiec (W) na miejsce w kazdej prze-
strzeni Em. Niech xeKfc. Powiedzmy, ze w punkcie x spednione se nie-

réwnosci  (ur), Kr«2 . to znaczy jest
|cos(Pi ’r)Ck (xJ-aJk)] > Pj,r<{°, 1} 3 =1-*____.
Oznaczajac r * i ktadec = ~Ark+njtooA dostajemy,

dzieki nierdéwnosciom (5), oszacowanie nastepujece

4« VP 1+p2+...+p

® AV \V4 Mm  PE*P2¥--*P_ o _
> Mk*Ck (s~ - bm
dX4rk+% x4rk+p2 4rk+pm v?
= (Ak+O0k+1).H.cRl P2 Pm_1 ~ Ak+Ok+l, (bo Ck>1. pl+p2+...+Pm >0).

W takim razie z nierdéwnosci (9) wynika, ze

Amrk+pl+p2+, . ,+p]|
"F(X1 X j

4r_+p 4r. +p >Ak + ak + 1 " 3k " 1 V
) kA2
¢xT k ... Bx,

W ten sposéb zakonczylismy dowdd lematu.

Twierdzenie

Dla kazdego zbioru domknietego Pc E*, istnieje funkcja

F(X) = F(x1.x2 xm)
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taka, ze

@) F~ xm) Jest klasy C~ w e".

(B) Kazdy punkt X « (Xj----xB)e E"_p Joat dla funkcji F(x) regularny.
(C) Kazdy punkt x - (xk....xm)e P Jest dla funkcji F(x) osobliwy w

sensie Pringshelma-Du Bois Raymonda.

Dowdd:

Bezeli P Jest zbiorem pustyn, to funkcja f(x1>...,x|) * O spetnia
wymagane warunki. Zakézmy, ze P Jest niepusty. Wezmy pod uwage odpowia-
dajacy zbiorowi P cieg kostek (I). Niech F(x1,...,xm) bedzie funkcje
okreslone wzorami (3) - (4), gdzie parametry Cn, Bn, Ln dane se wzorami
(2), rn m 20°. Cieg {Mn}> wMn > 1° nlech bedzie dobrana zgodnie z le-
matem 2, w ktérym An - n .nt. Speknione se wéwczas zatozenia wszystkich,
udowodnionych w [6jJ lematow i twierdzen 1 i 3, z ktéorych wynikaje (@) 1
(b). Oezeli xe P, to x nalezy do nieskonczenie wielu kostek Kn ciegu
() , wiec dla nieskonczenie wielu n zachodzi, zgodnie z lematem 2,
przynajmniej Jedna z nieréwnosci (6). Oznacza to, za istnieje podcieg

..... Xm>
ti > 0, . "
0 « nk Vv +tm * "k
DxI1*-"0xm"
i«l.... ,m
(nk » 4mrk lub 4nrk+l Iub 4nrk+2 lub ... lub 4mrk+m, rk « 20 ,
nk— +»0 ) ciegu
»nF(x1 ... x#)
max t t t+ 0, tl+. .. +tm m n
0 a tAs n -
1l ... m vV o - xm
taki, za
O kF(x1 .. fxB) n.
max > A (nk) k (nk)I.

0« tx< nk

«X*1 dxim
i»l,o._.,m ! u



62 L. Marea

W takln razie

i nt B"F<X1..... xn>
A (X) **tal--*tmi *1 tm
9Ix1
* N *
Ilmsup \-r . max 1 xn>
n- ~ \jnr o] t”™ n
1*1 *tee,n
* £ ~pikrr mo< j£ nt
;mi 000ai®

> ki” up 7 Th TT(n'e> k*(ik)l " k-Ink * +~ 7

gdzla »Minowania rozciega sie na wszystkie uktady tt,t2,... .t nieujen-
nych liczb catkowitych, dajecych w sunie n.

Tak wiec x Jest dla funkcji F(x) osobliwy w sensie (p”. co z uwagi na
dowolnos¢ xcp daje warunek (C) i kohczy dowdéd twierdzenia.

Wniosek
Ola kazdych dwéch zbioréw P I C lezecych w £a takich, ze

1° P jest donkniety, C jest donkniety nlgdziegesty,
2° Pnc»®

istnieje funkcja H(xi,...,xB) taka, ze

1) HX), x » (xt xB), Jest klasy C~ w E®.

2) Kazdy punkt zbioru C Jest dla h(x) osobliwy (C).

3) Kazdy punkt zbioru P jest dla h () osobliwy (p),

4) Kazdy punkt zbioru E® - (PuC) Jest dla h(x) regularny.

Dowod!

Niech F(x) bedzie funkcje klasy C< w E™, holonorficzne poza zbio-
rem P i aajece w kazdym punkcie zbioru P osobliwos¢ (p).Istnienie tej
funkcji wynika z udowodnionego wyzej twierdzenia (holomorficzno$¢ wynika
z tw. 3, [6])- G(x) niech bedzie funkcje klasy C*“ w E®, holonorficz-
ne poza zbioren C, rézn( od zera w E®-C, réwne zaru w C, majece w
zbiorze C wszystkie pochodne czestkowe réwne zeru i najece w kazdy« pun-
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kcie zbioru C osobliwos¢ typu (C). Istnienie tej funkcji jest pokazane
w [3]- Niech

Tp * Tp(XA**>* >Xm . Tg * Tq (XAm « ixN 7

bede szeregami Taylora odpowiednio dla f() i dla g (x)- Funkcja

def
h(x) - FC) + 6(x)

spednia postawione w tezie wniosku warunki,

I) - oczywisty.

Jezeli xeC, to szereg Taylora die H pokrywa ale z azereglea Taylora
dla F. Ponadto z 2° wynika, ze P, wiec x Jeat regularny dla F. 0z-
nacza to, ze istnieje otoczenie punktu x, w Ktorym

TpAN. ... *,.h1_...hm) - F(xj+hj,... ,Xjj+h"),
czyli
tH(x1 xm ,hl hm> m P(*1+hl..... X~h,,) t F(x1+hl ... x~h,,) +
+ Gixj+hj,....x*+h”") » Hixj+hj xm+hm"*

bo w kazdym otoczeniu punktu x e C 1leze punkty " C (bo C Jeat nig-
dziegesty), a poza C funkcja G Jeat ré6zna od zera. Istnieje wiec oto-
czenie punktu x e C, w ktérym azareg Taylora TH(x”",... ,xB,h",... ,hB)dla
funkcji H Jest bezwzglednie zbiezny, ale nie do Hixj+hj,...,xB+hB), co
konczy dowéd 2).

Niech x s P. Pokazemy, ze nie iatnieje otoczenie punktu x, w ktérym sze-
reg Th (x+ Xx«*hieeeee) bytby bezwzglednie zbiezny. Powiedzmy, ze to
nieprawda. Niech szereg TH bedzie zbiezny bezwzglednie w pewnym otocze-
niu punktu x o promieniu RH > O. Poniewaz x f C, wiec szereg Tg Jest
bezwzglednie zbiezny w pewnym otoczeniu punktu Xx o promieniu RQ > O.
W takim razie szereg Taylora

TF * th - TG

die funkcji F Jest zbiezny bezwzglednie co najmniej w otoczeniu punktu
X o promieniu R » mIn(RH,Re) >0, a to przeczy temu, ze punkt x e P
Jeat dla funkcji F osobliwy w sensie (p). Sprzecznos¢ konczy dowdd 3).
Jezeli xee" - (P C), to x «P i x ~C, wiec w punkcie x holomor-
ficzne se obie funkcje F i G, a wiec i ich suma h(x). Konczy to dowod
4) i wnioski.
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O HEKOTOPHX OOOEBHHHX MHOEOHEPBMBHHHX W M UW Z UPMMBfaUi-MEVA
EBFINOiySA

ffe s ® ue

B xasKoft paCore noxaeaxo, vto yoacs** (i) 1 (1) xotxesxue 3. Sarop-
gxbkh r Kosopue E noaae zapasul!epsrayx® imoxeoiBa ocoOaKHoerrsfl npxxraeMa 3
Kon* fjuL e“HOnepeueKsoz ifiyssqgsz, s luiacce iJyKsiyfl MHoronepeMeaHHX, xe me-
miQU ocodexHOCiet K o m ijtbjixksul zociato®Hhm*. HeoSxoxmoosb axxx YCXOBHT
AOKaauBaeTox b[3, Msioxaica. noiy<taiM xyxjioa ilyxKnxx, ocEOBaHKap xa pe3yXL~
latax pafiOTH [6], xe eccoaksyei yttaaejtaa 3oropoxoro (Xx*. 7Hcaoio* npmo#)
a. xaBoaasyex axaaorneeskhi peayabxax 3aropoKoro s xkmt Mxorc xaxcoa Sai»
aoBoxbaoBaxa xas uoxyxsHxa ofigafe Boxaipyxuxx i.e. Cash sanedis osexxoi xxa
XOxasasexbciBe xoei&iowocxx ycaoBxt (1) x (11) b oayme xorxa usoxeciBa P
X C. senycma. Kpoxe axoro b p&Soie noxaaaso, <»0 xcoatxyzoctb odexx wso-
xeciB P x C npxxaxxexMpx E“, xx aenepeosKaexoaxb a aCzaxsr™"xx XXrx*
naothooted xnoxecxBa C Xxooiaxomu xaa i oro, <nodx cyxeoxaoBaae (byxxgxx
Hix_,... ,XW) xaacos. C~ a B?4 xMex«ae a P aaotoxsa ripEnnma, a 0
iisotciBa Kcae x sasaa» xxo nymKiH aeaagae. aae Pu O XMaaoxca nax. nee
peryaxpxae.



0 pewnych osobliwych.. 65
SOME SINGULAR PRINGSHEIM-DUBOIS-REYMONQ FUNCTIONS OF MANY VARIABLES

Summery

Zahorski conditions 1 and 1l for singular Pringshaim®s and Cauchy"s
sets for single variable functions are proved to bo sufficient for multi-
variable functions without singularities. Necessity of these conditions
has been proved in [3]. A method of construction of the needed function
based on the results of [6] does not use the results of Zahorski and gi-
ves a chance of a general construction i.e. the prove of sufficiency of
conditions | and Il for nonempty P and C sets. Closiness of P and C
in Em, their separation and neverdensity of C is sufficient for the e-
xistence of a function h(x1l xN) from the class C~ in E* with the
Pringsheim®s singularities in P, Cauchy"ssingularity in C and regular
points outside P U C.



