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Sons: MATEMATYKA-FIZYKA z. 43 Nr kol. 795

Lucjan MERES
O PEWNEO RODZINIE FUNKCDI KLASY C~ W PRZESTRZENI EUKLIDESA e"
Stroszczenie. W pracy pokazano konstrukcje rodziny funkcji ,

nalezacych do C°° (e") , z ktorych kazda Jest holomorficz-

na poza danym z géry zbiorem domknigetym P c Em. Funkcje tej rodzi-

ny zaleze od nieskonczonego ciegu parametrow rzeczywistych. Odpo-
wiedni dobér tych parametréw pozwala z taj rodziny wybiera¢ funkcje
o pewnych dodatkowych whasno$ciach specjalnych. Mozna np. tak do-

bra¢ wspomniany cieg parametroéow, by wybrana funkcja miata w kazdym
punkcie zbioru P osobliwo$¢ Pringsheima.

Celem tej pracy Jest pokazanie konstrukcji pewnej rodziny funkcji, z
ktérych kazda Jest klasy C” w e" i1 kazda Jest holomorficzna ©poza da-
ny* z géry zbiorem domknietym P < e*. Ponadto, funkcja tej rodziny zale-
ze od nieskonczonego ciegu parametréw rzeczywistych, ktérych odpowiedni
dob6r pozwala uzyskiwa¢ funkcje o specjalnych wkasnosciach.

i. Niech

v(1) * (B/jiT)(exp(-B2(t+L)2-*xp(-B2(t-L)2), t e R. B. L - stata dodatnie

@
Funkcje v(t) traktowana Jako funkcja zmisnnej zespolonej t » x+ij, i -
jednostka urojona, jest funkcje catkowite. Z twierdzenia catkowego Cau-

chyo®"go wynika, ze catka

in

c - liczbe rzeczywista (2)

ni« zalezy ani od wyboru liczby <c¢ na osi rzeczywistej, oni od drogi +#4e~
czecej punkt (c,0) z punktem z. W dalszym ciegu przyjmujemy droge ca#-
kowania najwygodniejsza, tzn. przyjmujemy
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ostatnia catka obliczana jest po odcinku. Zbiezno$¢ pierwszej catki (rze-
czywistej w granicach rzeczywistych) jest widoczna, istnienie drugiej tez.
Oznaczmy ponadto

A

u(x) « u(x,B,L) « J*v{t)dt, x e R. (€]

Zgodnie z (3) mamy
- tj ojtnuir yorsbm etajitmenes$ or-«sax<.« Xx+i®

u(x+ilr ,B.U) « u(x,B,L) + | v(t)dt. )
J -yTetnzaob B B, *j*6 s ayn«
lanAohojipa.tn bo »taias y
oitbot tai i aiaw$og wénjemaiag Ho< 6dob inbslw

filach 1,h bede liczbami dodatnimi. Poddézmy L * 1+h. Wiad%)mo [1J, ze
»aleda ¢(ntnP i”owkldoro 9 »eeeoids slotaug

0 <u(x,B,L) < 1 dla kazdego X e R, ®6)
, Boide. -anwao HioSUlTaMWt #*nM«>io<j tBeF. yosnp T« maioo
u(x,B,u)< (1/2BhV*)exp(-B2 (x-L) ) dla X > L+h, )
jfu? otbano** .*3 "9 myjetnstaoc astoddt s myn
u(x,B,L),< (1/2BhVjf)exp(-B<i(x+L)2) dla X « ein )
#siw rioyr_Xsf.OBpa o 9{;03fnut odawjtsfeysu aiawsoei ldédeb
u(x.B,L) > i - (2/BhV3F")exp(-B2h2) dla x® < -L+h ,L-h>, (O]
sicieM .1
u(x+i”™ ,B,L) l«U(x,B.L) + (I/FiP) (exp(-B2{x+L)2)+exp(-B2 (x-L)2))exp(S"2)
»,yabob miata J .C ,~, , . “@-:)S»-)onee= ij* >gxsj <TC»\e> * (#0)
dla wszelkich rzeczywistych x,J,
W przestrzeni E* wezmy pod uwage a wymiarowa kostke demkniete K o)
krawedziach dtugosci 21, rownolegtych do osi wspétrzednych. Niech punkt
(a”™,...,am) bedzie S$rodkiem tej kostki. WeZmy nastepnie pod uwage”koetke
domkniete K wspétsrodkowe z K 1 krawedziach ddugosci 2L + 2h » 21+4h,
rownolegtych do osi wspotrzednych. Rozwazmy zwlezane _ z kostk K funkcj
oty r-- I(pA $A1¥+K * S Jb ){'v |Q Eil)v 1 " 1bv3 V J§$
f(*1°x2 x,) 7 fF(xt. . - . ,*B ,B,L,M,C,r) »
-3i iPO-tb bo ins ,tsttiwytoes-i 4ao ar, s ydsoti uiodyw do ina ytetas **n
m B ol | LR
« ~5jp n  Muxj_*j »B .L)c°#c(xi-*j)) - cm>>
c J-1

gdzie r Jest liczbe naturelne, C,M,B,L se statymi dodatnimi. Niech d
bedzie liczbe dodstnle, 9 ((xt.... ,xB) .KD niech bedzie odleg4os$ci? punk-
tu od kostki, K.
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Lemat 1

Jezeli

(i)  2BhVSr > i,

(ii) (21+3h)2  0,1d2/m-1

Giii) |1j|~ 0,01d/Vm, J-1.2 a.
iii) p((xl,....,x8).K")> ed,

to dla funkcji okreslonej wzorem (li) ma miejsce nieréwnosc¢

| F(x1+iMl 1<3.2" *xp(-0,62E32d2 + 0,01 Vmd). 12)
Dowéd!

Ze wzoru Eulera, cosz » —— --——, wynika, e dla kazdego j « 1,
jeet

W takim razie

Z nieréwnosci (I0) wynika, ze dla kazdego

+ (W/VaP) (exp(-82(xj-aj +L)2)

¢ exp(-B2 (x-]-a-J-L)2))expBn;2j é [uixj-aj ,B,L) ¢

- Dj + S + (1/V31)02(exp(0,0001B2d2/m))",
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gdzie

m r
31 “ |~Ju(xj-a ,B,L), 02 =m (exp(-B2(x1l-s;#L)2)+exp(-B2(xj-aj-L)2)),
J-i J-1

S jest sur« 2n-2 iloczynébw po m czynnikoéw poetsci
u(xj-Bj,S,L) i exp(-B2(xl-el+L)2) + exp{-B2(xj~aj-L)2).

Oszacujemy teraz kolejno 0j, 02, S.
Z (iiii) wynika, Ze x * (x. .,X) K oraz to, 2# kwadrat odlegtosci
punktu x od kazdego naroza koatki K* jest nie mniejsza niz 0,64d , to

znaczy

(a)kazda z liczb postaci (xXj-ajnr0 2+ (x2-»2il.)2% ...+ (z"-a”pt)2 (Jest ich
2*) Jest nie mniejsza niz 0,64d2.

Ponadto z tego, ze X K* wynika, ze zachodzi przynajmniej jedna z rela-
cji
() Xj "< a™-L-h .er+L+h > , Jm 1,2,... ,m,

to znaczy dla przynajmniej Jednego J spe#niona Jest ktéras z nierdéwnos-

ci

(©) xj"aj < -L-h  lub  xj”sj> L+h-

Oezeli zachodzi; wszystkie relacje (b), to dla kezdago czynnika 1iloczynu
2 2 2 2

0j stosuje sie Jedno z oszacowan (7)-(8) i Cj < e“8* < ,-0,648 d ~

t2 Jest ktoére$s z liczb wystepujacych w (a)-

Oezeli p (I< p<m-1) sposrod relacji (b) zachodzi, a m-p nie, towtedy

dla p czynnikéw iloczynu 0O maje mlajsce oszacowania (7) bedz (8), a

dla pozostatych spednione «; nieréwnosci

a_ -L-h X, a_ +L+h, s « b,...,m-p,
J, 3, J,

to znaczy

-21-3h * -2L-h < x =-a, -L s;h <2Uh » 21 + 3h
e Js
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-21 - 3h m -2L - h< -h < x. -a + L= 2L + h «21 + 3h,
8 6

czyli

@ x -a i L)2~ (21+3h)2« 2717,
J# J8

Wobec tego, dzieki (&), kazda z liczb

) x - » - L)2 +... + (x - a -L)2
> J1 Jp Jp

2 2
Jeat ni« mniejsza niz 0,64d2 - °£z%" (-~p) > 0,64d2 - °~] --(m-1) * 0,63d2.

W tym przypadku (gorszym) -1 .1 ... 1 . exp(-B2t 2)< exp(-0,63B2d2),
p-m czynnikow

gdzie t'2Jeet ktéres zliczb wystepujacych w (e). W rezultacie

3 < exp(-0,63B2d2).

Oszacowania iloczynu 02 Jsst #atwiejsze. Mianowicie, iloczyn 02 Jest

sume 2* iloczynéw po m czynnikéw postaci exp(-B2(xj-«j - L)2). Wobec

tego, zgodnie z (a), Jest

() 02< 2".exp(-0,64B2d2).

Oszacujemy teraz sume S. Kazdy skd#adnik sumy S ma postac

S - u(x. -a. ,B,L)...u(x -a ,B,L).(exp(-B2(x -a. +L)2) +
8 Ji Jl Ja Js s+l Je+l
+ exp(-B2(x1 -a -L)2))...-(exp(-B2(x =-a. +L)2) +
J«+1  Je+l Jm  JI»
+ exp(-B2(x -a -L)2)),
Jm Jm
gdzie J,....",, Jeet pewne permutacje liczb 1,2,....a, 1$ as a-l.
Wynik mnozenia nawiaséw daje sume 2n~s 1iloczynéw po a-c czynnikdédw po-
staci exp(-B2(x -aA)2). Oezeli do k funkcji U(x. -a. ) HEH -a.. )
r t JlJl Ja a
atosuja sie ktdéras z oszacowaé¢ (7) - (8), to zastepujec-te funkcje prawy-

ai stronaai (7) bedz (fi), a pozostata Jedynkami 1 wykonujec mnozenie do-
staniemy, zgodnie z (e), oszacowania
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(*) Ss < exp(-B2d2(0,64 - jjfy(m-k))), 9dzie 1w k s£8 sEm-1i.

Oezeli natomiast do zadnej z funkcji uiz.-s.) u(x, -a ) nie stosuje
Js s
sie ani (7), ani (8), to znaczy

X e < a - L - h, a, + L + h> r « 1,
Jr Jr Jr

to zgodnie z (e), kazda z liczb

(x - a - L)2 + ... ¢ (x - a ¢ 12
Js+1 s+l im

2

Jest nie mniejsza niz 0,64d2 - ¢~ y-Cm-a). W tym przypadku otrzymujemy

(**) S#<11...1 exp(-B2d2(0,64 - 2x|(m-s))) , 1«S s« m-1.

s czynnikoéw
Uwzgledniajac (4) i (*#) mozemy ostatecznie napisacé S9< exp(-0,63B2d2)
i w rezultacie

®) S < (2*-2)exp(-0,63B2d2).

Uwzgledniajec teraz oszacowania (a) i (0), mozemy napisac

[F(x1+1 ~ oo xm+i™m~ < (M"/C4"r) (exp(-0,63B2d2) + (2B-2)exp(-0,63B2d2) +

¢ (1/Vv?)mexp(o ,000iBZd2) .2B.exp(-0,64B2d2))exp(o ,01 Vm.d)<

(Mm/C4Br) (2B .exp(-0,63B2d2) + 2m.exp(-0,63B2d2) +

+ 2B.exp(0,000182d2 - 0,64B2d2))exp(0,01 YF.d) -

- (2"Mm/C4"r)(2exp(-0,63B2d2+0,01 md)+exp(0,0001B2d2-0,64B2d2+0,01Vmd))

<(3.2B.MB/C4Br)exp(-0,62B2d2 + 0,01 YF d) c.b.d.u.

Lemat 2

Oezeli liczbami catkowitymi nleujemnyml, to dla funkcji
f(x",...,xB), okreslonej wzorem (Il), ma miejsce oszacowanie
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(tj
© mF(x X ) ® COS A~ c(x -8 )
- J-| - o .U« )-
H * * =1 C J J
«» 1 -
(13)
gdzie
3.l * 17 * 54r«C+B4#2B2 |xj-.r L])tI"1,xp(-B2(xJ-.J*L2)
t.-1 i
Z(Xd_aJ—L)Z)). ] 1.2 (138)
Przy tym
cos(.) dla tj=4k
v -sin(.) dla tJ“4k+1
COSY'J7 (=)
-cos(.) dla ty=4k+1
sin(.) dla tj =4k +3,
[x]1 - oznacza silnie czesci catkowitej liczby x.

Dowéd tego lematu w niczym nie ro6zni sie od dowodu analogicznego lematu w
pracy [Ij.

2. Niech P bedzie dowolnym, niepustym zbiorem domknietym lezecym w

E*. Rozwazmy ciag kostek
n k
Tk * {(xI xm>1 Ixjl < 2“- 3 - 1.* J. -1.2....

Kazde 2 nich podzielmy na przystajace kostki domkniete o roz#gcznych wne-
trzach i krawedziach, ddugosci 2_k, réwnolegtych do osi wspétrzednych.
Otrzymane kostki nazywamy kostkami klasy k. Poniewaz zbiér P jest nie-
pusty, przy dostatecznie duzym k pewien Jego punkt znajdzie sie w kost-
ce Tk, a wiec w pewnej kostce klasy k. Niech kQ bedzie najmniejsza
liczba naturalng o tej wkasnos$ci. Wtedy maja te wkasnos$¢ wszystkie liczby
k "k0. Z klasy KkQ wybieramy wszystkie te i tylko te j.kostki, ktoérych
przeciecie ze zbiorem P jest niepuste, ustawiamy Je byle Jak w ciag
(skonczony) i numerujemy

(c0) KI®K2...... Kn~.
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Nastepnie wybieramy wszystkie takie kostki z klasy kO+I i numerujemy

Knl+l*Knl+2™ ™ ,Kn2*

Itd.

Biorec cieg (cQ),(Cj) (c™) otrzymamy cieg kostek domknietych

KL (K2....,Kn.... (14)

o krawedziach roéwnolegtych do oei wspétrzednych, ktérych diugosci, w dal-
szym ciegu oznaczane przez 21n, deze do zera, gdy n- <» . Ponadto z
konstrukcji kostek (14) wynika, ze:

1° Kazdy punkt zbioru P nalezy do nieskonczenie wielu Kn>

2° Dla kazdego punktu xQ ® (x°...... x°)e E* takiego, ze xQ iP, a
wiec takiego, ze d «9 (xQ.P) ~ 0 (boP domkniety) istniejeliczba na-
turalna N boku, ze z nierdéwnos$cin > N i warunkoéw

Wy X3 - xdl * A Jm

wynika, ze

2((*V ..., X,,) <Kn) > r?
(15)
gdfeie
m
h « 1? « 1 (bo 1_< -i-r< k >1), K* Jest kostke o krawedzi 2L +
n n n n 2 2
m m

+ 21~ - 21n + 4l1jj, odpowiadajece kostce Kn w taki sposéb Jak kostka k"
wystepujeca w lemacie 1 odpowiada kostce K,

Uzasadnienia wymaga tylko wkasnos$¢ 2°.
Poniewaz ddugos$¢ krawedzi kostki Kp dezy do zera, gdy n- o® (bo kost-

ki Kn mse wybierane z coraz wyzszych k#as, wiec 111— 0, a to pociega

(2Ln+21’r‘]) - 0), wiec dla n > N‘l Srednica 2vm (L +1*//Z) kostki K- Jest\
mniejsza niz 0,19d. W kostce Kp < lezy pewien punkt xn*(*In X-n)
zbioru P (bo tak kostki Kn byd4y wybierane), wiec punkt xp lezy w Kn.
Skoro xQ 4 P. to z definicji odlegtosci punktu od zbioru wynika, ze
g()& X ) s-d. W takim razie z nieréwnos$ci tréjketa wynika, ze gdy n> N.,

to dla kazdego punktu 1 6 KA Je8t
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d<f(x0.xn)« p(x0.g)+p(g,xn)<p (x@,q)+2vi*(Ln+1*/,2)<p (x0,q) + 0,19 d.
Stad

p(xQ,qg)> 0,81d dla kazdego punktu q « KA.

Niech punkt x bedzie punktea koatkl okreslonej nleréwnosciaal (w). Wte-
dy z oatatnlej nieréwnosci i prawa tréjkata wynika, Ze

0,81d < p(x0,q)< p(xQ,x) +p(x,q) »

/XA (xj"xp 2 +P (x.q)< V"(0.0ld/Via)2 ¢ p (x,q) = 0,00d + p(x,q).
1 J-1

Stad
p(x,q)> 0,80d « yd dla kazZdego punktu q f K~

Oznacza to. Ze

p(x.K*n) >ed dla n>Nj .
Poniawaz (21n+31"7~2)2- 0, gdy n-—-<" , wiec dla n > Ng bedzie
(21n*31"/2)2< 0,1d2/a-1.

Bioragc N e aaxCN”~.Ng), dla n >N zajda réwnoczesnie obie nieroéwnosci
(15) e.n.

3. Wezoy pod uwage ciag (14) koatak Kn, odpowiadajacy zbiorowi doak-
nletaau P. Niech (am_,.., 'asiﬁ)/ bgdzie Srodklaa koatkl Kn' 21n niech
bedzie dtugoscia jej krawedzi, jJjMn} niech bedzla byle jakla cclaglaa
liczb rzeczywistych, takla. Ze Mn (1. PotdZay

rn * 20"* Cn m M:.102n*Vi:. Bn - M-/2.10n/1-/2. L, - 1,,*1""2_ (16)
Oczywiscie, Cn >1, Bn > 1.
Wezay pod uwage ciag funkcji fn(x1 . ,xB) zwigzanych z kostkaal Kn,

okreslonych wg wzoru (I11), tzn.
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fn (x1 x»> - 7XTT- n (U(xJ-8In"Bn-Ln”CO8Cn (xJ-ajn>>
Cn n j-1
1 rozwazmy szereg

00

F(xI xm) =2 Z fn (x1 Xm>-
n» 1

Twierdzenie 1
Szereg (I18) i wszystkie szeregi pochodnych

tl+t2+...*t
s 1 2 "V oXxi «m>

a«Il_ R Rt

n=1 m

Meres

an

8

se jednostajnie zbiezne w catej przestrzeni Em, ich sumy sag wiec roéwne

27 e (g L %)

i ciegta, czyli F(xIf... ,xB) Jest funkcje klasy C~

Dowdd ;
Niech bedzie tj 20n - tn> J » 1,2 m. Poniewaz
lcos( j)cn<xj-ajn>] N x* 0 <u(xj-aJn"3n"Ln) < J * 172 ..
wiec
K
cos )
@ 4rEtj Jn U(xJ-ajn-Bn-Ln> £ (M -i02n41)3,20 . i-i.
Cn J
Ustalmy j. C 1
Zgodnie z lematem 2, mozemy, uwzgledniajec (16) i fakt, ze m *“;r-

nie ze wzrostem t~, nspisac

ros-
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lej N/ [-jE5-3i}(Cnd /Cn n)((1+ C ™ 2-CM|xj"ajn+Ln]) J

2
exp(-B2 (xj-ajn+Ln)2)+(I+ N +2_ "] xj-a;jn-Ln])t \ exp (-B2(Xj-aj n-Lp)2))

(ti/2.100i-F2)((20")1/[s2ji1ny . st PRATLAD0
n n Loz 3 .10 /1")4.20

,«1/2
+ (1 + + 18§1xj"aJn"Lnt)2° A% 102" (xj-ajn’Ln)2)5

((20")1/[2°s=i1 1) (1/7#) (17~-2°n/MWA"="20"* \ . 10~ n+3).20n+n+1~ < (w) >

gdzie W oznacza wyrazanie stojace w nawiasie przed znakiem roéwnosci.
Dla nieujemnych t. funkcja dodatnia

g(t) = (atbt)exp(-dt2), c - liczba naturalna, a,b,d - state dodatnie,
ma pochodna g"(t) » -(8+bt)c_1(2bdt2+2adt-bc)exp(-dt2), ktorej znak zale-

zy tylko od znaku tréjmianu kwadratowego, wystepujacego w nawiasie. Troj-
miar/ ten ma dodatni pierwiastek

0 = -2ad + Ziﬁzdz + 2b26c_

wobec tego dla 0 < t < tQ, git) ros$nie, a dla t > tQ g(t) maleje.
Oznacza to, ze w punkcie t = tQ, funkcja g(t) ma maksimum absolutne,
to Jest

g(t) ~ g(tb) dla t 3+0.
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Przyjmujac
im/2 Mm

f = IIj(i“jani,,— I a =1 +Mm72'_1(fnnr'l'_ T, 18-= -, c = ZRH'l'd:_ 102

n * n
dostajemy
<->* «<m * 5 A r * i1§.0)20"-i"«»(-M:-* 2n-to/i:> —

n
In? 2 n

21 * jrrro AT + °'5tp)2° 1
n

Ale
I o 1
t i 1 a/T“ch
0 * -1 i + + 28§< -11+ + & = i a2~
2\F g_Ngn N wy 1,OZn'm < 5"i2 (118) Mn > &> In <1) -
e
Zatem

@~ 2147 r +2i)2° _1<2-1@

W rezultacie

. 3m. 20
@®N  |p 1 (20 ) 1 J_ 2

I j,tjl " §20°-1j < V* * M3.20n + | " 10(6n+2).20 +n+2 ..._...._..... m*

Uwzgledniajac oszacowania (a) i (b), lemat 2 i to. Ze Kk!sf kk, wiec

(20°)1 <€ (20n < (100n)20 = 102"-20" oraz [2-~1jj > i,

mozemy napisac

I > M ((In/Nm 10 2N+1"3. 10
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¢ (2.102n-2°n.12--20nAv?M3--2°n+ |.10(6n+2).20n+n+2))-
((13m.20n/M3*_.20n-171Q6n .20n+3.20° "

+ M213«i.20n™_ IM3«i.20n + |

< ((17104n*2°n+2-2°n) + (1/104"-20"*2-20"))"

(1/104"n*2°n) (2/102*2°n)n"< 1/10Aan’2°n , (',< 1.
Ostatecznie
t,+..,+t
® fnrxl ..., XB) _
< - N dla wszelkich X, ,
ixjt axn 1O4nn 20
Iti] < 20n, J 1,2 ,a
Z oszacowanie (19) wynika, ze szereg
t,+..,+t
1 Bl
fnrxi xiJ
®x11-""6xa"
gdzie n ( ,...,tB) Jest taks liczb« naturalne, ie

max(tj ,... ,tB) N 20N~*1" "7 *fm~", na najorante liczbowe

0

| lo4nn.20
neN(tj,...,tB)

zbiezne 1 to niezaleznie od Mp ~1. Poniewaz liczba Nitj

dla catej przestrzeni Jednakowa (noze

sie znienia¢ tylko
t.,...,t ), wiec szereg ten, a tyn samym sSzereg

- 1 104n.20n + 2.20° + n + 2)n <

- 2»/102" (2n+1)-2°n

79

(19

Jest

zalan«
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Jest Jednostajnie zbiezny w catej przestrzeni E°. Wobec dowolnosci
tl>_.._,tm> wszystkie rézniczkowania wyraz po wyrazie szeregu (18) 89 do-
zwolone i F (X j -,xB) jest klasy O0°" w e" c.n.u.

Twierdzenie 2

Oezell rn « 20n, to dla kazdego punktu (x1,...,x|ID € Em spednione
se nieréwnosci

0o 4 +t,+ +t
Srar tty*. -,
[ 4r, +tt 4r +t. 4r+t ¢ L. (20)
2x1 ix2
gdzie ti °O0 lub 1, i» 1,2,...,m.

Dow6d (20) wynika z oszacowania (19) i w niczym sie nie rézni od dowodu

analogicznego twierdzenia w pracy [I].

Twierdzenie 3

Wszystkie funkcjje f(xl,...,xb) (zalezne od wolnego ciegu |Mn]| Para_
metréw rzeczywistych Mn > 1) okreslone wzorem (18) sa holomorficzne w
kazdym punkcie zbioru Ew-P.

Dowod :
Niech F(xj, . . . bedzie funkcje okreslone wzorem (i8). Niech xq »
m (x®,Xg,-.. ,x°) fi P. Poniewaz wszystkie sktadniki szeregu (I18) sa funk-

cjami catkowitymi, wiec wystarczy wskaza¢ m wymiarowe zespolone otocze-
nie Z”"x s punktu xQ, w ktérym szereg (I18) bedzie zbiezny jednostajnie

(tw. Weierstrassa).
Niech d -p(xo,P) >0 bedzie odlegtoscie punktu xQ od zbioru P, Po-
+ozmy

Z( 0 XITFiN x2+t7N2 ... x»+1S») VIxj-xj < 9jirL> UJj|]< 4" -
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Dalsza cze$¢ dowodu (oparta na lemacie 1) w niczym nia roéznisie od dowo-
du analogicznego twierdzenia w pracy [i]-

Zbudowalismy zatem pewne rodzine funkcji m zmiennych rzeczywistych
danych wzorem (18) i zaleznych od Jednego wolnego ciegu |MnJ. Mn ~ 1. Pa~
raaatrow rzeczywistych, z ktéorych kazda Jest klasy C™ w Em i kazda Jest
poza danym z géry zbiorem domknietym P c e" funkcje holomorflczne. Sps-
cjallzujec odbidér ciegu |Mnj mozna z tej rodziny wybieraé¢ funkcjo o do-
datkowych wtasnosciach specjalnych. Mozna na przyktad tak dobrac¢ cieg Mn
by funkcja f(x1 ..,xfi), nalezeca do tej rodziny, miata w kazdym punkcie
zbioru P osobliwo$¢ Pringsheima. 0 tym Jak to zrobi¢ napiazemy w od-
dzielnej pracy.
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PO 3BMe

a padosa EOsasKaaasaa: KOHorpyKijsa aamaftctBa $yHKiptfi f(x1,... ,xB) npii-
sgsaszaaiiti k C°° (e"), hs kotopmc saaptaa seim tch rojsxoMop<f»08 bhs stanea
aatsaanciro aarasysoro HEOzeeiBa E ¢ e . SyzKimz ssoro oaneftcsaa sasKoats ot
deoKoae™Horo pasa jroSc?h»tsuiwsiz napaMaspoB. Gootb«tOtsymnaa noiSop t»smx
oapauetpoB nosaasasT is stott caMBS Budzpati, JtyaKipiB o kokotoporna ao6«bo«i-
mmx cneuHMEEaMa. OBOicTBasats li npni»epy, Mozaa taz BMopait p*j napauespoa,
moOu BHépaHHaa (jjifmtujuz swejta a jwzAoit toisa «KozecTBa ? saotciBa llpna«*-
Hafiuat,
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ON A CLASS OF C°° FUNCTIONS IN EUCLIDEAN SPACE E™

Summary

A construction of a set of functions F(xj,.-..x") of the CO00 (E*)
class is presented. They are holomorphlc outside a given closed set FteEl.
They depend on the infinite sequence of real parameters. Some additional
special properties of functions can be determined choosing these parame-
ters. For example the Pringsheim singularity for the set P can be for-
ced.



