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O PEWNEO RODZINIE FUNKCDI KLASY C ~  W PRZESTRZENI EUKLIDESA e "

Stroszczenie. W pracy pokazano konstrukcję rodziny funkcji , 

należących do C°° (e ") , z których każda Jest holomorficz

na poza danym z góry zbiorem domkniętym P c  Em . Funkcje tej rodzi
ny zależę od nieskończonego cięgu parametrów rzeczywistych. Odpo
wiedni dobór tych parametrów pozwala z taj rodziny wybierać funkcje 
o pewnych dodatkowych własnościach specjalnych. Można np. tak do
brać wspomniany cięg parametrów, by wybrana funkcja miała w każdym 
punkcie zbioru P osobliwość Pringsheima.

Celem tej pracy Jest pokazanie konstrukcji pewnej rodziny funkcji, z 

których każda Jest klasy C ”° w e " i każda Jest holomorficzna poza da

ny* z góry zbiorem domkniętym P <= e *. Ponadto, funkcja tej rodziny zale

żę od nieskończonego cięgu parametrów rzeczywistych, których odpowiedni 

dobór pozwala uzyskiwać funkcje o specjalnych własnościach.

v(ï) * (B/jiï)(exp(-B2 (t+L)2-*xp(-B2 (t-L)2 ) , t e R. B. L - stała dodatnie

Funkcje v(t) traktowana Jako funkcja zmisnnej zespolonej t » x+ij, i - 

jednostka urojona, jest funkcję całkowitę. Z twierdzenia całkowego Cau- 
chyo'go wynika, że całka

i. Niech

(1)

c
i^, c - liczbę rzeczywista (2 )

ni« zależy ani od wyboru liczby c na osi rzeczywistej, oni od drogi łę~

częcej punkt (c,0) z punktem z. W  dalszym cięgu przyjmujemy drogę cał

kowania najwygodniejszą, tzn. przyjmujemy
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ostatnia całka obliczana jest po odcinku. Zbieżność pierwszej całki (rze

czywistej w granicach rzeczywistych) jest widoczna, istnienie drugiej też. 

Oznaczmy ponadto

A

u(x) « u(x,B,L) « J*v{t)dt, x e R. (4)

a.

Zgodnie z (3) mamy

- t j  ojtnuir y o rs b m  ę ła j i t m e n e ś  or-«sax<..« x+i^

u(x+i!r ,B.U) « u(x,B,L) + I v(t)dt.
J -yTetnżaob ■ «3. .*¡*6 s. ayn«

lanAohojipa.tn bo »taias y  
oitbot tai i aiawśog wónjęmaiag Ho<

(5)

ódob inbslw 
' jynwta

filach 1 ,h będę liczbami dodatnimi. Połóżmy L * 1+h. Wiadomo [1J, że

’»aleda ¿ntnP i^owłldoro 9 »•••oids slołaug 

O <u(x,B,L) <  1 dla każdego x e R, (6 )

  , ■ o i «che-. - anwao ii ośuiianwt #*nM«>io<j teef. yosnp t«t maioO
u ( x , B , u ) <  (l/2BhV*)exp(-B2 (x-L) ) dla X >  L+h, (7)

. jfu? ot bano** .*3 ' 9 myjętnsłaoc astołdt s myn

u(x,B,L),< (l/2BhVjf)exp(-B<i(x+L)2 ) dla x «  ein (e)

!#siw rioyr.Xsf.OBpa o 9{;03fnut óawjtsfeysu aiawsoei lódeb

u(x.B,L) >  i - (2/BhV3f')exp(-B2h2 ) dla x <• <  -L+h ,L-h>, (9)

sicie M  .1

u(x+i^ ,B,L) l«U(x,B.L) + (l/fiP) (exp(-B2 {x+L)2 ) + exp(-B2 (x-L)2) ) e x p ( S ^ 2 )

» „ y a b o b  miata J .C , •« , , . ‘ (J - :) S»i- ) o n e • i j* >qxsj < TĆ»\e> * (ł0)

dla wszelkich rzeczywistych x,J,
W przestrzeni E* weźmy pod uwagę a wymiarowa kostkę demkńiętę K o 

krawędziach długości 21, równoległych do osi współrzędnych. Niech punkt 
(a^,...,am ) będzie środkiem tej kostki. Weźmy następnie pod uwagę^koetkę 

domkniętę K współśrodkowę z K 1 krawędziach długości 2L + 2h » 2 1 + 4 h ,

równoległych do osi współrzędnych. Rozważmy zwlęzanę z kostkę K funkcję
r, - -  l( ^  ^ ł+K * S J b t ' V  | Cil)V I * 1 b V 3 V §

f(*l'x2  x,) ” f (xŁ . . . . ,*B ,B,L,M,C,r) »

-3i iPO-tb bo ins , Łsttiwytoes-i łao ar, s ydsołi uiodyw d o  i na ytełas **n
m ; r-ir.li' : . >

« ~5j p  n  ^u ^xj_ *j »B .L )c°# c (xj-*j)) - cm>>
c J-l

gdzie r Jest liczbę naturelnę, C,M,B,L sę stałymi dodatnimi. Niech d 

będzie liczbę dodstnlę, 9 ( (xŁ .... ,xB ) .K1) niech będzie odległości? punk

tu od kostki, K'.
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Lemat 1 

Jeżeli

(i) 2BhVśr >  i,

(ii) (21+3h) 2 0,ld2/m-l

(iii) | l j | ^  0,01d/Vm, J - 1 . 2  a.

(iiii) p ( ( x 1 ,.. . ,xB ),K') >  ęd,

to dla funkcji określonej wzorem (li) ma miejsce nierówność

|f(x1+i^1  I < 3 . 2 "  *xp(-0,62E32 d2 + 0,01 Vmd). (l2)

D o w ó d !

Ze wzoru Eulera, cosz » -— ----, wynika, ±e dla każdego j « 1,

jeet

W takim razie

m m

Z nierówności (lO) wynika, że dla każdego

+ (1/VaP) (exp(-82 (xj-aj + L)2 ) ♦

♦ exp(-B2 (x.|-a.J-L)2 ))expB^;2 j é  [uíxj-aj ,B,L) ♦

- Dj + S + (l/V3t)02 (exp(0,0001B2d2/m))",
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gdzie

m r

3 1 “ |~|u(xj-a ,B,L), 02 ■ (exp(-B2 (x1-s;J + L)2)+exp(-B2 (xj-aj-L)2 )) ,

J-i J-l

S jest s u r « 2n-2 iloczynów po m czynników poetsci

u(xj-Bj,S,L) i exp(-B2 (x1-e 1 +L)2 ) + exp{-B2 (xj~aj-L)2 ). 

Oszacujemy teraz kolejno Oj, 02 , S.

Z (iiii) wynika, Ze x * (x. . ,x_) K oraz to, 2# kwadrat odległości

punktu x od każdego naroża koatki K' jest nie mniejsza niż 0,64d , to 

znaczy

(a) każda z liczb postaci (xj-aj^0 2+(x2-»2il.)2ł ... + (z^-a^pŁ ) 2 (jest ich

2*) Jest nie mniejsza niż 0,64d2 .

Ponadto z tego, że x K' wynika, że zachodzi przynajmniej jedna z rela

cji

(b) Xj ^ <  a^-L-h .e^ + L+h >  , J ■ 1,2,... ,m,

to znaczy dla przynajmniej Jednego J spełniona Jest któraś z nierównoś

ci

(c) xj"aj < -L-h lub xj ”sj >  L+h-

Oeżeli zachodzi; wszystkie relacje (b), to dla keżdago czynnika iloczynu
2 2 2 2

Oj stosuje się Jedno z oszacowań (7)-(8) i Cj <  e “ 8 * <  ,-0,648 d ^

t2 Jest któręś z liczb występujących w  (a).

Oeżeli p (l< p < m - l )  spośród relacji (b) zachodzi, a m-p nie, to wtedy

dla p czynników iloczynu Oj maję mlajsce oszacowania (7) będź (8), a 

dla pozostałych spełnione «; nierówności

a -L-h x, a +L+h, s « l,...,m-p,
J, j , J,

to znaczy

-21-3h * -2L-h <  x -a, -L s; h < 2 U h  » 21 + 3h 
•>e Js
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-21 - 3h ■ -2L - h <  -h <  x. -a + L =S 2L + h « 21 + 3 h ,
•*8 6

czyli

(d) (x - a  i  L)2 ^  (21+3h)2«  2 ^ 1 ^ .
J# J 8

Wobec tego, dzięki (a), każda z liczb

(e) (x - » -  L ) 2 + ... + (x - a -  L ) 2
•>1 J 1 J p Jp

2 2 
Jeat ni« mniejsza niż 0,64d2 - °£z%" (-~p) >  0,64d2 - ° ^ | --(m-l) * 0,63d2 .

W tym przypadku (gorszym) -c 1 . 1 ... 1 . exp(-B2t 2 ) <  exp(-0,63B2d2 ),

p-m czynników

gdzie t ' 2 Jeet któreś z liczb występujących w (e). W rezultacie

(B) <  exp(-0,63B2d2 ).

Oszacowania iloczynu 02 Jsst łatwiejsze. Mianowicie, iloczyn 02 Jest 

sumę 2* iloczynów po m czynników postaci exp(-B2 (xj-«j —  L)2 ). Wobec 

tego, zgodnie z (a), Jest

(C) 02 <  2".exp(-0,64B2d2 ).

Oszacujemy teraz sumę S. Każdy składnik sumy S ma postać

S - u(x. -a. ,B,L)...u(x -a ,B,L).(exp(-B2 (x -a. +L)2 ) +
8 Ji Jl Ja J s s+l Je+1

+ exp(-B2 (x1 -a -L)2))...(exp(-B2 (x -a. +L)2 ) +
J«+l Je+1 Jm J»

+ exp(-B2 (x -a -L)2 )),
Jm Jm

gdzie J,....^,, Jeet pewnę permutację liczb 1,2,....a, 1 $  a S  a-l.

Wynik mnożenia nawiasów daje sumę 2n~ s iloczynów po a-c czynników po

staci exp(-B2 (x - a A ) 2 ). Oeżeli do k funkcji U(x. -a. ) ll(xH -a.. ) 
r t Jl Jl Ja a

atosuja się któraś z oszacować (7) - (8), to zastępujęc-te funkcje prawy- 

ai stronaai (7) będż (fi), a pozostała Jedynkami 1 wykonujęc mnożenie do

staniemy, zgodnie z (e), oszacowania
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(*) Ss <  exp(-B2d2 (0,64 - jjfy(m-k))), 9dzie 1 ■** k s£8 s£m-i.

Oeżeli natomiast do żadnej z funkcji uiż.-s.) u(x, -a ) nie stosuje
Js ^s

się ani (7), ani (8), to znaczy

x e <  a - L - h, a, + L + h >  , r « 1, 
J r  J  r  J r

to zgodnie z (e), każda z liczb

(x - a -  L ) 2 + ... ♦ (x - a ¿  l ) 2
Js + 1 ■’s+1 ■’m

2
Jest nie mniejsza niż 0,64d2 - •̂ ^ ■j- Cm -a) . W tym przypadku otrzymujemy

(**) S # < 1 1 . . . 1  exp(-B2 d2 (0,64 - 2x|(m-s))) , 1 «S s «  m-1.

s czynników

Uwzględniając (4) i (*#) możemy ostatecznie napisać S 9 <  exp(-0,63B2d2 ) 

i w rezultacie

(D) S <  (2*-2)exp(-0,63B2d 2 ).

Uwzględniajęc teraz oszacowania (a ) i (o), możemy napisać

|f(x1 + i ^ .... xm+i^m^l <  (M"/C4 " r ) (exp(-0,63B2 d2 ) + (2B-2)exp(-0,63B2d2 ) +

♦ (l/V?)m exp(o ,OOOiBZd2 ). 2B .exp(-0,64B2d2 ) )exp(o ,01 V m . d ) <  

(Mm/C4 B r )(2B .exp(-0,63B2 d2 ) + 2m .exp(-0,63B2d2 ) +

+ 2B .exp(0,000182d2 - 0,64B2d2 ))exp(o,01 YF.d) - 

- (2"Mm/C4 " r)(2exp(-0,63B2 d2 +0,01 md)+exp(0,0001B2d2-0,64B2d2+ 0 ,01Vmd)) 

< ( 3 . 2 B .MB/C4 B r )exp(-0,62B2 d2 + 0,01 Y F  d) c.b.d.u.

Lemat 2

Oeżeli liczbami całkowitymi nleujemnyml, to dla funkcji
f(x^,...,xB ) , określonej wzorem (ll), ma miejsce oszacowanie
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'c>
( t j

m f(x  X ) ® COS  ̂ c(x -8 )
• J-| -  . . U « ,

1=1 C J J« » i - * * .

).

(13)
gdzie

3 .«jl *  I 7 * 5ł r « C +Bł2B2 |xj-.r L|)tJ"1,xp(-B2 (xJ-.J ►L)2 )

t . - 1

Przy tym

(v ,COS J ( • ) :

,2 (xd-aJ -L)2 )).
j * 1 . 2

c o s ( .) dla tj=4 k

-sin(.) dla t J “4k+l

-cos(.) dla t̂ j =4k+l

sin(.) dla tj =4k + 3 ,

( 138 )

[x]I - oznacza silnię części całkowitej liczby x.

Dowód tego lematu w niczym nie różni się od dowodu analogicznego lematu w 
pracy [lj.

2. Niech P będzie dowolnym, niepustym zbiorem domkniętym leżęcym w 
E*. Rozważmy ciąg kostek

T k * { (xl  xm > ! lxjl <  2 “ - 3 - I . *  " J .  k  - 1 .2 ....

Każdę 2 nich podzielmy na przystające kostki domknięte o rozłącznych wnę

trzach i krawędziach, długości 2_ k , równoległych do osi współrzędnych. 

Otrzymane kostki nazywamy kostkami klasy k. Ponieważ zbiór P jest nie- 

pusty, przy dostatecznie dużym k pewien Jego punkt znajdzie się w kost

ce Tk , a więc w pewnej kostce klasy k. Niech kQ będzie najmniejszą 

liczbą naturalną o tej własności. Wtedy mają tę własność wszystkie liczby 

k ^ k 0 . Z klasy kQ wybieramy wszystkie te i tylko te ¡.kostki, których 

przecięcie ze zbiorem P jest niepuste, ustawiamy Je byle Jak w ciąg 
(skończony) i numerujemy

(c0 ) K 1 (K2 ......Kn ^.



74 L. Meres

Następnie wybieramy wszystkie takie kostki z klasy k0+l i numerujemy 

Kn 1+l'Kn 1+2 " "  ,Kn2 *

ltd.

Bioręc cięg (cQ ) , (Cj) (c^) otrzymamy cięg kostek domkniętych

K 1 (K2 ....,Kn .... (14)

o krawędziach równoległych do oei współrzędnych, których długości, w dal

szym cięgu oznaczane przez 21n , dężę do zera, gdy n — < »  . Ponadto z 

konstrukcji kostek (l4) wynika, że :

1° Każdy punkt zbioru P należy do nieskończenie wielu Kn>

2° Dla każdego punktu xQ ■ (x °...... x°)e E* takiego, że xQ i P, a

więc takiego, że d « 9 (xQ .P) ^  0 (bo P domknięty) istnieje liczba na

turalna N boku, że z nierówności n :> N i warunków

(W) | XJ - Xdl *  ^  J ■  ......

wynika, że

?( ( * !..... x„) <Kn) >  r?

(15)

gdfeie

m

h « 1?  «  1 (bo 1_ <  -i-r< k > 1 ) ,  K' Jest kostkę o krawędzi 2L +
n n n n 2 2

m m
+ 21^ - 21n + 4ljj, odpowiadajęcę kostce Kn w taki sposób Jak kostka k ' 

występujęca w lemacie 1 odpowiada kostce K,

Uzasadnienia wymaga tylko własność 2°.

Ponieważ długość krawędzi kostki Kp dęży do zera, gdy n —  o® (bo kost

ki K sę wybierane z coraz wyższych kłas, więc 1 — 0, a to pocięga 
n m 11

(2L +21^) —  0) , więc dla n >  N, średnica 2Vm (L +1*//Z) kostki K' Jest 
n n i / \

mniejsza niż 0,19d. W kostce Kp <= leży pewien punkt xn*(*l n  x- n )

zbioru P (bo tak kostki Kn były wybierane), więc punkt xp leży w Kn .

Skoro xQ 4 P. to z definicji odległości punktu od zbioru wynika, że

p(x ,x ) s-d. W takim razie z nierówności trójkęta wynika, że gdy n >  N. , 
» o n
to dla każdego punktu 1 6 Kń Je8t
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d < f ( x 0 .xn ) «  p(x0 .q) + p(q,xn ) < p  (x(j,q)+2Vi'(Ln+l“/,2) < p  (xo ,q) + 0,19 d. 

Stąd

p ( x Q ,q)>  0 ,8 1d dla każdego punktu q « K^.

Niech punkt x będzie punktea koatkl określonej nlerównościaal (w). Wte

dy z oatatnlej nierówności i prawa trójkąta wynika, Ze

0,81d <  p( x o ,q)< p ( x Q ,x) + p ( x , q )  »

*V X ^ ( x j " x p 2 + P (x.q)< V " ( o . Old/Via)2 ♦ p (x,q) ■ O,Old + p(x,q).
I J-l

Stąd

p ( x , q ) >  0,80d « yd dla kaZdego punktu q f K^.

Oznacza to. Ze

p(x.K'n ) > ę d  dla n > N j .

PoniawaZ (21n+3l"^2 )2— O, gdy n-—  <*" , więc dla n >  Ng będzie

(21n*3l"/ 2 )2 <  0,ld2/a-l.

Biorąc N • aaxCN^.Ng), dla n > N  zajdą równocześnie obie nierówności 

(15) e.n.

3. Weżoy pod uwagę ciąg (l4) koatak Kn , odpowiadający zbiorowi doak-

nlętaau P. Niech (a,_,.., ,a__) będzie środklaa koatkl K , 21 niechm  sin / \ n n
będzie długością jej krawędzi, j M n } niech będzla byle jakla ccląglaa 
liczb rzeczywistych, takla. Ze Mn ¿ 1 .  PołóZay

rn * 20"' Cn ■ M:.102n* V i : .  Bn - M-/2 .10n/l-/2 . L„ - l,,*!"'2 . (16)

Oczywiście, Cn > 1 ,  Bn >  1.

Weżay pod uwagę ciąg funkcji fn (x1 . ,xB ) związanych z kostkaal Kn , 

określonych wg wzoru (ll), tzn.
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fn (xl  x»> - 7 X T T -  n  (u(xJ-8Jn'Bn-Ln ’C08Cn (xJ-ajn>> (l7)
Cn n j - 1  

i rozważmy szereg

OO

F(xl  xm ) =2 Z fn (xl  xm>- (l8)
n»l

Twierdzenie 1

Szereg (l8) i wszystkie szeregi pochodnych

t 1+t2+...*t

E
s 1 2 " V x i  «■>

,  a « , 1. . . ® * "n = l 1 m

sę jednostajnie zbieżne w całej przestrzeni Em , ich sumy są więc równe

tl+t2+ ”'’+tm*...... "F(x1 ......x„)

*1
0 x, .. .'3 x

i cięgła, czyli F(xlf. .. ,xB ) Jest funkcję klasy C ~

Dowód ;

Niech będzie tj 20n - tn> J » 1 , 2  m. Ponieważ

|cos( j)cn<xj-ajn>| ^  x ‘ 0 < u ( x j-aJn'3n'Ln ) <  J * 1 '2 ......m >

więc

K )
C 08

(a) 4 r E t j  Jn U (xJ-ajn-Bn'Ln> 

Cn J

*£ ( M .io2nł1)3,20 . i - i .

Ustalmy j. ( }j

Zgodnie z lematem 2, możemy, uwzględniajęc (1 6 ) i fakt, że ■. “ ,-r—  roś-

nie ze wzrostem t ̂ , nspisac
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|ej ^ / [-jŁ5— 3 i } (CnJ /Cn n)((l+ C ^ 2 -C^|xj"a jn + Ln | ) J

2

.  exp(-B2 (xj-ajn+Ln )2 ) + (l+ ^ +2 . ^ | x j-a;jn-Ln|)tj \  exp (-B2 (Xj-a j  n-Lp )2 ))

(m ™. io2n+1/i!ll)20 _1
( t i / 2 . 10n/ i - f ? ) ( ( 2 0 " ) l / [ S 2 j i ] ! )  . Ls: .inTL 4    .

n n L Z J (m ” .10 /l")4.20

,«1/2

+ (1 ł + I§lxj"aJn'Ln ! )2° ^  * lo2" (xj-ajn’Ln ) 2 ) 5

. ( (20")!/[2°s=i] !)(!/#) ( l ^ - ;2°n/M^"-^20"* \  . 10^ n+3 ) . 20n +n+l^ < (w) >

gdzie vy oznacza wyrażanie stojące w nawiasie przed znakiem równości.

Dla nieujemnych t. funkcja dodatnia

g(t) = (a+bt)exp(-dt2 ) , c - liczba naturalna, a,b,d - stałe dodatnie,

ma pochodna g'(t) » -(8+bt)c_ 1 (2bdt2+2adt-bc)exp(-dt2 ) , której znak zale

ży tylko od znaku trójmianu kwadratowego, występującego w nawiasie. Trój- 

miar/ ten ma dodatni pierwiastek

,r? 2 2 ~-2ad + 2 tB"d + 2b cctQ = -----------^ ---------- .

wobec tego dla O <  t <  tQ , git) rośnie, a dla t >  tQ g (t) maleje. 

Oznacza to, że w punkcie t = tQ , funkcja g(t) ma maksimum absolutne, 

to Jest

g(t) ^  g(tD ) dla t 3ł O.
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Przyjmując

1m/2 M m

f = I x i“a -i„-L„l - a = 1 + ■ —  ,■ n— — T , b = —  , c = 20n -l, d = —  102 n ,| J jn n| Mm72 1Q n+l' 10' j,m
n * n

dostajemy

< - > *  «<■ * ¿ A r  * i§.0 )2o"-i'«»(-M:-“ 2n-to/i: > --
n

lm/ 2 n

2(1 * irrr— FT7T ł °'5tn)2° _1M . 10 0n

Ale

I o 1
1 a/T“c^tO * - 1  • i + +  2 § <  - 1 1 + + &  = i  â 2~

M . 10 I 10 Mn
2\F > _ V ^ n  ^  W  „„2n' >  < 5'i2 (l l § ) Mn > ł > 1n < l ) -

Zatem

(w) ^  2(l ł^ r  + ^ i )2° _ 1 < 2 - 102

W rezultacie

, 3 m . 20
(■uN |p I (20 ) 1 _J2_______________   2__

I j,tjl "  ĵ20^-lj ‘ V* ' M 3.20n + |  ' 1 0 (6n+2).20 +n+2 .............. m‘

Uwzględniając oszacowania (a) i (b), lemat 2 i to. Ze k ! s£ kk , więc

(20°)l <£ (20n <  (100n )20 = lO2"-20" oraz [ 2-°”~ 1 j j >  i,

możemy napisać

t. + —  +t

  n^xl *m>

l m

M"'((lm/Mm.1 0,2n+1^3. 10
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♦ (2 .1 02n -2°n .l2--20n/v ? M3--2°n+ | . 1 0(6n+2).20n+n+2))-

((13 m .20n/M3 * .20n-l^1Q6 n .20n+3 .20° ̂

+ ^213«i.20n^ _ lM3«i.20n + | - 1 1Q4n.20n + 2.20° + n + 2)n <

<  ((l/104 n *2°n+2-2°n ) + (I/IO4 "-20"*2 -20"))" - 2»/102" (2n+l)-2° n

(l/104" n *2°n ) (2/ 102 *2°n )n' <  l/10A a n ’2° n , ( ! „ <  1 .

Ostatecznie

t, + .. , + t 
® fn^x l ......XB )

i x j ł. . . a x ^

<  ----- -̂---  dla wszelkich x, ,...,x_ e R,

104nn.20

|tj| <  20n , J . 1 ,2 .

Z oszacowanie (l9) wynika, że szereg

,a. (19)

t,+..,+t_
1  BI

fn^xi  xiJ

® x l 1 -"'öxa"

gdzie n ( ,...,tB ) Jest taks liczb« naturalne, ie

■ax( tj ,... , tB ) ̂  20N ^*1 "  '’ 'fm ^ , na najorantę liczbowe

O

I
n«N(tj,...,tB )

104 n n . 20

zbieżne i to niezależnie od Mp ^ 1 .  Ponieważ liczba N i t j .....tB ) Jest

dla całej przestrzeni Jednakowa (noże się znieniać tylko ze zalań« 

t.,...,t ), więc szereg ten, a tyn samym szereg
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Jest Jednostajnie zbieżny w całej przestrzeni E°. Wobec dowolności 

t 1 >...,tm> wszystkie różniczkowania wyraz po wyrazie szeregu (18) 89 do
zwolone i F ( X j . ,xB ) jest klasy 0°" w e" c.n.u.

Twierdzenie 2

Oeżell rn « 20n , to dla każdego punktu (x1 ,...,x|||) € Em spełnione 

sę nierówności

O O

I

4rar_+t,+. . , + t cs n 1

4r„+tt 4r +t. 4 r + t
2xl ix2

C  1 , (20)

gdzie ti ° O lub 1 , i » l,2 ,...,m.

Dowód (20) wynika z oszacowania (l9) i w niczym się nie różni od dowodu 

analogicznego twierdzenia w pracy [l].

Twierdzenie 3

Wszystkie funkcjje f(x1 ,...,xb ) (zależne od wolnego cięgu | M n| Para_ 
metrów rzeczywistych Mn > 1 ) określone wzorem (l8) są holomorficzne w 

każdym punkcie zbioru Ew-P.

Dowód :

Niech F( x j , . . . będzie funkcję określonę wzorem (i8). Niech xq » 

■ (x® ,Xg,... ,x°) fi P. Ponieważ wszystkie składniki szeregu (l8) sa funk

cjami całkowitymi, więc wystarczy wskazać m wymiarowe zespolone otocze

nie Z^x •, punktu xQ , w którym szereg (l8) będzie zbieżny jednostajnie

(tw. Weierstrassa).

Niech d - p ( x o ,P) > 0  będzie odległościę punktu xQ od zbioru P, Po

łóżmy

Z
( O (X l*i^l ,x2+ t^ 2..... x» + 1S » ) ! |xj-xj | <  9ji r L > U j | < ł ^ -

J » 1  m
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Dalsza część dowodu (oparta na lemacie 1) w niczym nia różni się od dowo

du analogicznego twierdzenia w pracy [i].
Zbudowaliśmy zatem pewnę rodzinę funkcji m zmiennych rzeczywistych 

danych wzorem (18) i zależnych od Jednego wolnego cięgu |M n J. M n ^  1. Pa~ 
raaatrów rzeczywistych, z których każda Jest klasy C ”“ w Em i każda Jest 

poza danym z góry zbiorem domkniętym P c  e" funkcję holomorflcznę. Sps- 

cjallzujęc odbiór cięgu |M n j można z tej rodziny wybierać funkcjo o do

datkowych własnościach specjalnych. Można na przykład tak dobrać cięg Mn 

by funkcja f(x1 . . ,xffl) , należęca do tej rodziny, miała w każdym punkcie 

zbioru P osobliwość Pringsheima. 0 tym Jak to zrobić napiazemy w od

dzielnej pracy.
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ON A CLASS OF C°° FUNCTIONS IN EUCLIDEAN SPACE E™

S u m m a r y

A construction of a set of functions F(xj,....x^) of the C 00 (E*)

class is presented. They are holomorphlc outside a given closed set FteE1". 

They depend on the infinite sequence of real parameters. Some additional 

special properties of functions can be determined choosing these parame

ters. For example the Pringsheim singularity for the set P can be for
ced.


