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0 PEWNYCH WLASNOSCIACH ZBIOROW TYPU GE W PRZESTRZENI EUKLIDESA e"

Streszczenie. W pracy udowodniono zaleznosci (4) - (15) odnoszece
sie do zbioréw klaay G,j w przestrzeni Euklideaa E". Rezultaty te
stanowie wzmocnienie 1 uog6lnienie ne przestrzen o dowolny* (skon-
czony*) wymiarze analogicznego wyniku dla przestrzeni E2. Udowod-
nione twierdzenie noze znalez¢ zastosowanie przy rozwigzywaniu pro-
bleﬁu osobliwosci Pringeheina i Cauchy®ego dla funkcji wielu zmien-
nych.

Wiele probleméw analizy matematycznej, zwhaszcza takich, ktére dotycz«
charakteryzacji pewnych zbioréw, wymaga konstruowania funkcji, ktére na
danych z go6ry zbiorach posiadaj« z gory narzucone wkasnosci. Szczeg6lnie
wazne role w tego typu problemach odgrywaj« zbiory borelowskle. W prze-
strzeni Euklidesa E* s« to twory do$¢ skomplikowane (nawet te klasy O,
tj. domkniete lub otwarte), wiec zreczny ich rozktad na inne zbiory o do-
statecznie prostej (i znanej) budowle, moze znacznie uprosci¢ lub wrecz
umozliwié¢ konstrukcje potrzebnej funkcji. W niniejszej pracy zajmujemy sie
zagadnieniem tego typu w odniesieniu do zbioréw klasy g<&- Rezultaty, ktoé-
re tu przedstawiny, wydaje sie by¢ ciekawe same w sobie, ale jest mozli-
we, ze znajde zastosowanie do charakteryzacji zbioréw osobliwosci Pring-
sheima i Cauchy®ego dla funkcji wielu zmiennych (ezeczywistych). Do ta-
kiego przypuszczenia sktania fakt, ze praca stanowi uogélnienie analogicz-
nego wyniku dla osi liczbowej (dowody réznie sie istotnie - ten dla zbio-
réw na osi nie da sie bez Istotnych zmian przenies¢ na e", a >1), ktéry
umozliwi4 Z. Zahorskiemu podanie pednej charakteryzacji zbioréw wymienio-
nych osobliwosci dla funkcji jednej zmiennej [i]- Problem ten Jest roz-
wiezany w klasie funkcji f(x,,... ,xB) =z jednym tylko rodzajem osobli-
wosci) .

Oznaczenia:

E*5 - przestrzen Euklidesa m wymiarowa,
X« £*<=> x « (x1.x2,... ,xB), Xj ¢c R, 1»1,2,...,m,
A - domkniecie zbioru A.
p(p,q) - odlegtos¢ (euklidesowo) punktéw p,q e e,
p(p.A) - infp(p.a).

asA

p(A,B) « infp(a,b),
acA.bcB
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cieg
zawiera wszystkie kostki PnzI odpowiadajace rozktadom (3),
®
Kn 3 P-,,.k. ©
dn*1> d n- (10>
*n+l ¢ Bhc Kn-* {1
GnB, m5n K, (12)
T,e Kn. (13)
Tnc Tn+i" (|4>
15
U > (15)
n«l
Uwaga 1

Gdy G $# . to zbior Kn wystepujacy w (I13) moze by¢é zaatepiony przez
Kn. Stabsze wersja tego twierdzenia, bez wymagania by zbiér 8n byt zito-
zony ze skonczonej liczby kostek (kwadratéw) domknietych o roztecznych
wnetrzach 1 majecych krawedzie réwnolegte do osi wspétrzednych Jest dla
a » 2 udowodniona w [2].

Dowdd:

Cleg (7) 1 liczby mn* spatniajece nierownosci (8) definiujemy tak sa-
mo jak w pracy [2] (zastepujec jedynie stowo kwadrat stowem kostka).Licz-
by kn i dn spainiajece przy kazdym n » 1 warunki (9) 1 (10) roéwniez
okreslamy tak Jak w [2].

Rozwazmy m rodzin hiperptaszczyzn prostopadtych do osi wspodrzednych i
przecinajecych te osie w punktach o wsp6trzednych catkowitych. W tan spo-
s6b eate przestrzen E* podzielimy na kostki domkniete o roziecznych wne-
trzach 1 krawedziach réwnolegtych do osi wspétrzednych. Dtugosci tych kra-
wedzi wynosze 1/2°. Otrzymane w ten spos6b siatke nazywamy siatke rzedu 1.
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Prowadzac hiperptaszczyzny symetrii kostek siatki rzedu 1 (prostopadle do
krawedzikostek)otrzymamy siatke rzedu 2 itd. Po n krokach otrzymamy
siatke rzedun-tego,ktérej “oczkami" sekostkidomkniete o roz4acznych
wnetrzach i roéwnolegtych do osi wsp6drzednych krawedziach ddugosci 1/2n_1.
Niech Hn bedzie sumg tych wszystkich i tylko tych kostek domknietych
siatki rzedu n-tego, ktérych przecigecie ze zbiorem G jest niepuste. Ga-
sne, ze dla kazdego n spednione sa warunki G cH cH n i w konaek-
wencj i

n+1

G n Hn = G. (16)
Pot6zmy

Bn - Hn n K,. an

Poniewaz liczby dn (zdefiniowane wyzej, a okre$slajgce kostke Kn) sg na-
turalne, wiec ze sposobu budowy ciggu siatek wynika, ze zbidér Bn Jest al-
bo pusty albo jest sumg skonczonej ilosci kostek domknietych o rozdacz-
nych wnetrzach siatki rzedu n-tego. Zbiér 8n jest oczywiscie domkniety,
ponadto z definicji (17) wynika, ze

to znaczy spedniona Jest prawa czes¢ (Il1). Mnozac obie strony (I7) przez
zbioér G i uwzgledniajac (16) dostajemy (12). Istotnie,

gnng:(hnn kr] nG»(hnng)n K .gn K.

Niech

G n BN -GN dla n =1
def

19
G n Bn_1 - Gn dla ni 2.

Zbiory $n jako roéznice zbioru domknietego i otwartego sg dpmkniete. Le-
wg czes¢ (1), (5), (6), (4) i fakt, ze zbiory $n sg nigdziegeste dowo-
dzimy tak samo Jak w pracy [2]. Nalezy Jedynie zauwazyé¢, ze p (Pn ~, Em -
- Gn)> 0 dla wszystkich &,J5; 4 zastgpi¢ " p71z0 2z Uh,  Seecsembe bor-
fowe w E2 kula w E¥. kwadrat j(x,y): -dn_1 dn-1~ -dn-1~y<dn-1i
kostka K Kgahiee> J(y) 5-d s x i d . -di y< d I kestk§ «n.

Pozostaje zdefiniowaé zbiory T " udowodni¢ (13), (14) i (15). Oeze-
li w (18) zachodzi réwnos¢, to przyjmujemy T -®. Oezeli w (18) réwnosc
nie zachodzi, tzn. an C w sensie whasciwym, to zbiér
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An “ Kn - Bn (20>

jest ograniczony, niepusty 1 otwarty (réznica zbioru otwartego 1 domknie-
tego). Zauwazmy, ze

Ap < Aok dla kazdego n. (21)

Istotnie, jest to oczywiste, gdy An « i .Niech An + 1 i niech q e A~
Poniewaz Ap jest otwarty, wiec istnieje kula u(q,r) o $rodku w punk-
cie q i dodatnim promieniu r, lezeca wAn, awiec u(q,r) ¢ Kn. w ta-
kim razie n N u(q,r) c Hon Ka W n Ko »B_. dezeli zatem p«H r{1u(q,r),
to p e Bn. Z drugiej strony, p e Hn n u(q.r) pociega ptU(q,r), a wiec
peAn, czyli p4 Bn. W rezultacie Hnn u(q,r) =®. Poniewaz Hn+icHn>
wiec tez Hn+l n u(q,r) » 4. W takim razie g 4 Hn+i 1 wobec tego (#)
g 4 Bn+l (zob. def zbioru Bn+i)- Poniewaz q e An, wiec q « <n i sted
ge Kntl (bo dn+l > <l)m Sted i (*) wynika, ze q e An+1l, co dowodzi
(212).

Oezeli w (18) réwnos¢ zachodzi przy kazdym n, to e" - G «*. Istotnie
powiedzmy, ze tak nie jest. Niech p e E* - G. Zbiér En - G jest otwarty
wiec istnieje kula u(p,r), r >0 taka, ze

(ax) U(p,r) ¢ E" - G.
Istnieje liczba Nj taka, ze
(e2) p « «n dla wszystkich n> N (bo dn dezy do nieskonczonosci).

Z zatozenia wiemy,, ze K_ =B, =B, «H n Kc H_n c H dla n=1,2,.,
n H H n n n n n

Wobec tego i (e2) jest p c Hn dla wszystkich n> Nj, a sted

(a3) p(p.Hn) » O dla wszystkich ns*Nj,

(bo warunki pc A i p(p,A) =0 se roéwnowazne). Punkt p jJest =zawsze
punktem pewnej kostki Kp n przy kazdym numerze n rzedu siatki (przy
tym Kp.H+I c Kp,ﬁ-)' Wobec (al), zadna kostka siatki rz§du n lezeca w
u(p,r) nie wcbodzl w Sktad Hn. Poniewaz Srednice kostek siatki rzedu n
wynosze 7w"2n_1, wiec Jezeli (Ym/2n-1)< r/2, tj. n & 1+[2+logjjl- d] « N2,
[xj - czes¢ catkowita liczby x, to odlegto$¢ punktu p od najblizszej
kostki wchodzecej w sktad Hn Jest wigksza niz r/2, a wiec

(ad4) p(p.,Hn)> r/2 dla né& N2.

Warunki (a3) i (@) se dla n > max(N1,N2 sprzeczne.
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A wiec, gdy w (18) zachodzi réwnos¢ dla wszyatkich n, to Em - G mf 1
ktadziemy T, m Tg » ... Oasne, ze w tym przypadku Jest (13), (14),
(15), Zato6zmy, ze w (I8) roéwnos¢ ma miejsce nie dla wszystkich n. Niech
nQ bedzie pierweze liczbe naturalne, dla ktéorej w (18) Jest zawieranie
whasciwe. Woéwczas zbidr otwarty AqO okreslony wzorem (20) Jest niepus-

ty, a wobec (21) niepuste se tez zbiory An +1> An +2,...

0 o

Niech i bedzie rzedem sietki majecej te whasnos¢, ze przynajmniej Jedna

jej kostka lezy w zbiorze A . Takie i musi sie znalezé, bo An Jest
o} o}

niepustym zbiorem otwartym. Gdy nQ > 1, to zgodnie z przyjete wczesniej

umowe kdadziemy T. 3 ... « T , =% . Niech Tn +f, km0,1,2,... be-

o o}
dzie sume tych wszystkich i tylko tych kostek wzietych z siatki rzedu i+k,

ktére catkowicie leze w zbiorze A .
no K

mamy okreslone zbiory T , ktére albo se puste albo se sumami skonczonej
ilosci kostek domknietych (bo An se ograniczone) o roziecznych wnetrzech
i rownolegtych do osi wspét#rzednych krawedziach. Zbiory Tn speidnlaje o-
czywiscie warunek Tq < A® dla kazdego n, a wiec tez TnnBn » i, czyli
spetniony Jest warunek (b) tezy naszego twierdzenia. Z faktu Tq < An i
definicji zbioru An wynika natychmiast (13). Poniewaz AjC A2c AjC...,

W ten spos6b dla kazdego n>1,2,...

wiec ze sposobu budowy ciegu siatek 1 definicji zbioréw Tp wynika, ze
Tx T2 c t3 <=___  a wiec Jest (14). Pozostaje udowodni¢ (15).
Niech g « e"™ - G. Z wcze$niejszych rozwazan wiemy, ze dla n N2 kostka

domknieta Kq n siatki rzedu n, w ktérej lezy punkt . Jest vrozteczna
ze zbiorem Hn. w takim razie kostka Kg n nie Jest sktadnikiem zbioru
Bn przy n "~ N,,. Z drugiej strony musi sie znalez¢ takie N1 ze gdy mN",
to Kq , @ # . Tak wiQC kostka Kq T nIeZy w zbiorze An dla n - max(N. ,
Nr), czyli w zbiorze Tq (z definicji zbioru Tn). Sted =zas$ wynika, ze
g e Tg, gdzie n » max(N2,N), a wiec rowniez gqe U Tn* Pokazalismy za-

Zawieranie w druge etrone uzyakuje sie ldentycznym sposobem co relacje
(38) w [2], trzeba tylko zastepi¢ Eg przez E*. kwadrat domkniety koat-
ke Kg 1 odpowiednio kwadrat otwarty kostke Kn. Relacja (15) zostata
udowodniona. Udowodnilismy zatem nasze twlardzenie, w przypadku gdy G fi .
Jezeli G Jast zbiorem pustym, to przyjmujemy zbiory Gp Jako wnetrza
kul otwartych o promieniach rn » I/n i wspélnym Srodku (np.  poczetku
wspo6trzednych), z wyteczenlem tego Srodka. Liczby mn, kq, dq okreslamy
Jak poprzednio. Zbiory Bn 1 @®n przyjmujemy Jako puste. Tq m «n, Wszyst-
kie punkty tezy naszego twierdzenia se w tym przypadku spednione w spo-
s6b oczywisty.
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B paSoTe AQKa3aHU (fopuyzu (4) - (15), Kacacqzeca zho39ctb Kliacca b
Bbkjmaobou apocipaHcTBe E m, noliyzeSHue pesyjiviaiu njiw cA 0S00gaJoqzKz
AJts. HueJogax azazorzzHux b npocTpazciBe E . JoKa3aHEaa Teopeua uojcbt Haitih

npmeHeHHe npz peaeHHz ocofieaHocieS npzarmeitMa a Kona xxa UHoronepeueHHUx
QPKifita

ON SOME PROPERTIES OF TYPE G~ SETS IN EUCLIDEAN Em SPACES

Summary

Properties (4) - (15) connected with G,J sets in Em spaces are pro-
ved. They generalized results of the similar properties for E
They may be used to solve Pringsheim®s and Cauchy’s
blems for multivariable functions.

spaces.
singularities pro-



