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PRZYBLIŻONE ROZWIĄZANIE UKŁADÓW NIELINIOWYCH RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH 
ZWYCZAONYCH Z ZASTOSOWANIEM WIELOMIANÓW CZE8YSZEWA

Streszczenie. W artykule opisano metodę przybliżonego rozwlęzy- 
wanla układów nieliniowych równań różniczkowych zwyezajnych metodę 
Galerklna z zastoaowanlea wieloalanów ortogonalnych Czebyszawa pier
wszego rodzaju. Otrzymano algorytay bezpoóradnio dyskretyzujęee pro
blem opisany układem równań różniczkowych.

1. WSTĘP

Calem niniejszej pracy Jest uogólniania metody przybliżonego rezwlęzy- 
wanla liniowych układów równań różniczkowych z zastosowaniem wielomianów 
Czebyszawa pierwszego rodzaju, w metodzie Calerklna dla problemów opisa
nych nieliniowymi równaniami różniczkowymi.

Idea prezentowanej metody polega na rozwinięciu poszukiwanych funkcji 
w ezereg Fouriera wzglfdeo wielomianów Czebyszawa, a następnie na mnoże
niu równań przez kelejna funkcja bazowa. Całkowanie otrzymanych w tan 
sposób równań, w przypadku układów równań różniczkowych liniowych, prowa
dzi bezpośrednie do liniowych układów równań algebraicznych. Sytuacja Jest 
odmienna gdy mamy de czynienia z równaniami nieliniowymi, gdyż tu ńle mo
żemy zaetosować w sposób naturalny warunku ortogonalnoścl. W prezentowa
nej pracy uzyskano jawnę postać operatorów, których zaatoaowanle do ww. 
przypadków nieliniowych dyskretyzuje problem sprowadzajęc go de układu 
nieliniowych równań algebraicznych.

Dogodna reprezentacja macierzowa tych operatorów ułatwia ponadto algo- 
rytolzację zagadnienia. Przedstawiona metoda daje możliwość konstrukcji 
ltsracyjnych równań wariacyjnych, por. [ś], dla problemów wielowymiaro
wych, gdy pawian wymiar badanego obiektu jest wyróżniony względem pozo
stałych, z takim przypadkiem mamy do czynienia np.j w teorii powłok. Kon
cepcja tak sformułowanych itaracyjnych równań wariacyjnych daja możliwość 
naturalnego połęczenla z metodę elementów skończonych. Metody z zastoso
waniem wielomianów ortogonalnych Legendre'a w liniowych zagadnieniach te
orii powłok prezentowana aę w pracy [ó], a w problemach termosprężystości 
powłok o zmiennej grubości w [7]. Wymieniona prace zainspirowały autora 
do uogólniania prezentowanej w nich metody na problemy nieliniowe dla wie
lomianów Czebyszawa.
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Łatwość algorytnizacjl przedstawionej astody aoże w pewnych przypad
kach decydować o jaj przewadze nad aetodę elaaentów skończonych będź róż
nic skończonych. Tak bfdzle Jeśli aaay do czynienia z grup« zbliżonych 
układów równań różnl«cyal się rzędami pochodnych w pewnych wyrażeniach lub 
gdy żę damy polepszenia dokładności rozwiązań. W wyalanionych przypadkach 
zejdzie konieczność zalany echeoatu różnicowego lub funkcji kształtu oraz 
istniejącego podziału. W prezentowanej aetodzie oba przypadki wysuszaj« 
Jedynie zmianę stopnia rozwinięcia funkcji, por. (2.7), co bezpośrednio 
umożliwia ogólność zapisu. W pracy nie podjęto probleaatykl zwlęzanaj za 
zbieżności« aetody. Zagadnienia ta rozwięzane dla przypadków liniowych s« 
bardzo trudne dla ogólnych probleaów nieliniowych. Oadynie dla pewnych 
klaa zagadnień nieliniowych udało się uzyskać zadowalajęce rezultaty [l],

2. WIELOMIANY CZEBYSZEWA PIERWSZEGO ROOZAOU

Własności wleloalanów Czebyszewa T , n • 0,1,2,... s« powszechnie 
znane [5], [s], W punkcie tya podaay Jedynie niezbędne w dalszej części 
pracy zależności.

Załóżny, że przedziałea ortogonalności a zarazem dziadzinę wyatępuję- 
cych dalej funkcji będzie przedział <-1, i > . Uogólnienie na dowolny 
<a, b >  Jest trywialna.

Warunek ortogonalności dla ww. wielomianów można wyrazić wzorea

Plezeay krótko zamiast Tk(x). Łatwo wyznaczyć współczynniki rozkła
du wielomianu Tn względem potęg x

[2], [3].

1 C(k). k - 1
(2.1)

-1 0 k i 1

gdzie 1

oj» (l-x2)"1/2, C(k) =
3C , k » 0

y  2, k >  o

n
n ■ 0,1,2• e • e «

k-0

(2.2)

Bp » 0 dla i f n-2p, p » 0 , 1 ............[n/ 2J -
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Zajolany się taraz reprezentacja wielomianowa wyrażenia *kTn- Stoaujac 
wzór rakurancyjny

xTn * 2(Tn-l + Tn+1^' (2.3)

aozna uzyskać ogólna zależność

2k

Załóżay, ża

*“Tn * X>i<">Tn-k+l' 
1-0

k - 0,1.2,...

Tr - O dla n <  O.

(2.4)

Współczynniki A^(n) aa wyrażona nastgpujgeya wzoraa

Ak(n)
2_k(i)2) i - 0,2.4 2k

O dla pozostałych 1
n « 0,1,2,... (2.5)

Kolejna zależność wl*ża pochodna wleloolanu z wlalonlanaal niższych stop
ni 1 oa naatapujaca postać

37Tn(x> - ¿ DnTn-k' (2.6)

gdzlo

k-1

n dla n-nlaparzystych i k - n,
O dla k parzystych,
2n dla pozostałych n, k.

Przez N-t* '‘«zwinięcie uN(x) funkcji u(x) względes wlaloalanów T 
rozuoloć bfdzleoy sueg czaśclowa

n
“n (x> Tk(x)l

k-0
(2.7)

gdzie

1
{; - J  u(x)Tk(x)dx. 

-1
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S [U1 * hE K>Trf>dx -¿Aj[(n)C(n-k*l)a=SiŁ.

Si

(2.8)

Oznaczmy przez 0*̂ , V N wektory

ro i n ] „  fo i n !
“ N ’ [H'U.... uJ' V N ■ [v'v......... ęj-

I niech £ » £ - O. dla k <  O lub k >  N.
Wprowadźmy obecnie operatory

I N  2k
/ B“(E  hTi>Tnwdx ’ E  
-1 i-0 1-0

S M  - / xk<E łTi)(E  $Tj)TiFdx ’ /(E  M
-1 i-0 J-0 -1 i-0

N n 1 N N n 2(p+k)
<E ¿v E bS*b*''"'” ■ /<E K > E  E  Ej»0 p*0 -1 1*0 j*0 p*0 1*0

N n 2(p+ k)
•5*rk(j)’-,.̂k.1 s—  - E  E  E

J *0 p*0 1*0

C(j-p-kel)i=E=!5iŁ i.
Wzory (2.8) sprowadzają się do prostego zapisu macierzowego

k [u,v] . (2.9)

I-
gdzie Lp Jest macierz« o wymiarach (n+1) x (n+1) wyrażajęcę się wzorem

3

k-0

gdzie E k • ♦ macierzami symetrycznymi o elementach określonych naetępu- 
J»co

[Ek] - Ar-q+k^q-1  ̂ Ci1"-1)* k “ 0.1.2.... r,q - 1,2.... N+1. (2.11)



Przybliżone rozwiązanie układów nieliniowych.. 151

Zakładamy, Za

A^(n) - O dla 1 <  0 lub 1 >  2k

3. PREZENTACJA METODY

Przedmiotem metody tę układy nieliniowych równań różniczkowych zwy
czajnych poataci

«9 poszukiwanymi funkcjami, pj a« wielomianami Pj+Pg*...+p2+l = p. +1 
iPi)zmiennych Uj .Uj  u^

Zakładany, Za wepółczynnikl tych wielomianów a* równe 1, dalaj f* aa wie
lomianami zmiennej x, rk oznacza ilość akładników w k-tym równaniu. 
Układowi równań (3.1) odpowiada układ p£  warunków brzegowych. Na wstę- 
ple opiszsny metod-j, gdy wielomiany F^, aa drugiego stopnia (wystąpią 1“ 
loczyny dwóch funkcji niewiadomych), przy czym kolejne pochodne funkcji
u.j traktujemy - jako odrębne nieznana funkcje, razem p^ + 1 niewiado
mych funkcji.

Zastosujemy metodę Galerklna. KaZdę poszukiwana funkcję u1 aproksy- 
aujeay jej rozwinlęclSM stopnia N^, wkględem wielomianów T., por. (2.7)

k - 1.2,...,1 (3.1)

gdzie

U1 “ x 6 <-l.l>. i “ 1,2,...,1

(3.2)

N+l składników

gdzie;

1
N » max Ni# i - 1,2,....1, N̂ -,- 7 ^ .

i«l
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Przy czym winna zachodzić relacja

Ni >  pi' i * 1.2....,1.

Na równaniach (3.1) dokonujeay następujących operacji 

1

Stoeujęc jawnę postać operatorów ( 2 . 8 ) ,  otrzymany (N+l)xl równań algebra
icznych

- / 1 (pl5 ipl} / sFk(ulN1*MkN1 “iHj  W  “ °' (S’4>

z czego tylko N ^ + 1 jest liniowo niezależnych.
Niewiadomymi *ę teraz współczynniki rozkładu funkcji względem wielo

mianów Czebyszewa. Oest ich P.

1
P - ̂  PiNi + N£ + 1. (3.5)

i-1

Warunki brzegowa zamieniamy na p^ równań względem niewiadomych współ
czynników przez bezpośrednia zastosowania wzoru na Tn(—1):

Tn(-1) - (-1)". Tn(l) - 1. (3.6)

Pozostaje kwestia powlęzania współczynników rozkładu k-tej pochodnej fun
kcji uA ze współczynnikami rozkładu k-l-szaj pochodnej tej funkcji. Sto- 
sujęc wzór (2.6) można uzyakać następujęce zależności:

N
TTT ■ ^  rj—(k-l) h(n,l), n »0,1 N-l, (3.7)

gdzie:

utrr z —  ut
i l«n+l

h(n,1)

1. dla n ■ 0, l-nisparzyatych,
0. dla n * 0, 1-parzystych,
21. dla i-n - nieparzystych.
0. dla 1-n - parzystych.
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1
Po zastosowaniu powyższych relacji otrzymany brakujące p. N. równania.

1»1NZachodzi oczywiście ~ ^ y  '* °* l«cz ten zwlęzek nie wnosi informacji do

obliczenia współczynników rozkładu funkcji u^ “ .
Przypadek, w którym w równaniach (3.1) wielomiany F* sę wyższych rzę

dów sprowadzamy do poprzedniego przez kolejne zastępowanie iloczynów dwóch 
funkcji pewnymi nowymi funkcjami, aż do momentu pojawiania się iloczynów 
dwóch funkcji. Współczynniki rozwinięcia nowo wprowadzonych funkcji uza
leżnić możemy od współczynników rozwinięcia starych funkcji przez bezpo
średnie zastosowanie operatorów L° 1 tak np.: jeśli iloraz u zastę- 
pimy przez nowę funkcji w, w s u , to

Pokazana metoda produkuje układy nieliniowych równań algebraicznych z 
nieliniowościaml stopnia drugiego. Układy takie możemy zapisać następuję-
co:

gdzie: Jest wektorem stanowlęcym i-ty wiersz macierzy A, której wy
razy sę generowane członami liniowymi, x Jest wektorem kolumnowym nie
wiadomych xi>x 2  xM*^i J*** ■•cierzę gensrowanę członami nieliniowy
mi, bi sę wyrazami wolnymi. Pokażemy, że w prezentowanym przypadku me
toda Newtona-Raphsona i N-R) ma szczególnie prostę postać. Oznaczaj«,c roz- 
więzanle startowa przez x°, kolejne przybliżenia rozwięzanla będę uzy
skiwane z formuły

gdzie wektor x odpowiada kolejnym poprawkom. Wektor x  może być obli
czany z układów otrzymywanych metodę (N-R), która w naszym przypadku, po 
prostych przekształceniach przyjmie postać

(3.8)

A.jX + x TŁ1x ■ b ^  i - 1,2 M (3.9)

(3.10)

+ XnT(l.J+Ł1)J jt ■ -Aj»" - xnTLjXn + b± (3.11)
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nPHBHH3HT EJIbHOE PEBffiHHŁ CUGIEM OEHKHOBEHHHX HEJIHHEÜHHX 
#l$®PEHIJUJIbHNX yPABHEHHË C UPHMEHEHUEM MHOrOHJIEHOB HEEHDIEBA

E e 3 »  u e

B oiaTbe onaca« Meioz npH6zH3HTezBHoro pemeHHH CHCieM KezHHeftHnx ypaB- 
HSHHit m s i o a o m  FazepKHHa c npHMeHeaaeu opToroHazbHux uHoroazeaoB HeOumeBa 
nepBoro poza. IIozyaeHu azropH$Mu HenocpezctBeHHo AHCKp«TH3KpyioinHe npoCzsuH 
onHoaatHyn CHCieuoit peknaazbhldc ypasHeHafi.

APPROXIMATE SOLUTIONS OF SYSTEMS OF NONLINEAR ORDINARY 8IFFERENTIAL 
EQUATIONS USING CHEBYSHEV’S POLYNOMIALS

S u a a a r y
A Galerkln type method with a usa of the first type orthogonal Cheby- 

shev’s polynomials te selve approximately systems of nonlinear ordinary 
differantial equations is described. Algorithms discretizing directly pro
blems given by a system of differential equations are obtained.


