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PRZYBLIZONE ROZWIAZANIE UKEADOW NIELINIOWYCH ROWNAN ROZNICZKOWYCH
ZWYCZAONYCH Z ZASTOSOWANIEM WIELOMIANOW CZES8YSZEWA

Streszczenie. W _artykule opisano metode przyblizonego rozwlezy-
wanla ukkadow nieliniowych réwnan rézniczkowych zwyezajnych metode
Galerklna z zastoaowanlea wieloalanéw ortogonalnych Czebyszawa pier-
wszego rodzaju. Otrzymano algorytay bezpoéradnio dyskretyzujeee pro-
blem opisany ukdadem réwnan rézniczkowych.

1. WSTEP

Calem niniejszej pracy Jest uogdlniania metody przyblizonego rezwlezy-
wanla liniowych ukdadéw réwnan rézniczkowych z zastosowaniem wielomianéw
Czebyszawa pierwszego rodzaju, w metodzie Calerklna dla probleméw opisa-
nych nieliniowymi réwnaniami rézniczkowymi .

Idea prezentowanej metody polega na rozwinieciu poszukiwanych funkcji
w ezereg Fouriera wzglfdeo wielomianéw Czebyszawa, a nhastepnie na mnoze-
niu réwnan przez kelejna funkcja bazowa. Catkowanie otrzymanych w tan
spos6b réwnan, w przypadku ukdadéw réwnan rézniczkowych liniowych, prowa-
dzi bezposrednie do liniowych ukdadéw réwnan algebraicznych. Sytuacja Jest
odmienna gdy mamy de czynienia z réwnaniami nieliniowymi, gdyz tu nle mo-
zemy zaetosowa¢ w sposOb naturalny warunku ortogonalnoscl. W prezentowa-
nej pracy uzyskano jawne postac operatordow, ktorych zaatoaowanle do ww.
przypadkéw nieliniowych dyskretyzuje problem sprowadzajec go de ukdadu
nieliniowych réwnan algebraicznych.

Dogodna reprezentacja macierzowa tych operatoréw udatwia ponadto algo-
rytolzacje zagadnienia. Przedstawiona metoda daje mozliwos¢ konstrukcji
Itsracyjnych réwnan wariacyjnych, por. [$], dla probleméw wielowymiaro-
wych, gdy pawian wymiar badanego obiektu jest wyrézniony wzgledem pozo-
statych, z takim przypadkiem mamy do czynienia np.j w teorii powlok. Kon-
cepcja tak sformutowanych itaracyjnych réwnan wariacyjnych daja mozliwos¢
naturalnego poteczenla z metode elementéw skohnczonych. Metody z zastoso-
waniem wielomianéw ortogonalnych Legendre®a w liniowych zagadnieniach te-
orii powdok prezentowana ae w pracy [6], a w problemach termosprezystosci
powkok o zmiennej grubosci w [7]- Wymieniona prace zainspirowaty autora
do uog6lniania prezentowanej w nich metody na problemy nieliniowe dla wie-
lomianow Czebyszawa.
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tatwos¢ algorytnizacjl przedstawionej astody aoze w pewnych przypad-
kach decydowa¢ o jaj przewadze nad aetode elaaentéw skonczonych bedz réz-
nic skonczonych. Tak bfdzle Jesli aaay do czynienia 2z grup« zblizonych
uk¥adéw réwnan réznl«cyal sie rzedami pochodnych w pewnych wyrazeniach lub
gdy zedamy polepszenia dokdadnosci rozwigzan. W wyalanionych przypadkach
zejdzie koniecznos¢ zalany echeoatu roéznicowego lub funkcji ksztattu oraz
istniejacego podziatu. W prezentowanej aetodzie oba przypadki wysuszaj«
Jedynie zmiane stopnia rozwiniecia funkcji, por. (2.7), co bezposrednio
umozliwia og6lnos¢ zapisu. W pracy nie podjeto probleaatykl zwlezanaj za
zbieznosci« aetody. Zagadnienia ta rozwiezane dla przypadkéw liniowych s«
bardzo trudne dla og6lnych probleaéw nieliniowych. Oadynie dla pewnych
klaa zagadnien nieliniowych udato sie uzyska¢ zadowalajece rezultaty [I1],

21. [E1-

2. WIELOMIANY CZEBYSZEWA PIERWSZEGO ROOZAOU

Whasnosci wleloalanéw Czebyszewa T , n < 0,1,2,... s« powszechnie
znane [5], [s]. W punkcie tya podaay Jedynie niezbedne w dalszej czesci
pracy zaleznosci .

Zat6zny, ze przedziatea ortogonalnosci a zarazem dziadzine wyatepuje-
cych dalej funkcji bedzie przedziat <-1, i>. Uogélnienie na dowolny
<a, b> Jest trywialna.

Warunek ortogonalnosci dla w. wielomianéw mozna wyrazi¢ wzorea

1 C(K)- k -1
@)
-1 0 kil
gdziel
I, k »0
0j» (1-x2)"1/2, CK =
y 2 k>o
Plezeay krotko zamiast Tk(X). tatwo wyznaczy¢ wspodczynniki rozkka-

du wielomianu Tn wzgledem poteg X

n
nm 0,1,2ecee«
k-0

@-2)

Bp »0 dla i fn-2p, p»o0,1..... [n/ 23-
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Zajolany sie taraz reprezentacja wielomianowa wyrazenia *kTn-  Stoaujac
wzor rakurancyjny

XTn * 2(Tn-1 + Tn+1/~* @3

aozna uzyska¢ ogélna zaleznos$cé
2k
T * X< STed”
k -0,1.2,... @.%
Zatbzay, za

Tr -0 dla n< O.
Wspédczynniki A”N(N) aa wyrazona nastgpujgeya wzoraa

2 k(i)2) i -0,2.4 2k

Ak n«o0,1,2,... (.5)
0 dla pozostatych 1

Kolejna zaleznos$¢ wl*za pochodna wleloolanu z wlalonlanaal nizszych stop-
ni 1 oa naatapujaca postac

37ThGe - ¢, DN €5

gdzlo

n dla n-nlaparzystych i k-n,
0 dla k parzystych,
2n dla pozostatych n, k.

Przez N-t* “«zwiniecie UuN(X) funkcji u(x) wzgledes wlaloalanéw T
rozuolo¢ bfdzleoy sueg czasclowa

“n (x> TkO)I .7
k-0

gdzie
1

£ - J uxX)TkG)AX.
-1



150 T. Oekot

Oznaczmy przez 0*",VN wektory

ro i n] fo i nl
“N 7 [H*U....ud" VN . [v Vieeoeeaaa ej-
I niech £» £ - 0. dla k< O Iub k> N.

Wprowadzmy obecnie operatory

2k
S[u* !'BIEO KTk -A[(NC(Hkea=Sit.

@-8)
SN -/ E FDE, S €, M
N n 1N N n  2(p+k)
<E ¢v E bS"id"" l/<E K>E E E
§»0 J*0 p*0 1*0
N n 2(ptk)
Srk(@)-,/k1s- -E E E
J*0 p*0 1*0
QpteDiEEE i
Wzory (2.8) sprowadzaja sie do prostego zapisu macierzowego
gk L.Vl - 2.9

N

gdzie Lp Jest macierz« o wymiarach (n+l) x (n+l) wyrazajece sie wzorem
3
k-0

gdzie Ek < macierzami symetrycznymi o elementach okreslonych naetepu-
J»co

[EKI - Ar-g+k~g-1~ Cil-1)* Kk “0.1.2.... r,q - 1,2_..._N+l. (2.11)
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Zaktadamy, Za

AM(@M) -0 dla 1<0 lub 1> 2k

3. PREZENTACJA METODY

Przedmiotem metody te ukdady nieliniowych réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych poataci

k-1.2,...,1 G.1)
gdzie
Ul « X6 <-1.1>. i 1,2,...,1
«9 poszukiwanymi funkcjami, pjJ a« wielomianami Pj+Pg*...+p2+1 = p. +1
iPi
zmiennych Uj .Uj un )

Zaktadany, Za wepédczynnikl tych wielomianéw a* réwne 1, dalaj  aa wie-
lomianami zmiennej X, rk oznacza ilo$¢ aktadnikéw w k-tym réwnaniu.
Uktadowi réwnan (3.1) odpowiada uktad pE  warunkéw brzegowych. Na wste-
ple opiszsny metod-j, gdy wielomiany F®, aa drugiego stopnia (wystgpig 1“
loczyny dwéch funkcji niewiadomych), przy czym kolejne pochodne funkcji
wj traktujemy - jako odrebne nieznana funkcje, razem p~+ 1 niewiado-
mych funkcji.

Zastosujemy metode Galerklna. KaZde poszukiwana funkcje ul aproksy-
aujeay jej rozwinlecISM stopnia N~, wkgledem wielomianéw T., por. (2.7)

(ER))
N+1  skdadnikéw

gdzie;

1
N » max Ni# i-1,2,....1, N~ 7" .
i«l
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Przy czym winna zachodzi¢ relacja
Ni> pi® i *1.2....,1.

Na réwnaniach (3.1) dokonujeay nastepujacych operacji

1

Stoeujec jawne posta¢ operatoréw (2.8), otrzymany (N+D)xI réwnan algebra-
icznych

-/ 1 15 ipl / s
Fk (UINL*MKN1 I(ﬁj WP . 74>

z czego tylko N~+ 1 jest liniowo niezaleznych.
Niewiadomymi *e teraz wspétczynniki rozktadu funkcji wzgledem wielo-
mianéw Czebyszewa. Oest ich P.

p -~ PiNi + NE + 1. (3.5)
i-1

Warunki brzegowa zamieniamy na p” roéwnan wzgledem niewiadomych wspot-
czynnikéw przez bezposrednia zastosowania wzoru na Tn(1):

™EY - D" Tnd) - 1. 3.6)

Pozostaje kwestia powlezania wspédczynnikédw rozkdadu k-tej pochodnej fun-
kcji uA ze wspéiczynnikami rozkdadu k-l-szaj pochodnej tej funkcji. Sto-
sujec wzér (2.6) mozna uzyakac¢ nastepujece zaleznosci:

N
GHFF " 5 Be-D h(n,1), n»0,1 N-1, @GN
i T«n+1
gdzie:
1. dla nmo, I-nisparzyatych,
0. dla n*o, 1-parzystych,
h(n,D 21. dla i-n - nieparzystych.

0. dla 1-n - parzystych.
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1
Po zastosowaniu powyzszych relacji otrzymany brakujace p-N. réwnania.
I»1

Zachodzi oczywiscie ~N‘y *°x J«cz ten zwlezek nie Wnosi> informacji do
obliczenia wspétczynnikéw rozkdadu funkcji u™ “

Przypadek, w ktérym w réwnaniach (3.1) wielomiany F* se wyzszych rze-
déw sprowadzamy do poprzedniego przez kolejne zastepowanie iloczynéw dwéch
funkcji pewnymi nowymi funkcjami, az do momentu pojawiania sie iloczynéw
dwéch funkcji. Wspétczynniki rozwiniecia nowo wprowadzonych funkcji uza-
lezni¢ mozemy od wspétczynnikdéw rozwiniecia starych funkcji przez bezpo-
Srednie zastosowanie operatoréw L° 1 tak np.: jesli iloraz u zaste-
pimy przez nowe funkcji w, w s u , to

G-

Pokazana metoda produkuje ukdady nieliniowych réwnan algebraicznych =z
nieliniowosciaml stopnia drugiego. Uktady takie mozemy zapisa¢ nastepuje-

co:

AJX + xTklx m b" i-1,2 M G.9
gdzie: Jest wektorem stanowlecym i-ty wiersz macierzy A, ktérej wy-
razy se generowane czdonami liniowymi, Xx Jest wektorem kolumnowym nie-
wiadomych xi>2 XM*N i J*** mecierze gensrowane czdonami nieliniowy-

mi, bi se wyrazami wolnymi. Pokazemy, Ze w prezentowanym przypadku me-
toda Newtona-Raphsona iN-R) ma szczegélnie proste posta¢. Oznaczaj«,C roz-
wiezanle startowa przez x°, kolejne przyblizenia rozwiezanla bede uzy-
skiwane z formuty

(G.10)
gdzie wektor x odpowiada kolejnym poprawkom. Wektor x moze by¢ obli-

czany z uktadéw otrzymywanych metode (N-R), ktéra w naszym przypadku, po
prostych przeksztakceniach przyjmie postac

+ XnT.JHL)jt m -Aj»" - xnTLjXn + bz (3.11)
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NPHBHH3HTEJIbHOE PEBFfiHH CUGIEM OEHKHOBEHHHX HEJIHHEUHHX
#1$S®PEHIJUJIbHNX yPABHEHHE C UPHMEHEHUEM MHOrOHJIEHOB HEEHDIEBA

E e 3 » u e

B oiaTbe onaca« Meioz npH6zH3HTezBHoro pemeHHH CHCieM KezHHeftHnx ypaB-
HSHHit msioaom FazepKHHa c npHMeHeaaeu opToroHazbHux uHoroazeaoB HeOumeBa
nepBoro poza. llozyaeHu azropH$Mu HenocpezctBeHHo AHCKp«TH3KpyioinHe npoCzsuH
onHoaatHyn CHCieuoit peknaazbhldc ypasHeHafi .

APPROXIMATE SOLUTIONS OF SYSTEMS OF NONLINEAR ORDINARY S8IFFERENTIAL
EQUATIONS USING CHEBYSHEV®S POLYNOMIALS

Suaaary

A Galerkln type method with a usa of the first type orthogonal Cheby-
shev’s polynomials te selve approximately systems of nonlinear ordinary
differantial equations is described. Algorithms discretizing directly pro-
blems given by a system of differential equations are obtained.



