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ZASTOSOWANIE METODY LAPUNOWA DO BADANIA STABILNOŚCI RÓWNAŃ 
I UKŁADÓW PARABOLICZNYCH

Streszczania. W pracy taj podana będę oszacowania norny rozwlę- 
zań pewnych równań l układów równań częstkowych typu paraboliczne
go. Rozpatrujeay równania rzędu 4 i 2, o współczynnikach zależnych 
od (t,x) 1 warunkach brzegowych nia tylko zerowych. Badany stabil
ności rozwlęzań tych równań i układów równań względea warunków brze
gowych i poczętkowych, wykorzyatujęc noraę przestrzeni L2.

W pracy tej korzystaay z noray w przestrzeni Lg. Calea pracy Jest uzy
skanie oszacowań noray rozwlęzań pewnych parabolicznych równań częstko
wych i układów takich równań. Zastosowana jest w tym celu druga aetoda 
Lapunowa.

Dotychczas uzyskane wyniki koncentrowały się na równaniach drugiego 
rzędu, o współczynnikach zależnych tylko od x. Nie badano też wpływu nie- 
zerowych warunków brzegowych.

W pracy rozpatrujeay również pewnę klasę funkcji nieliniowych, założe
nia na nie nałożone podajeay w treści pracy.

Zakładaay, że współczynniki równań aę dostatecznie gładkie oraz że ist
nieję rozwięzania klasyczne rozpatrywanych zagadnień granicznych.

Uzyskane oszacowania noray rozwlęzań wykorzystujemy do badania stabil
ności rozwlęzań w sensie noray względem warunków poczętkowych i brzego
wych.

Nie zanlejszajęc ogólności analizy, przyjaajeay, że równania i układy 
równań posiadaję rozwięzania trywialne ff(t,x) « 0.

Rozważane równania i układy równań rozpatrywane eę dla (t.x) c Q  il - 
* [O.T] x D, D - ograniczony, otwarty, spójny podzbiór n-wym. przestrze
ni Euklidesowej Rn , 0 <  T <  oc r  ■ [o .t J xSD ® D  - brzeg obszaru D.

Koezystaay z naatępujęcych definicji stabilności.

Definicja 1

Rozwięzania trywialne równania nazywamy stabilnym względem warunku po- 
czętkowego, jeżeli

1. WSTfP
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u ( t ,x) - dowolna rozwiązania spełnlajęce warunek początkowy.
u(0 ,x) * ^ 0 (x)

u u u ■ ii u a -y j u2dx
l 2 (d ) o

II u || - Ilu«

DefInIc1a 2

Rozwiązanie trywialne równania nazywany asymptotycznie stabilnya wzglę
dem warunku początkowego. Jeżeli jest stabilns względem warunku początko
wego oraz lim || u(t ,x) || • 0.<30

Definicja 3

Rozwiązanie trywialne równania nazywamy stabilnym względem warunków po- 
czętkowego i brzegowych. Jeżeli

W pracy rozpatrujemy równania 1 układy równań cząstkowych zawierajęce fun
kcja nieliniowe, o zerowych warunkach brzegowych oraz równanie różniczko
we częatkowe liniowe o nlszsrowych warunkach brzegowych.

Rozpatrzmy równania

u(t,x) - dowolne rozwięzanie speiniajęce warunek poczętkowy
u(o,x) • fiQ (x) dla x e D 1 warunki brzegowe
u(t,x1) u(t,x2 ) (t,x2 ) s F

III ̂(t) III 2 -/p2( t) +S2(t)]dt -ll̂ll2 ♦ ¡tj2
O

^  ■ Lu(t,x) + F(t,x,u), (I)

gdzie

Lu >

Z zerowymi warunkami brzegowymi

1.1 u(t,0) - u (t , l) - |£(t,0) - - O
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Z warunkiea początkowy»

1.2 u(0,x) « ępo (x)

określone dla (t,x)eii . [°.«) x f0 «1]- 

Twierdzenie 1

Oeżeli dla (t,x)e Q  współczynniki równania (i) spełniają warunki:

a) a(t ,x ) =£ 0 b(t,x)^.0 c(t ,x) as C » const , gdzie C <  cc oraz
b) uF(t,x,u) O, to

| |u (t .x )  i ^ 0 ( x ) | a C t .

Dowód:

Wprowadźmy funkcjonał postaci v ( t )  • |* 

dVBiorąc g-- wzdłuż rozwiązania u t,x, aaay

1 1  1 1  
3 T  “ J ’ J [uLu + uF(t <x <u)Jdx « J uiudx ♦ fuF(t ,x,u)dx

0 0 0 0

‘ / Uf c r [a(t'X)! i l dX + / U^ [ b{t'x)ifldx + / u2c<t 'x)dx +/uF(t.x.u)dx.

( 1)
Oszacujay poszczególne całki w (l), wykorzystując warunki brzsgowe 1.1 1 
założenia odnośnie do współczynników równania a) oraz b)

/ u 2 (t ,x)dx.



158 A. Czech, D. Jama

1
JuF(t,x,u)dx =S 0 
0

(5)

Z (l) - (5) mamy

0

Z ostatniej nierówności, przy wykerzyeteniu warunku początkowego 1,2, o- 
trzymujemy tezę c.k.d.

Dla c C O  rozwięzanie układu (i), przy epełnieniu założeń twierdze
nia 1, jest asymptotycznie stabilne do zera.

Jeżeli w twierdzeniu 1 założyć dodatkowo na współczynniki warunki po
staci a(t.O) . a(t ,1) > O |f|x-0 »Ifl*.! - 0 oraz b(t.O) - b(t,l) - O, 
to teze twierdzenia jest słuszna dla równania (i) dla dowolnych warunków 
brzegowych.

Twierdzenie 2

Jeżeli dla (t ,x) e ii

e) współczynniki równania (i) spełniaję warunki:

a(t,x) <  O b(t,x) >  0 c(t,x) C c o  C - conet |C | c  ■>*>

b) F(t,x,u) » k (t,x)f(u) 
f (u) c  M

Uwaga 1

Uwaga 2

0

to t
||u(t.x)|| <  |p„(x)|| ♦ M /|| k(t ,x)||dt

0

a ponadto istnieje teka etała L, że

li®II u (t f x) || ̂  L|b (x) II.
t— oo °
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Dowód :

Wprowadzając funkcję v(t) oraz wykorzyatujęc przekształcenia prze
prowadzona w dowodzie twierdzenia 1 mamy

J  uLudx =s O,
0

( 1 )

dokonując oszacowania poniższej całki w oparciu o nierówność Holdara o- 
trzyaujamy

1

J  uF(t,x,u)i 
O

f u2dx 1/2 1f M2k2 (t,x)dx 1/2
m

0
V
0

V2Vv(t)'M||k(t,x)||. (2)

Dla układu (i), przy wykorzystaniu funkcjonału Jak w dowodzie twierdzenia 
1, z (l) - (2) aaay

MV2lk(t.x)||Nv(t)'

z (3) otrzymujemy nierówność

V v ( t ) iC  V v (0 ) + M  M f  ||k(t ,x ) IIdt

(3)

(4 )

a więc

o o

liai Ilu II js II <po 11+ M j1 ||k( t ,x)|| dt. (5)

(6)

Opiarajęc się na założeniu b) / ||k(t ,x)|| dt dla dowolnie ustalonego C >0
O

można dobrać 7 >■ 0 takie, aby

o o

J||k(t,x)||dt <; j|.
T

Zatem z (5) - (6)

r
lim || u || «  ||<p0 || + M f ||k(t ,x) ||dt + e.
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Wprowadzajęc oznaczania

mamy

T

A " /  II k(t ,x)||dt 
0

lia ||u||5S || f Q || + MA + fi .

Biorąc pod uwaga, że cpo - uatalona || y? ]j - dodatnie nożna tak dobrać 
stała L, aby

|| ̂ 0 || ♦ MA + £ «  L||<f>0 ||.

Oatatecznle otrzymujemy

lin j| u( t ,x)|| <  L|| ł̂ (x)|| . c.k.d.
t— oo

Rozpatrzmy równania o postaci:

I r  " + * c (t >x)u*

Z warunkami brzegowymi postaci

11.1 u(t.O) - ^ ( t )  u ( t , l ) - ^ 2 (t) 

i warunkiem początkowym

11.2 u(0,x) - <p0 (x)

określone dla (t,x)e fi ■ [o,<^ x [o.lj .

Twierdzenie 3

Oeżall dla (t,x)e £1 współczynniki równania (li) epełniaje warunki:

a) a(t,x) > 0  a(t,0) « a(t,l) « 0,
b) |b(t ,0)| , |b(t ,l) | «£ M,

1 c)b
I  37

to

c ) 4  777 + e(t.x) «£ H,

M  <[ «* .( *> II* « ( t ) | | | ]  e « .
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gdzie

-[/ ®i(t)

Dowód!

Podobnie jak w twierdzeniach 1, 2 wykorzyetaey funkcję

1
v (t) - u2dx.

różniczkujęc powyższ# funkcję aany

dV P t)uj
ar " J  u^rd>

o

f  u' S ' [ “ ^t ' x^ lx Jdx * J  u? ^ [ b*‘t ' x^uJ dx * f  u2c ( t . x )d *  ( l )

ezacujeey poazczególne całki w (l)

u ^ | e ( t . x)!£]dx - u a ( t . x ) d  - f ( $ £ ) 2 a(t.x) dx <; O
iO O

(2 )

na nocy załolenla a).

Opierając elę na załoZeniu b) 1 przy wykorzyatanlu warunków brzegowych, 
otrzynujeny oazacowanle na drugę całkę po prawej etronle (l)

I 1 1
/  u^D>(t.x)u]dx - u2b(t,x) - J  b(t,x)u|Hd>
0 l o t )

- u b(t,x) - b(t ,i dx

» u b(t,x) - j  u2b(t,x) + ? / H u2dx 
0 0
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" 2 $  f(t)b(t,0) + £ J  |£u2d x «
O

^  ^[IS i* ** !2 + l^2(t)l2] + l / H u2dx-

Z (l) - (3) aemy

dv
3 t s 2*1 [¡^a(t)I 2 * l^2(t)!2 + / [ ?  ^7 * c(t.x)Ju2dx.

Na mocy założenia c) z (4), otrzymujemy

dV
3 t 3

Z (5) otrzymujemy

^ [ l ^ l i ^ l 2 + IS2 ( t >|2]  * 25v<*>’

v(t). v (0 )  + ^ / [ i S i ^ l 2 ♦ l$ 2 ( t > l2] dt
2ct

Kładąc

00

(/ [ l ^ l (t>|2 + l^2(t>l 2J d0 1/2 - |J ( t

z (7) •z?. c.k.d

(3)

(4 )

(5)

t t
V ( t ) <  v(0) + J p ^ ( t ) j 2 ♦ ||2 (t)|2Jdt + 2 ć f  v(t)dt. (6)

Na mocy uogólnionego lemetu Gronwalla-Bellmana z (6) memy

(7)

Uwaga 1

Deżeli c <  0 to rozwiązanie tfywialne układu (li) jeet aeymptotycz- 
nie etabilne.

Uwaga 2

Z założeń twierdzenia 2 wynika również nierówność ezecujgce rozwiąza
nie równania (li) postaci
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Il“(t.*)|*[l9„| ♦ V m (||^|| ♦ ||§2 |)]-Et.

Uwaga 3
Teza twierdzenia 2 jest słuszna, Jeżeli założenie a(t,0) > e(t 

zastąpimy zerowyal warunkami brzegowyai równania (2).

Uwaga 4
Dla M » 0 nierówność w tezie twierdzenia przyjauje poetać

Rozpatrzay równanie o współczynnikach macierzowych poetacli 

^¡r - A(t,x)^-j + B(t,x)|£ + C(t ,x)u + F(t,x,u)

Z zerowyal warunkaal brzegowyai

111.1 u(t,0) - u (t , 1) - O, 

z warunkiem początkowym

111.2 u(0,x) » q>0 (x) ,

określone dla (t,x)e il - [0,«x>) x [o,l] .
a (t ,x), b (t,x) , c(t,x) - aacierze o wyalarze nxn, symetryczne, 
aentach należących odpowiednio do C2 , C1 , C°. 
u(t,x), F(t,x,u) - n-wyalarowe wektory funkcyjne.

Twierdzenie 4

Jeżeli dla (t,x)c il

a) asclerz A(t,x) Jest dodatnio określona,
b) >-Bax największą wartości« własną aacierzy

k  f ^ ( A )  "  2  i r ( B )  +  C <

c) | F(t ,x,u)l 2 «  k Iu| 2 
to istnieje taka stała L, że

.1) * O

(III)

o sie

li u (t ,x) 11« II Cf>0 (x)|| eLt.



164 A. Czech, D. Jawa

Dowód i

wprowadźay funkcjonał

1 l n
V(t) - 5 / | u | 2dx . | / X Ukdx

0 0 n-1

Różniczkuj»c powyżezę funkcjf aany

1 " 8u. 1
!i4 ł I  - / £ * * & *  ■ /  “

0 k -1  0

2 1 1 1 
J1 uA(t ,x)^^dx + J  uB(t,x)|jdx + £  u2C(t,x)dx + J  uF(t,x,u)dx (l)
0 ®x 0 0 0

Wykorzystując warunki brzegowa i całkowanie przez części otrzyaujeay

J  uA(t ,x)^—jdx - -A(t,x)(|j) dx ♦ ^ £ Ł ^ u 2dx (2)

J  u B (t.x )| H d x  .  -  |  f H * ,2 d x. (3 )
0 0

Korzyetajec z otrzyaanych przekaztałcaó (2) - (3) 1 z założenia a) z (l) , 
otrzyaujeay naatępujęcę nierówność

1 >2.

Wykorzystując założenia c) aaay

n n

uF(t,x.u) - X ] ukFk <  \  S (uk + Fk) ■ 
k-1 k-1

- j|u|2 ♦ ||F|2 <  | | u |2 + |k|u|2 - |(l ♦ k) | u | 2 # (5)
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W wyniku otrzymanych przekształceń (4) - (5 ) 1 opierając się na założe
niu b)

1

♦ k ♦ 2\,8X)lu|2dx. (6)
0

Po prostych przekształceniach 1 uwzględnieniu warunku początkowego III.2 
z nierówności (6) , dostajemy nierówność postsci

Ilu ||^ || f0 (x)||a*pj^|(i + k + 2fcBax)Jt. (7)

Kładąc 1 ♦ k + 2* ) » L, otrzymujemy z (7 ) tez).
c.k.d

Uwaga
Oeżell j(i + k + 2^Bax) <  0. to rozwiązanie trywialna układu III Jest 

asymptotycznie stabilne.

Rozpatrzmy układ równań postaci

. (L(j + a(t ,x))u(t,x) ♦ g(t ,x,u) ♦ f(t,x) ( i v )

określony dla (t,x)e Q  » [o,tJ x D.
D - ograniczony, otwarty, spójny podzbiór n-wyaiarowej przestrzeni Eukli

desowej Rn
0 <  T <
z warunkiem brzegowym

IV.1 u(t,x) - O dla (t,x)e r  ■ [o ,t] x D - boczna powierzchnia walca
%D - brzeg D,

1 warunkiek początkowy*

IV.2 u(0,x) « x s D,

b (t ,x) - Jest nxn wymiarową macierzą dla (t,x)e fi, 
u(t,x), f(t,x) - funkcja wektorowa,
g(t,x,u) funkcja wektorowa nieliniowa względem u dla (t,x)e £i 
L0 - nxn wymiarowym macierzowym operatorem różniczkowym, względem zmien

nych przestrzennych x « (xj xn).
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Twierdzenia 5

Oeżeli

s ) V V  A A  . •*) + O  u(t ,x)dx«sA||u(t ,x)||2 ,
Lq % -const t»0 ueaKl-0 )

b) V A , A g(t ,x,u) <  K(t ,x)u(t ,x)
K(t,x)>0 ue3) (lq) (t ,x)e£2

oraz nieliniowa funkcja g Jeet funkcja nieparzyatę,

) A ( A + A 1 (t) + 2 ( ^ ( 0  + 1) X 0 .c
t^O

gdzie yY-śt) » e u p A ( t . x )  k,(t) - aup x(t,x), 
x€0 x«D

(t,x) - największa wartość własne waclerzy ST + B,

[|f||2dtr <;'

max
oo

d ) / i  
O

to układ (IV) Jest stabilny przy stale działających zaburzeniach. Układ 
będzie asywptotycznie stabilny przy stale działajęcych zaburzeniach, 
Jeiali w c) będziany wiali do czynienia z ostrę nierównościę.

Dowód :

Wprowadzajęc funkcjonał postaci v(t) • llu(t,x)||2 , gdzie H*||jeat nor- 
wę przestrzeni Lg, nawy:

dVjtl . u(tlX, + uT(t .x)^ i X l  dx .

O

. / [ u T (t,x) ( ^  + L0)u(t,x) + uT (t ,x) (BT (t ,x) +

+ B(t,x))u(t,x) + (uT (t ,x)g(t,x,u) + 

♦ gT (t ,x,u)u(t ,x)) ♦ (uT (t ,x)f (t ,x) + 

♦ fT (t,x)u(t,x))]dx. (1)
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Korzystając z założenia a) 1 b) z (l) doatajeay

&||u(t,x)||2 + JA (t ,x)ur(t ,x)u(t ,x)dx ♦
0

+ 2 J K(t ,x)uT (t,x)u(t ,x)dx + J uT (t,x)u(t,x)dx + j fT (t,x)f (t ,x)dx.
D D D (2)

A więc

dV(t) /a . A f \ . oL. / . \ „ui2( A  + A ^ t )  + 2 ^ ( 0  + i)||u(t,x)r + II f ( t . x )

t t (3 >
v ( t )  - v (0  )^ J  U + A j i i )  ♦ + l)||u(*,x)||2d'r ♦ J | | f  ( r  ,x) ¡|2dri.

0 0

Wykorzyatujęc nierówności Gronwalla-Bellaana z (3), otrzyaujeay oszacowa
nie

t t
||u(t,x)|2 <  (||̂ o (x)||2 ♦ J  ||f(f ,x)||2dtfexp J  (fc+Ajit) + 2 ^ ( 0  + l)df.

O O

Z (4) 1 załoZenla c) wynika teza.
c .k .d

Rozpatrzmy nieliniowe równanie dyfuzji

g i d i a l . ?2u ( y )  „ g(t,x ,u) «. f(t,x) (v)
'fcx

określone dla (t,x)c £i = x [o.lj o warunkach brzegowych postaci

V.1 u(t.O) - u(t.l* - O 

i warunklaa poczętkowya

V.2 u(o,x) - q?0 (x)

jako (szczególny przypadek naszego układu ( i v ) ) .

OeZsll spełniona sę załoZenla :
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gdzie

A  A  K(t ,x) 5» 0
t> 0  xé(cc(fi) «S j_0. 1J

oraz

A  r  n . K ( t . x )  « 0
t»0 x e [o.lj - (ac.fi)

lb
b) A  fx(t,x)(l-x)dx < 1

t3=0 ®-<x
to układ (v) jaat atabllny przy atale działających zaburzeniach.

Dowód!

Wprowadźmy funkcjonał

V(t) - 1 /  u2 (t.x)dx ą f c l  . j  u(t.x)2jÜ¡fc5l*x (1)

z (v) 1 (l), otrzymamy 

1
. J*[u(t,x)d + u(t.x)g(t,x.u) + u(t ,x) f (t ,x)Jdx. (2)

Wykorzystując warunek brzegowy ( v . 1 ) ,  mamy

.2.
u (t ,x) ~¿- ul u ^ dx <  O.

6x
(3 )

Zauważmy, ż e :

. . f

u2 (t ,t)^ (4)

u2 (t . x ) ^  (l-x)Jf dx<(l-x) f dx.
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Korzystajęc z elementarnych nierówności, z założenia a) i z V.l dostajemy 
z (2) nierówność

J[ -  * K(t,x)u2 (t,x) + |u2 (t,x) + ¿f2 (t,x)]dx, (5)

gdzie jt dowolna liczba dodatnia. 
Dokonując dalszych przekształceń mamy:

H .  ( % ^ i ) 2dx ♦ /  K(t.x) ♦ §u2 (t,x)dx ♦
0 [0,l]

fi
,x) ♦ £  u2 (t,x)dx * S||f(t,x)||2 . (6)

OC

Wykorzystując w (6) nierówność (4) , otrzymujemy

f - ( ^ ^ ) 2dx ♦ / [ K (t.x) * f]u2 (t,x)dx +
0 [0,l]-(tt.fi)

.j* ([«(t,x) ♦ |](l - x) J  ( M l i * l ) 2dx)dx + ^||f(t,x)l|2 . (7)
cc 0

Bioręc pod uwagę. Ze w przedziale [o,l] - (<x./%)K(t,x) <  O, to dla dosta
tecznie małego ^lK(t,x) + 4£ <  0, a więc druga całka w nierówności (7)
Jest niedodatnia. Odrzucając Ję mamy:

« f u «  - /  ( 2 ^ 1 , 2d, . /  < « 1 ^ 1 , 2dx /[«(,.,) .

oC

ii 2+ ^Jil - x)dx + £|f(t,>

1 fi

/  ^ T x ' ' X̂  dx [ / «(t ,x)(i - x) + £(l - x)dx] - 1 + i||f (t ,x)||2. (8)

Ostatecznie, dla na tyle małego, aby przy założeniu b)

fi
f[*(t ,x) ( l  - x) + ^ ( l  - x)J dx 1,
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srnay:

V(t) - V(0)*£ ~  J||f(t.x)||2dT: 

|iu(t.x)||2 <  I l ^ i x ) ! 2 + z f  ¡ f (  ,x)||2d<.
M-

0 c.k.d
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HCI10JIh3OBAHHE METOJIA JiaiETHOBA ftHH HOCJIEjlOBAUKH yCTOiiHHBOCTH 
yPABHEHHi! H CHCTEM yPABHEHH3 IIAPABO JIffiECKOrO  THIU

P a a d  k  e

B osatbe oąeHeHH Hopuu pemsHHfi hrk-osopiec ypaBHeHHił h oxcseu yp aax en k  
aapaC&KHqaoKoro ta n a . PaacasoipsBaeTCJi ypaBHeiras qe iBep to ro  z btoporo no- 
p*A*& o KO»$$HaHeHtaMK 3aBKCHUtoui ot ( t , x )  z xpa«snx yczoBaił (aa  tozbko h j-  
k sb hx ). Hcozeflyeica. yoioa>WBOo*i. peneHufi » t h i  ypaaHBHHfi h chotsm ypazHemiit 
oiHOCBTezBBO KpaasHx h iiaqatbHHx yaaoBHił, Honozbsya Kopny L? , Hanojib łyeicji 
xerox JlanyHOBa ą s k  zatnie AOBaxzx yorottaaBocTH ypaBaasaS z ancien y p a a z in t  
napadozHaeoKoro xana.
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THE APPLICATION OF THE LYAPUNOV'S METHOD TO TEST PARABOLIC EQUATIONS 
AND SYSTEMS STABILITY

S u n m a r y

In the paper the eatiaatlone of solution! of a norm of certain equa
tion! and syateea of partial parabolic equation! are presented. Those e- 
quatlons are of the fourth and second order with coefficients depended en 
(t,x) and boundary conditions net equal zero. The stability of the solu-
tione of these equations and syateea of equations In relation to the boun-

2
dary and Initial conditions using a L norn.


