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ZASTOSOWANIE METODY LAPUNOWA DO BADANIA STABILNOSCI ROWNAN
I UKLADOW PARABOLICZNYCH

Streszczania. W pracy taj podana bede oszacowania norny rozwle-
zan pewnych réwnan 1 uktadéw réwnan czestkowych typu paraboliczne-
go. Rozpatrujeay roéwnania rzedu 4 i 2, o wspotczynnikach zaleznych
od (t,x) 1 warunkach brzegowych nia tylko zerowych. Badany stabil-
nosci rozwlezan tych réwnan i uktadéw réwnan wzgledea warunkéw brze-
gowych i poczetkowych, wykorzyatujec norae przestrzeni L2.

1. WSTFP

W pracy tej korzystaay z noray w przestrzeni Lg. Calea pracy Jest uzy-
skanie oszacowan noray rozwlezan pewnych parabolicznych réwnan czestko-
wych i uktadow takich réwnan. Zastosowana jest w tym celu druga aetoda
Lapunowa.

Dotychczas uzyskane wyniki koncentrowaty sie na roéwnaniach drugiego
rzedu, o wspétczynnikach zaleznych tylko od x. Nie badano tez wpdywu nie-
zerowych warunkéw brzegowych.

W pracy rozpatrujeay roéwniez pewne klase funkcji nieliniowych, zatoze-
nia na nie natozone podajeay w tresci pracy.

Zaktadaay, ze wspotczynniki roéwnan ae dostatecznie gtadkie oraz ze ist-
nieje rozwiezania klasyczne rozpatrywanych zagadnien granicznych.

Uzyskane oszacowania noray rozwlezan wykorzystujemy do badania stabil-
nosci rozwlezan w sensie noray wzgledem warunkéw poczetkowych i brzego-
wych.

Nie zanlejszajec og6lnosci analizy, przyjaajeay, ze roéwnania i uktady
réownan posiadaje rozwiezania trywialne ff(t,x) « O.

Rozwazane roéwnania i ukdtady roéownan rozpatrywane ee dla (t.x) ¢ Q il -
* [0.T] x D, D - ograniczony, otwarty, spéjny podzbidér n-wym. przestrze-
ni Euklidesowej Rn, 0 <T< oc r m [o.tJ xSD @D - brzeg obszaru D.

Koezystaay z naatepujecych definicji stabilnosci.

Definicja 1
Rozwiezania trywialne réwnania nazywamy stabilnym wzgledem warunku po-
czetkowego, jezeli
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u(t,x) - dowolna rozwigzania spednlajece warunek poczatkowy.
u(0 ,x) *r0X)

au = Blua -y j u2dx

12(d) o

Deflnlcla 2

Rozwigzanie trywialne roéwnania nazywany asymptotycznie stabilnya wzgle-
dem warunku poczatkowego. Jezeli jest stabilns wzgledem warunku poczatko-
wego oraz Iigm|u(t,x) I - O.

Definicja 3
Rozwigzanie trywialne réwnania nazywamy stabilnym wzgledem warunkéw po-
czetkowego i brzegowych. Jezeli

u(t,x) - dowolne rozwiezanie speiniajece warunek poczetkowy
u(o,x) = M(x) dla x e D 1 warunki brzegowe
u(t,x1) u(t,x2) (t,x2) sF

TOR-ALR)-SOHA WPt 2

W pracy rozpatrujemy roéwnania 1 uktady roéwnan czagstkowych zawierajece fun-
kcja nieliniowe, o zerowych warunkach brzegowych oraz réwnanie rézniczko-
we czeatkowe liniowe o nlszsrowych warunkach brzegowych.

Rozpatrzmy roéwnania

A om o Lu(t,x) + F(t,x,u), Q)

gdzie
Lu >

Z zerowymi warunkami brzegowymi

1.1 u(t,0) - u(t.l) - |£(t.0) - -0
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Z warunkiea poczagtkowy»
1.2 U(O,X) « qD(X)

okreslone dla (t,x)eii . [°.«) x M «1]-

Twierdzenie 1

Oezeli dla (t,x)e Q wspotczynniki roéwnania (i) spedniaja warunki:
a) a(t,x)=£0 b(t,x)"~.0 c(t ,x)as C » const, gdzie C< « oraz
b) uF(t,x,u) 0, to

[lu(t.x) iro(x)laCt.

Dowdd:

Wprowadzmy funkcjonat postaci v (t) < P/u2(t,x)dx.

Biorac 8—\/— wzdduz rozwigzania u t,x, aaay

1 1

1
3T \],l \] [LI.LI+ UF(t<x<u)Jdx «J uiudx e fuF(t ,x,u)dx
0 0 0 0

“/Ufcrp(t™X)rildX +7/ UM [b{t™x)ifldx + /u2c<t™x)dx +/uF(t.x.u)dx.
(1)

Oszacujay poszczeg6lne catki w (1), wykorzystujac warunki brzsgowe 1.1 1
zatozenia odnosnie do wspétczynnikéw réwnania a) oraz b)
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1
JuF(t,x,u)dx =S 0 )
0

Z () - (5) mamy

0

Z ostatniej nieréwnosci, przy wykerzyeteniu warunku poczatkowego 1,2, o-
trzymujemy teze c.k.d.

Uwaga 1
Dla cCO rozwiezanie uktadu (i), przy epednieniu zatozen twierdze-
nia 1, jest asymptotycznie stabilne do zera.

Uwaga 2

Jezeli w twierdzeniu 1 zatozy¢ dodatkowo na wspodczynniki warunki po-
staci a(t.0) . a(t,1) >0 |f|x-0 »Ifl*.! - 0O oraz b(t.0) - b(t,I) -0,
to teze twierdzenia jest stuszna dla réwnania (i) dla dowolnych warunkéw
brzegowych.

Twierdzenie 2

Jezeli dla (t.,x) eii
e) wspéiczynniki réwnania (i) spedniaje warunki:
a(t,x) < 0 b(t,x) > 0 c(t,x) Cco C - conet |C|c =

b) F(t,x,u) » k(t,x)f(u)
f(u)c M

to t

U0 < 1p.COll * M /11 k(t )] 1dt
0

a ponadto istnieje teka etata L, ze

letu(th) I~ Lib () I
v o o
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Dowéd :

Wprowadzajac funkcje v(t) oraz wykorzyatujec przeksztatcenia prze-
prowadzona w dowodzie twierdzenia 1 mamy

J uLudx =s 0, (1)
0

dokonujac oszacowania ponizszej catki w oparciu o nieréwnos¢ Holdara o-

trzyaujamy
! f 172 !r 172
\] uF(t,x,u)i u2dx v M2k2 (t,x)dx m
0 0 0
V2W() "M IK(t, )] (2)

Dla uk#adu (i), przy wykorzystaniu funkcjonatu Jak w dowodzie twierdzenia
1, z () - (@ aaay

MV2IK(E.X) | [Nv(t) " (©)
z (3) otrzymujemy nieréwnosc
Vv (t)iC Vv(0) +M M f[Ik(t,x) lIdt (4)
a wiec
liaillulljs 190 11+ M j01|k(t,x)|| dt. ®)
Opiarajec sie na zatozeniu b) 6||k(t Nl dt dla dowolnie ustalonego C >0

mozna dobra¢ 7 >m 0 takie, aby

0o

JNkCE ) [dt <; jl- ©®
T

Zatem z (5) - (6)

.
lim Juil« KON+ M F JIkCE.) [ldt + e.
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Wprowadzajec oznaczania

T

A "/ BK(t ,)||dt
0

mamy

lia [JulI5S IFQ I+ MA + fi

Biorac pod uwaga, ze cpo - uatalona Jy? J - dodatnie nozna tak dobrac¢
stata L, aby

1700+ MA + £« UK |I.

Oatatecznle otrzymujemy

lin jlu(t x| < UM™Y X - c.k.d.
t—o00
Rozpatrzmy roéwnania o postaci:

Ir + * c(t>x)u*

Z warunkami brzegowymi postaci

11.1 u(t.0) -~(t) u(t,1)-22(t)
i warunkiem poczagtkowym

11.2 u(0,x) - 9P )

okreslone dla (t,x)e fi m [o,< x [o.1j .

Twierdzenie 3

Oezall dla (t,x)e £1 wspo6tczynniki roéwnania (li) epedniaje warunki:

a) a(t,x) >0  a(t,0) « a(t,l) «O,
by lb(t.0)] , Ib(t.D]| <« M,
c) % + e(t.x) «£H,

to

Mo <[e*.(*> I« ()11 e«.
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gdzie

-/ @

Dowéd!

Podobnie jak w twierdzeniach 1, 2 wykorzyetaey funkcje

1
v() - u2dx.
rézniczkujec powyzsz# funkcje aany
dv P Dy
ar "J utrd>

o
f ousS'[“M'xMxJdx *J WA [b*t'x™ dx * F u2c(t.x)d* (n

ezacujeey poazczegélne catki w ()
urle(t.x)1E£]dx - ua(t.x)d -f($£)2 a(t-x)dx<; 0 (2)

i0 0

na nocy zatolenla a).
Opierajac ele na zatoZeniu b) 1 przy wykorzyatanlu warunkéw brzegowych,
otrzynujeny oazacowanle na druge catke po prawej etronle (I)

11 1

/ unD>(t.x)uldx - u2b(t,x) - J b(t,x)u]Hd>
0 lot)

- u b(t,x) - b(t ,i dx

» u b(t,x) - J u2b(t,x) + ? / H u2dx
0 0
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" 2% F()b(t,0) + £J [Eu2dx«

O
ACALISE***12 + 1/A2(E)12] + | / H u2dx- ®
zZ (D) - @B aemy
dv
3ts 2Z*L[i%a(t) 12 * 172(t)12 + /[? ~7 * c(t.x)Ju2dx. (4)
Na mocy zatozenia c) z (4), otrzymujemy
dv
3t3 A[IA1iM 12 + IS2(t>|2] * 25v<*>’ ®
Z (5) otrzymujemy
t t
v(t)< v(0) + Jpr(t)j2 ¢ ||2(t)]23dt + 2¢ f v(t)dt. )

Na mocy uogélnionego lemetu Gronwalla-Bellmana z (6) memy

2ct

VIO-  L0) +4 /IS i 12 e I$2(t>17 dt m
Ktadac
0
COIM(t>]2 + 172(e123d0 172 - |J(t
z (N -2z7. c.k.d
Uwaga 1

Dezeli ¢ < 0 to rozwigzanie tfywialne ukdadu (li) jJeet aeymptotycz-
nie etabilne.

Uwaga 2
Z zatozen twierdzenia 2 wynika réwniez nieréwno$¢ ezecujgce rozwigza-
nie réwnania (li) postaci
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IFCE ) IL19,.1 o Vo ([N ¢ 1182 [D]-Et.

Uwaga 3
Teza twierdzenia 2 jest stuszna, Jezeli zatozenie a(t,0) > e(t.1) *0
zastagpimy zerowyal warunkami brzegowyai roéwnania (2).

Uwaga 4
Dla M » 0 nieréwno$¢ w tezie twierdzenia przyjauje poetac

Rozpatrzay réwnanie o wspétczynnikach macierzowych poetacli

Airo— A(E,X)M-j + B(t,x) £ + C(t,x)u + F(t,x,u) [AD)

Z zerowyal warunkaal brzegowyai

111.1 u(t,0) - u(t,1) - O,

z warunkiem poczagtkowym

111.2 u(0,x) » 0 (X) ,

okreslone dla (t,x)e il - [0,¢¢) x [o,1] .

a(t,x), b(t,x) , c(t,x) - aacierze o wyalarze nxn, symetryczne, o sie-

aentach nalezgcych odpowiednio do C2, Cl1l, C°.
u(t,x), F(t,x,u) - n-wyalarowe wektory funkcyjne.

Twierdzenie 4

Jezeli dla (t,x)c il

a) asclerz A(t,x) Jest dodatnio okres$lona,
b) >Bax najwiekszg wartosci« wkasng aacierzy

Kk f A~ (A) " 2 ir(B) + C<

c) |F(t.x,u)l 2« klul2
to istnieje taka stata L, ze

u(t,x) 11« BICBO X|] eL t.
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Dowdd i

wprowadzay Tfunkcjonat

1 In
V(t) - 5/7/]uj2dx .| / X Ukdx
0 0 n-1

Rézniczkuj»c powyzeze funkcjf aany

1" 8u. 1
lia v -/ £**&* m/
0 k-1 0
2 1 1 1
J1uA(t ,x)~dx +J uB(t,x)|jdx +£ u2C(t,x)dx +J uF(t,x,u)dx [O)
0 ®x 0 0 0

Wykorzystujac warunki brzegowa i catkowanie przez czes$ci otrzyaujeay

J UACt ,X)N—jdx - -A(t,x)(]J) dx & N E£ L A u 2dx @
\] uB(t.x)]Hdx . - | fH*,de. (3)
[¢] 6]

Korzyetajec z otrzyaanych przekaztatcaé (2) - () 1 z zatozenia a) z (1),
otrzyaujeay naatepujece nieréwnosc¢

Wykorzystujac zatozenia c) aaay
n n

uF(t,x.u) - XJukFk< \' S (uk + FK) =
k-1 k-1

S Jtulz e 11F12< || p+ Ikul2 - [(1 ¢ K) ul2# ®)
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W wyniku otrzymanych przeksztatcen (4) - (5) 1 opierajac sie na zatoze-
niu b)

1
¢ k ¢ 2\,8X)lu]2dx. ®)
0
Po prostych przeksztaktceniach 1 uwzglednieniu warunku poczatkowego 111.2

z nieréwnosci (6) , dostajemy nieréwnos¢ postsci

u |1~ 1F0 QO lla*pin I (i + k + 2fBax)Jt. @)

K¥adac 1 ¢ k + 2% ) » L,otrzymujemy z (7) tez).
c.k.d
Uwaga
Oezell j(i + k + 2”Bax)< 0. to rozwiazanie trywialna ukdadu 11l Jest
asymptotycznie stabilne.

Rozpatrzmy ukdad réwnan postaci

g+ a(t,x)ut,x) ¢ gt ,x,u) ¢ f(t,x) (iv)

okreslony dla (t,x)e Q » [o,tJ x D.

D - ograniczony, otwarty, spéjny podzbidér n-wyaiarowej przestrzeni Eukli-
desowej Rn

0< T«

z warunkiem brzegowym

IV.l u(t,x) -0 dla (t,x)er m o ,t] x D - boczna powierzchnia walca
%D - brzeg D,
1 warunkiek poczatkowy*

IV.2 u(0,x) « X s D,

b (t,x) - Jest nxn wymiarowg macierzg dla (t,x)e fi,

u(t,x), TF(t,x) - funkcja wektorowa,

g(t,x,u) funkcja wektorowa nieliniowa wzgledem wu dla (t,x)e fi

LO - nxn wymiarowym macierzowym operatorem ro6zniczkowym, wzgledem zmien-
nych przestrzennych x « (Xj xn).
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Twierdzenia 5

Oezeli

s )V YV A A . -*) + O  u(t ,x)dx«sA|Ju(t ,x)||2,
Lg % -const t»0 ueaKl-0)

b) V A y A g(t ,x,u) < K(t ,x)u(t ,x)
K(t,x)>0 ue3d) (1q) (t ,x)ef2

oraz nieliniowa funkcja g Jeet funkcja nieparzyate,
c) A(A+AL() +2(~(0 + 1) X 0.
t~O

gdzie yY-$t) » eupA(t.x) k,(t) - aup x(t,x),
X€0 X«D

max (t,x) - najwieksza warto$¢ whasne waclerzy ST + B,
oo
d) 7 illfiRdtr <;*
(0]

to uktad (1V) Jest stabilny przy stale dziatajacych zaburzeniach. Ukkad
bedzie asywptotycznie stabilny przy stale dziatajecych zaburzeniach,
Jeiali w c) bedziany wiali do czynienia z ostre nieréwnoscie.

Dowdd :

Wprowadzajec funkcjonat postaci v(t) < HNu(t,x)]|2, gdzie H*]]jeat nor-
we przestrzeni Lg, nawy:

dvjel . u(tlX, + uT(e X)) 1 X 1 dx
(6]

S LuT (e, x) (M + LO)u(t,x) + uT(t,x) (BT(E,x) +

+ B(t,x))u(t,x) + (uT(t,x)g(t,x,u) +
¢ gT (t,x,ut ,x)) & T, )FE,x) +

¢ FT(E,x)u(t,x))]dx. )
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Korzystajac z zatozenia a) 1 b) z (1) doatajeay

&l uCt,x) |12 + JA (t ,x)ur(t ,x)ut ,x)dx ¢
0

+ 2\] Kt ,x)uT (t,x)u(t ,x)dx +\] uT (t,x)u(t,x)dx +J T (t,x)f(t ,x)dx.

D D D @
A wiec
VO R =AY + Tn (0N + iy uctoor +afce xY1?
t t (3>
vty -v©o) N usajii) e + DIu*)l12d'r ] [F(r ) il2dri.
0 0

Wykorzyatujec nieréwnosci Gronwalla-Bellaana z (3), otrzyaujeay oszacowa-
nie

t t
HUCE 012 < AroGOlI2 o IFCF.Ql2dtfexp J (Fo+Ajit) + 27(0  + I)df.
0 0

Z (4) 1 zatoZenla c) wynika teza.

c.k.d
Rozpatrzmy nieliniowe roéwnanie dyfuzji
gidial. 22u(y) ., g(t,x,u) « f(t,x) W)
“fox
okreslone dla (t,x)c £i = x [o.1j o warunkach brzegowych postaci

V.l u(t.0) - u(t.l* -0
i warunklaa poczetkowya
V.2 u(o,x) - o)

jako (szczegé6lny przypadek naszego ukiladu (iv)).

OeZsll spetniona se zatoZenla :
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gdzie
A A i) K(t ,x) 5 0
t>0 xé(cc(MJ«S j 0.1

oraz

A K(t.x) «O0

r n .
t»0 x e [o.lj - (ac.fi)

Ib
b) A x(t,x)(I-x)dx <1
B30 @

to uktad (v) jaat atabllny przy atale dziatajacych zaburzeniach.

Dowod!

Wprowadzmy funkcjonat
V(t) - 1/ u2(t.x)dx afcl . j u(t.x)2jUjfc51*x (€))

z (v) 1 (1), otrzymamy

1
- J*[u(t,x)d + u(t.x)g(t,x.u) + u(t ,x) f(t,x)Jdx. (&)

Wykorzystujgc warunek brzegowy (v.1), mamy
2.
u(t,x)z-ul u ™ dx< O. (3)
6Xx

Zauwazmy, ze:

u2 (t, 0" O

u2(t.x)”™ (I-x)Jf dx<(l-x) f dx.
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Korzystajec z elementarnych nieréwnosci, z zatozenia a) i z V.l dostajemy
z (2) nieréwnosé

J[- * K(t,x)u2(t,x) + Ju2(t,x) + ¢F2(t,x)]dx, ®)

gdzie jt dowolna liczba dodatnia.
Dokonujac dalszych przeksztatcen mamy:

H. (%"i1)2dx ¢ / K(t.x) ¢ 8u2(t,x)dx e

0 [0,1]
fi

X)) ¢ £ u2(t,x)dx * S|IFE112 .- ®)
@

Wykorzystujac w (6) nieréwnos¢ (4) , otrzymujemy

f— (™M N ) 2dx ¢ /[K(E.X) * FJu2 (t,x)dx +
0 [0, 1]-(ttfi)

% ([«(t,x) ¢ 11 - 3 (MEi*1)2dx)dx + ~fEx)0]2. a
o« 0
Biorec pod uwage. Ze w przedziale [o,1] - (<x./%)K(t,x) < 0, to dladosta-

tecznie matego ~K(t,x) + 4£< 0, a wiec druga catka w nieréwnosci @
Jest niedodatnia. Odrzucajac Je mamy:

« fu« -/ (271,2d, ./ <«17™1,2dx /[«(,-,)

o«
+AJil - x)dx + £]f(t,> 2
1 fi
/ ATx X dx[/Z«(t ) - x) + £ - x)dx] - 1 + i]If (. 0]|2- @)
Ostatecznie, dla na tyle matego, aby przy zatozeniu b)

fi
f[*(t,x)(l S x) A - x)ldx 1,
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srnay:

V(E) - V(O)*E ~ J|IF(t.x)]|2dT:

[iuCt.x)12< 117ix)!12 +ﬁ_f ifC 012d<.
0 c.k.d
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HCIL0Jh30BAHHE METOJA JalETHOBA ftHH HOCIEJIOBAUKH yCTOiHHBOCTH
yPABHEHHI! H CHCTEM yPABHEHH3 IAPABOIJfIECKOrO THIU

P aadke

B osatbe ogeHeHH Hopuu pemsHHfi hrk-osopiec ypaBHeHHit h oxcseu ypaaxenk
aapaC&KHqgaoKoro tana. PaacasoipsBaeTCli ypaBHeiras qeiBeptoro 2z btoporo no-
p*A*& o KO»$$HaHeHtaMK 3aBKCHUtoui ot (t,x) z xpa«snx yczoBaitl (aa tozbko hj-
ksbhx). Hcozeflyeica. yoioa>WBOo*i. peneHufi »thi ypaaHBHHfi h chotsm ypazHemiit
0iHOCBTezBBO KpaasHx h iiagatbHHx yaaoBHit, Honozbsya Kopny L?, Hanojibtyeicji
xerox JlanyHOBa ask zatnieAOBaxzx yorottaaBocTH ypaBaasaS z ancien ypaazint
napadozHaeoKoro Xxana.
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THE APPLICATION OF THE LYAPUNOV®"S METHOD TO TEST PARABOLIC EQUATIONS
AND SYSTEMS STABILITY

Sunmary

In the paper the eatiaatlone of solution! of a norm of certain equa-
tion! and syateea of partial parabolic equation! are presented. Those e-
quatlons are of the fourth and second order with coefficients depended en
(t,x) and boundary conditions net equal zero. The stability of the solu-
tione of these equations and syateea of equations In relation to the boun-
dary and Initial conditions using a L norn.



