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OGRANICZONOŚĆ ROZWIĄZAŃ PEWNEGO RÓWNANIA PARABOLICZNEGO 
NA PŁASZCZYŹNIE

Streszczenie. W pracy rozpatrywane Jest uogólnione równanie dy­
fuzji na płaazczyźnle i dowodzona ograniczoność jago uogólnionych 
rozwiązań.

Rozpatrzmy równanie paraboliczne ne płaszczyźnie postaci:

- *u(t.x.y) ♦ a(t . x . y ) ^ Ą i i r i  + b( t . x . y ) M ^ i l  .

- g(t,x.y) (i)

określone dla (t,x,y)e li

Q  - obszar walcowy U  ■ [0,«i x D 3-wymiarowy o osi równoległej do osi 
czasowej,

0 - ograniczony, otwarty, spójny podzbiór 2-wymiarowej przestrzeni Eukli-
2

dasowej R , 

z zerowym warunkiem brzegowym

1.1 u(t,x,y) = O dla (t,x,y) e T »  [0,®°) x © D  BD - brzeg obszaru 0

1 warunkiem początkowym

1.2 u(o,x,y) - r̂ o (x,y) dla (x,y) e D.

Gdzie r > 0 ,  A u »  2— w +
Vx‘i T>yz

Twierdzenie

Deźell:

a) dla każdego (t,x,y) * il



b) dla dowolnego k >  1/2

30

f II 9(t) II dt <
J0 L2k(D)

to rozwiązanie u(t,x,y) układu (i) jeet ograniczona w aenala normy

L2k‘

Dowód i

Poanólay obie strony równania (i) przez u2k“1 i scsłkujay po D. W wy­
niku tych przekształceń otrzyaujesy

j  'j2k” 1!¥<*xdy-r J  A u u Sk~1óxdy + /[•(*,*.y)§ 7  ♦ b(t .x.y)|Hlu2k"1dxdy -
O D D

“ J  g(t,x,y)u2k"łdxdy (l)
O

Pierwszą całkę w równaniu (i) aolna przedstawić w poetaei

J u 2k-1| ^ x d y - 2^  gf /  u2kdxdy - 3?Uul^ 2k (o) <2)

Drugą całkę w równaniu (l) przskaztałcaay, całkując przez czętfci 1 wyko­
rzystując zerowy warunek brzegowy 1.1
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r 
D
/ .  - - r j [ %  & ( „ * - ,  . | H  .
D D

r !/ (l x ) (2k-l)u2(k-1)dxdy ♦ r J (||±)2 (2k-l)u2(k“l5dxdy (3)
D 2

dla k >  1/2 obie całki w (3) sę dodatnia, więc

r J A uu2k-1dxdy > 0  (4 )

Dokonujeay przekształceń analogicznych jak wylej dla trzeciej całki w ró­
wnania (l)



/[a(t,x,y)|j + b(t ,x,y)^Ju2k_1dxdy -

" z ł / [ aJ r (u2l‘) * ^ ( “2k)]dxdy - - j ^ / [ | £  ♦ |£ju2kdxdy (5)
D D

Na nocy założenia a) z (5) mamy

J[e(t,x,y)|£ ♦ b(t ,x,y)|^lu2k"1dxdy >  O (6)
D

Opierając elą na (2), (4), (6), odrzucając człony dodatnie równania (2), 
otrzymujemy nierówność
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2 T 3 T " u #21  * /  9«2k_1dxdy (7)
L (D) D

Wykorzystując nierówność HSldera dla prawej strony (7) , mamy

/
2|c-i

gu2k_1dxdyig || g H Hu|| (8)
D L2k(D) L2k(D)

Z (7) 1 (8) otrzymujemy

2k 2k-l
SE 3 T I|U II 2k/ . ̂  11911 2k/ J |u 11 2k-ls x L (D) l t *(d ) L*k 1(o )

Nierówność (9) można zapisać

," ' ^ " " " l“ (d> * " ,V W “X i>) <,0>

Dzieląc nierówność (lO) przez || u U2k—1 1 całkując względem t otrzymu­
jemy

'“ W i *  " > < * « , )

Ponieważ nierówność (ll) jest prawdziwa dla dowolnego k >  1/2, więc prze­
chodząc z k -»-=~ i oznaczając
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iii s  i i i-  / l i s i  d t
o L~(0)

z nierówności (ll) otrzymujemy

II u! <  lli»0H +1119 III (12)
L~(o) L~(o)

Opierając się na założeniu b) twierdzenia, z nierówności (12) wynika o- 
granlczoność rozwiązań równania (i) przy dowolnya t

c.k.d
Uwaga 1

Oeśli w równaniu (i) po lewej atronia wyatępuje funkcja nieliniowa po­
staci F(t,a,y,u)u, wtedy powyższy yynlk aa również niejace, o ile
F(t,x,y,u) > 0  dla (t,x,y)e ii

Uwaga 2 

Jeżeli

I l 9 ( t . x . y ) | |  .  | g ( t ) ||
L~(D) L“ (D)

będzie całkowana względem t, to

lla ¡jujf <:<»»

l~ ( d V

Dowód:

Opierając się na przebiegu dowodu twierdzenia aaay

11« Ju|| <  fl u(T)|| +/||g(t)|| dt.
L~(o) L~(D) T L~(d )

przy czy*
Oo

A V /«<*>' dt <  00
Ć>0 T T L~(D)

a więc

li« II u || <  II u(r)n ♦ s <  ~
L~(D) L~(D)

c . k . d
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Uwaga 3

Powyższa rozważanie aoże być zastosowane również do równania z przy­
spieszony« argumentem, gdzia występuje nieliniowość postaci F(t,x,y,u(t+ 
♦•f.z.yjlu, przy założeniu f (.) > 0  dla (t,x,y)e£ł
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OrPAHHMEHHOCTb PEBLEHHH IIAPAEOJIHHECKOrO yPABHEHHH HA IUIOCKOCTH 

P e a » h e

B aaHHOii ciaibe paookoipeHO ofioÓnieHHoe ypaBHeHHe Ha hiookocth
a seKaaaHa orpaHxaeHHOCia oOoCneHHhoc peraeHuft.

ON THE BOUNDEDNESS OF PARABOLIC EQUATIONS SOLUTIONS ON THE PLANE 

S u m m a r y

In the paper a generalized diffusion equation on the plane is conside­
red and tha boundedness of its generalized solutions have been proved.


