ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1985
Seria: MATEMATYKA-FIZYKA z. 43 Nr kol. 795

Adam CZECH
Danuta DAMA

OGRANICZONOSC ROZWIAZAN PEWNEGO ROWNANIA PARABOLICZNEGO
NA PLASZCZYZNIE

Streszczenie. W pracy rozpatrywane Jest uog6lnione rdéwnanie dy-
fuzji na ptaazczyznle i dowodzona ograniczonos¢ jago uogolnionych
rozwigzan.

Rozpatrzmy roéwnanie paraboliczne ne ptaszczyznie postaci:

- *u(t.x.y) ¢ a(t.x.y)MALiri + b(t.x._.y)mMnril

- g(t,x.y) )

okreslone dla (t,x,y)e h

Q - obszar walcowy U m [0,«i x D 3-wymiarowy o osi réwnolegtej do osi
czasowej,

0 - ograniczony, otwarty, spéjny podzbidér 2-wymiarowej przestrzeni Eukli-
dasowej R,

z zerowym warunkiem brzegowym

1.1 u(t,x,y) =0 dla (t,x,y) e T» [0,8°) xOD BD - brzeg obszaru 0
1 warunkiem poczatkowym

1.2 u(o,x,y) -ro(x,y) dla (x,y) e D.

Gdzie r >0, Au» 2-w +
VX9 Tyz

Twierdzenie

Dezell:

a) dla kazdego (t.,x,y) * il
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b) dla dowolnego k > 1/2

30

f 19(t)N dt <
D L2k (D)

to rozwigzanie u(t,x,y) uk#adu (i) jeet ograniczona w aenala normy

L2k*

Dowdd i

Poanélay obie strony réwnania (i) przez u2k“l i scstkujay po D. W wy-
niku tych przeksztatcen otrzyaujesy

J  J2k71¥<*xdy-r J AuuSk~16xdy + /[<(*,*.y)87 ¢ b(t .x.y)|HIu2k"1dxdy -
0 D D

“J g(t,x,y)u2k"tdxdy m
0

Pierwszg catke w réwnaniu (i) aolna przedstawié¢ w poetaei

Ju2k-1]~*xdy - 2~ gf / u2kdxdy - 3?2Uul” 2k (0) <2)

Druga catke w rownaniu (1) przskaztatcaay, catkujgc przez czetfci 1 wyko-
rzystujac zerowy warunek brzegowy 1.1

r/. - -rj[f» &(¢,,*-, . |H
D D

rv (Ix) (k-Du2(k-1)dxdy ¢ r J (J19)2 (2k-1)u2(k“15dxdy ®)
D 2

dla k > 1/2 obie catki w (3) se dodatnia, wiec

r \]A uu2k-1ldxdy >0 @)

Dokonujeay przeksztatcen analogicznych jak wylej dla trzeciej catki w roé-
wnania (D)



Ograalczono$¢ rozwigzan pewnego réwnania parabolicznego... 175

/[a(t,x,y)lJ + b(t,x,y)NJu2k_1ldxdy -
“zd/[aIr2l) * A ( “2k)]dxdy - - JA/LIE ¢ |£ju2kdxdy )
D D

Na nocy zatozenia a) z (5) mamy

Jle(t,x,y)|£ ¢ b(t ,x,y)|Mu2k"1ldxdy > O )
D

Opierajac elg na (2), (4), (6), odrzucajac cztony dodatnie roéwnania (2),
otrzymujemy nierdéwnos¢

2T3T"u#l * / 9«2k_ldxdy Q)
L (@ D

Wykorzystujac nieréwnos¢ HSldera dla prawej strony (7) , mamy

2|c-i
/ gu2k_1dxdyig JgH Hul | ®)
D L2k (D) L2k (D)
Z (7) 1 (8 otrzymujemy
2k 2k-1

SE 3TIU le/(D). n 1]91]] %K/(d)] Ju lLZE_!ls(of

Nieréwnos¢ (9) mozna zapisac

JrTATTE @St YW X D) <0

Dzielgc nierdéwnos¢ (10) przez JuU2k-1 1 catkujgc wzgledem t otrzymu-
Jemy

ey i * u><*«’)

Poniewaz nieréwnos¢ (Il1) jest prawdziwa dla dowolnego k > 1/2, wiec prze-
chodzagc z k -»=- i oznaczajac
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i s iii- /lisi dt
o] L~(0)

z nieréwnosci (1) otrzymujemy

! < MOH +1119 B 12)
L~(0) L~(0)

Opierajac sie na zatozeniu b) twierdzenia, z nieréwnosci (12) wynika o-
granlczono$¢ rozwiazan réwnania (i) przy dowolnya t

c.k.d
Uwaga 1

Oesli w réwnaniu (i) po lewej atronia wyatepuje funkcja nieliniowa po-
staci F(t,a,y,u)u, wtedy powyzszy yynlk aa roéwniez niejace, o ile
F(t,x,y,u) >0 dla (t,x,y)e ii

Uwaga 2

Jezeli

19 (t.x.y)ll - la(e)d

L~(D) ()
bedzie catkowana wzgledem t, to

Ila jyf <IOm
F(dV

Dowdd:

Opierajac sie na przebiegu dowodu twierdzenia aaay

11« Jdu]] < AuMII + gl dt.
L~(o) L~(D) T L~(d)
przy czy*
0o
AV /((<k>' dt < 00
C>0 T T L~(D)
a wiec
li<« Nu | < Ru(r)n ¢ s < ~
L~(D) L~(D)

c.k.d
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Uwaga 3

Powyzsza rozwazanie aoze by¢ zastosowane réwniez do réwnania z przy-
spieszony« argumentem, gdzia wystepuje nieliniowo$¢ postaci F(t,x,y,u(t+
eef.z.yjlu, przy zatozeniu f(.) >0 dla (t,x,y)eft
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OrPAHHMEHHOCTb PEBLEHHH 1HAPAEOJIHHECKOrO yPABHEHHH HA IUIOCKOCTH

Pea»he

B aaHHOii ciaibe paookoipeHO ofioOnieHHoe ypaBHeHHe Ha hiookocth
a seKaaaHa orpaHxaeHHOCia 00oCneHHhoc peraeHuft.

ON THE BOUNDEDNESS OF PARABOLIC EQUATIONS SOLUTIONS ON THE PLANE

Summary

In the paper a generalized diffusion equation on the plane is conside-
red and tha boundedness of its generalized solutions have been proved.



