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BADANIE STABILNOŚCI PEWNYCH RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH CZĄSTKOWYCH 
PARZYSTEGO RZ|DU > 2

Streazczenie. Przedmiotem moich badań są pewne Jakościowe włes- 
ności ukiadćw dynamicznych opisanych równaniami różniczkowymi rzędu 
parzystego >  2.

Formułuję 1 udowadniam twierdzenie dotyczęce oszacowania normy 
rozwlęzanla rozpatrywanego równania różniczkowego. Z uzyskanej nie
równości wnioskuję stabilność rozwlęzanla trywialnego danego równa
nia względem warunków poczętkowych.

Otrzymane w tej pracy wyniki uzyskuję przez uogólnienie znanych 
metod dla równań drugiego rzędu na równanie bardziej skomplikowane, 
zawierajęce pochodne parzystego rzędu >2.

WST|P

Rozważania dotyczę równania różniczkowego określonego w obszarze

ii » I * D,

gdzls:
I ■ | t : 0«S t < * 4
D « I X : 0 ̂  x i  1 j.

Oznaczenia;

C2n+1 - klasa funkcji cięgłych wraz z clęgłyml pochodnymi do rzędu 2n+l,
(k liCtx “ funkcji cięgłych wraz z clęgłyml pochodnymi po t do rzę

du k oraz clęgłyml pochodnymi po x do rzędu 1,
Lp(o) - klasa funkcji całkowalnych z p-tę potęgę,

H|n+1(D) - przestrzeń funkcji z L2 (d ) majęcych uogólnione pochodne do
rzędu 2n+l, należęce do L2 (d ).

Oceny rozwięzań dokonuję w oparciu o pojęcie normy [l]. Indukowane normy
aę oznaczane przez II • II , (i « 0,1,2) czy też || . || Korzystam z normy w 

2przestrzeni L o budowie:

U UIIL (o) * (J U dx) ' (l)
2 0

gdzie u « L2 (d )
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z norny w przestrzeni H|n+1(o) postaci

ll?” H|"łl(0) I_2 (d ) j” gliŁ>X IIl (d )

gdzie <p £ H2k+1 (d ) .

Korzysta« z następującej definicji stabilności 

Definicja 1

Rozwiązanie trywialne równania nazywaay stabilny« względem warunków po
czątkowych, jeżeli

A  V  | k (x>llo+ K (x)ll i<<5 =* A k * * x)I
fi<0 <$>0 L

2 < e
6 < 0  S> 0 1

u(t,x) - dowolna rozwiązanie równania spełniające warunki początkowe -

u(0,x) o <p0M

S lffiifl - y 1(x) dla (t.x) £ O  

Rozpatrzny równanie postaci:

x - f t  ■ Ż  § i r T ( , 2 k + i ( x )  S e t t *  -  e i t - x >u -  d < **x ) | r )
ot k-0 w x

dla (t,x)e n  z warunkaai początkowy«!

1.1. u(o,x) - f 0 (x)

1.2, - <fxU )  dla x e [o.l]

1 dowolnyai warunkaai brzegowyai zgodnyal z warunkaai początkowyai, gdzie 
dla każdego (t,x)cft

a2k+i(x) e C2k+1 (k - 0,1,... ,n) ; c(t,x) e C ^ * 0 ^»

<Pl(x) « U2 (o); d(t,x) e Ljio); p0 (x) e H|n+1 - funkcja dane

u(t,x) - funkcja nieznana, bodąca rozwiązania« równania I-I.2. 
u(t,x) £ l ([o ,~)» h J(d ) n l 2 (d )).

Zakładaa, że lstniaje rozwiązanie równania I, spełniająca żarowe warunki 
brzegowe 1 warunki początkowa I.1-1.2.
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Twierdzenie 1

Jeżeli dla (t.x)e O. współczynniki powyższego równania spełniaj; za

łożenia :

(a) ®2k+l^x  ̂>  0 ^k " 0,1.....

(b) ®8,2k+l^x)
8 x

• 0 (k • 0,1,...,n)
x«0 (s - 0.1,...,2k)
x-l

8c(t,x)(c) c(t,x) >  >  O; d(t,x) ^ 0 ;

(d) aax fsup a_. ,(x)s eup c(0.x) j 1 - M„ k - 0,1,
x . [ 0 ? i f  X 6 t ° ' 1i

,n

to
r f t t  n l'ci2 k + V  ii i

A  i i u ii <V m : W  + I ^ o i l  '
* 1L k - o " OX " J

gdzie H • || Jest norm; przestrzeni Lg.

Dowód:

t Dla przeprowadzenia dowodu przyjmuję funkcję pomocnicz; postaci:

2

'< * >  ■ i / [ < w > 2  * t
O k-0

o2k+l *■ ,1
a2k+l(x)(^ 5 F T f ) ♦ c ( t . x>“ J dx (3)

Różniczkując równanie (3) względem t otrzymuję 

dv(v ( t )  f f c u  c^u V 1,  / .  V ®2k +1 u ®2 k ł 2 u
b f ^ - J o |w ^  + ] L W x >

X 1 ®e „2 L
+ ?  $t u J dx-♦ c (t ,x)u (4)

Wykorzystując założanis (b) twlardzanla 1 dokonuję przakształcart składni
ków sumy po prawej stronie powyższego równania (całkowanie przez części). 
co w rezultacie równanie (4) doprowadza do równania postaci

8V t | V u  8 2k+1 / . ^ 2k+1u ,  , / T lf>
BF - J  -  j L  i 7 C T (»2k+i (x^ ^ i )  ♦ c ( t 'x>

"|®u 1 e>c i
uj5t + ? st u dx (5)
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a więc

dV 
Ht

"0

w oparciu o założenie (c) twierdzenia i otrzymuję

ÏÏT^ °'

czyli

V(t) <£ V(0)

a więc

? /  [(I f ) 2 + ¿ a 2k+l ( x ) ( ^ k ) + c ( t . x ) u 2] d x  *£
0 k-0

<  è / [ ( î* i ( x ) ) 2  + ¿ a 2 k + i ( x ) ( | ~ 5 ^ T £)  + <=(0-x V o ( x )] dx (7)
O k-0

Z (7) w oparciu o założenie (c) i (d) otrzymuję

Mi/  u2dx ^ M ^ L î x ))2 ♦ ¿ ( B ¿t°lX)) + ï>o(x>ldx (8>
0 O L k-0 J

Z (l) 1 (8) eeay

- i 2 -  î  [ w 2 *  t i s â -
*- k-0 ox

\W a f  ( 9 >"T0

Wykorzystując proste nierówności algebraiczne z (9) otrzyauję tezę twier
dzenia

c.k.d.
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Przykład 1

Rozpatrzmy równanie postaci:

1'. Ą  - i z  ^ £ T (x2kłl(i-x)2k+1 -  < 1 ♦ e'tx)“ -
®t 2 ®x2k+1 ® x 2kłl

dla (t,x)« il » [o,«>) x [O.lj

o warunkach początkowych postaci

u(o,x) - p 0 (x)

dla x e [o.i]

1 dowolnych warunkach brzegowych.
Współczynniki powyższego równania spełniaj; wszystkie założenia twierdze
nia 1.
Dla (t,x)t il « [o,~) x [o.l]

(a) •2ic+i(x ) ’ x2k+1(l-x)2k+1 5* 0 A  r ii k - 0 . 1 , . . . , n
X 6 [O.lj

(b) ^ >82kłl(X) x,0 ■ 0 dl* k ■ 0,1,...,n s - 0,1,...,2k 
x>l

(c) s(t,x) - e'tx + 1 >  1 » O 
d(t,x) « (x2 ♦ xt + 1) >  O

I ł  "  - x « " tX  < 0

(d) «ax[(J)2k+1.2.l] . 2 . M2 .

Dla równania I' prawdziwe Jest oszacowanie
r

n ||t)2k* V  II 
Aliu|< ♦ X  h d r  * ll̂ oII
t k-0IIMt 11

Uwaga 1

Oażeli współczynniki równania I nie spełniaj; założenia (b) twierdze
nia 1, to teza twierdzenia 1 Jest słuszna dla równania I o zerowych wa
runkach brzegowych.
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Uwaga 2

Równania I aolna rozpatrywać w d cno lny a obszarze ii - x [e,b];
ii» [o,°°) x [0.°°) 1 toza twiardzenla przy zarowanlu się współczynników
a2(t+1(x ) na kraóeach przedziału (lub żarowych warunkach brzegowych) po
zostaje słuszna.

Twierdzenie 2

Oeieli spełnione są załoZanla twierdzenia 1, to rozwiązanie trywialne 
równania I jest stabilne względen warunków początkowych w sensie defini

cji 1.

Dowód;

PrzyjnuJąc

Il î’o II “ Il ï’o ü ^ n + l ^

II u ( t ,*)||2 -  II uCt  ,x) | |  l 2 ( )

Z (l) , (2) 1 tezy twierdzenia 1 wynika teza twierdzenia 2.
c.k.d.
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HCCJIEjHOBAHHE CIAEHJIbHOCTH HEKOIOPbiX £H$$EPEHI]tfAJIbHliX yPABHEHHfi 
C HACTHHMH nP0H3B0iHUMH HEIHOEO P H M  » 2

P e  3 »  m e

npejp iexoM  HccJieflOBaHHfl b f la n a o it asjiH ioxcji h s k o t opfaie KaqecTBeHHh.e oeoS -  
o x B a  ^ H H a M H q e o K n x  o a c x e i i  o n n o a H H u x  An<t4>epeH iijia jibH H M H  y p a B H e h k h ia H  q e i H o r o  

nopa^Ka >  2.
S o p M y j iH p y e x c a  n  A O K a 3 H B a e x c H  x e o p e n a ,  K a o a m m y io c a  o y e h k h  H o p u H  p e m e H M  

p a c o j i a x p H B a e u o r o  jy o J i i e p e H i iH a j ib H o r o  y p a B  He h k h » C n o j iy  t i e H H o r o  H ep aB eH C T B a  

n p e f l J i a r a e x a a  y o x o f t 'tH B o o x i»  p e n e H n a  H y j ie B o r o  .n a H H o ro  yp aB H eH H H  oTH O C K T ejitH O  

HCXOflHHX y O JIO B H g.

IIojryiieHHtie b p ad  o r e  p e 3 y jn > ia x n  n o jiy a a e u  oOofimaa n3BecTHMe M eTo^u jy is 

ypaBBeHHS a s o p o r o  paja c  ypaBHSH zauH 6 o a e e  osoxhhub co^epxanH U H  npoasBO A - 
H ue a a iH o r o  p a n a  > 2 .

STABILITY OF SOME PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS OF AN EVEN ORDER 
GREATER THAN TWO

S u ■ a a r y

The aim of tha paper la to analyaa soma qualitative propartiee of dy
namic system« described by differential equations of the even order grea
ter than two. The theorem concerning the norm estimation of solution of 
the considered differential equation is formulated and proved. The obtai
ned Inequality is used to find a stability of trivial solutions of the gi
ven equation in relation to primary conditions. The results are obtained 
generalizing known methods for tha equation of the second order and ap
plying them to the more complicated aquation containing differential coef
ficients of the even order greater than two.


