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M. ZABKA

PRODUKT POLPROSTY 1 KOPRODUKT POLPROSTY
W KATEGORII Z OBIEKTEM ZEROWYM

Streszczenie, w artykule zaproponowatem pewne definicje produktu
podproatego w dowolnej kategorii z obiektem zerowym, bedece uogol-
nieniem definicji produktu potproatego grup oraz algebr Liego. Pro-
dukt pédproaty jeet roéwniez uogélnieniem produktu w kategorii.

WSTFP

Znane ee pojecia produktu pétprostago grup oraz sumy podprostej algebr
Liego (por. [3] e. 18 i [i] a. 213). Moim celem Jest uogélnienie tych po-
je¢, w oparciu o teorie kategorii, w tym artykule podaje pewne definicje
produktu pédproatego w kategorii z obiektem zerowym. Udowadniam nastep-
nie, ze stosujec te definicje do kategorii grup oraz do kategorii algebr
Liego, otrzymujemy znane pojecia produktu podproatego grup oraz odpowied-
nio: aumy podprostej algebr Liego. Pokazuje roéwniez wkasno$¢ produktu pot-
proatego, wzorowane na odpowiednich wkasnosSciach tego pojecia w kategorii
grup oraz w kategorii algebr Liego, a mianowicie pokazuje, ze kazdy pro-
dukt Jest produktem pé#prostym.

Na kortcu wprowadzam definicje dualne do poprzedniej, tzn. definicje ko-
produktu pétproatego oraz podaje wkasnos¢ dualne do podanej wyzej, tzn.
za kazdy koprodukt Jeet koproduktem podprostym.

§ 1. POOfCIA PODSTAWOWE

Centralne definicje tego paragrafu, a nawet catego artykutu, Jaat de-
finicja 1.7 produktu podproatego w dowolnej kategorii z obiektem zerowym.
Zostata ona poprzedzona przypomnieniem najwazniejszych poje¢ z teorii ka-
tegorii, przedstawionych w monografii [*J.

Definicja 1.1

Przez kategorie Gr bedziemy rozumieli kategorie, ktdérej obiektami se
wszystkie grupy, a morfizmami dowolne homoaorfizmy grup (por. £2] s. 16).
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Oaflnlcja 1.2

Obiekt«« zerowy« kategorii#’” nezywaay kazdy taki obiekt 0.ze dla kaz-
dego obiektu X kategorii IA letniej« doktadnie Jeden aorfiza ot :X - O
oraz doktadnie Jeden aorfiza [b :0- X. Wszyetkie obiekty zerowe danej ka-
tegorii eg izoaorficzne.

Deflnlc.la 1.3

Morflzaea zerowya nazywaay kazdy aorfiza <& :X—— Y bedgcy ztozenie«
tmetjb aorfizaébw oc:0- Y 1 ~:X- 0, gdzie O Jeet dowolny« oblek-
tea zerowya.

W szczegélnosci aorfizay o i ji cg zerowyal.

Dla dowolnych dwéch obiektéw X i Y aoze istnie¢ najwyzej Jeden taki
aorfiza z X do Y, oznaczany Jako Oxy. Dla kazdych dwdéch obiektéw ka-
tegorii Vi istnieje aorfiza zerowy wtedy i tylko wtedy, gdy w kategorii
Viistnieje obiekt zerowy (por. [2] etr. 61).

W kategorii Cr obiektea zerowya Jest grupa Jednoeleaentowa, a aor-
fizaaal zerowyal ag hoaoaorfizay grup, w ktérych obrazea dowolnego ele-
aentu Jeet elenent neutralny.

Uwaga 1.1
W catya artykule bgdzleaypoaijali znak superpozycji odwzorowac, pl-

szgc zamiast o°fi po prostu otfi. Podobnie, gdy nie bgdzle to prowadzito
do nieporozuaiert, bgdg «puszczat znak dziatania grupowego.

Definicja 1.4

Morfiza c*:A- B nazywaay retrakcjg (koretrakcjg), gdy istnieje aor-
fiza «B-~A teki, ze ot/h - idB (fi<x - idA). Oczywiscie dla dowolnych
dwéch obiektéw A i B istnieje retrakcje ot (A- -B wtedy i tylko wte-
dy, gdy istnieje koretrakcja [b :B— A (por. [2], s. 50).

Definicja 1.5

Morfiza @ :A- B nazywaay izoaerflzaea, gdy istaieje aorfiza fb'.B-*-

taki, ze ccthm id0 1 » idA. Taki aorfiza oznaczaay Jako ot-1 i nazy-
waay odwrotnya do cc (por. [2] a. 48).
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Oefinlcla 1.6

Morflzb K--A @AiA- K) nazywany . Jedrea (kojedren) «jorfizau
Jt:A- B (f:B-~A), gdy ztozenie Xi (fi*) J*»t morflzaoB zerowy« oraz
dla kazdego «orflzau J :X- A (£:A- X). dla ktérego zto2enle 0j *D
Jeat aorflzaaa zerowy« istnieje doktadnie Jeden «orflza X— KG*K— X)
taki. e (por. [2] a. 249).

Uwaga 1.2

Hoaoaorflza grup f :K--A Jaet Jedrea hoaoaorflzau grupjfiA—B wte-
dy 1 tylko wtedy, gdy Jeat on ztozenia« lzoaorflzau J :K- Ker i whoze-

nia toz»«»osciowego fi grupy kar ajw grupe A, tzn.
Hoaoaorflza :A— K Jeat kojedraa hoaoaorflzau *1:B-»-A wtedy 1 tylko
wtedy, gdy Jeat on ztozanlaa hoaocaorflzau naturalnego q:A- A/C, gdzie
podgrupa C Jaet nejanlejeze podgrupe noraalng, zawierajgc« obraz 1Ina
grupy B w odwzorowaniu Jf oraz lzoaorflzau fi :A/C- K, tzn. q (por.
[2J. a. 250).

Uwaga 1.3

Zachodzi naet«puJ«co prosta wkasnosci Dezell aorflza f:K- A Jeat Je-
drea aorflzau x iA--B, a aorflza fi :A- -Al jest izoaorflzaaa, to aor-
flza fift jeat Jedras aorflzau Jifi“1l.

Dowdéd powyzszej uwagi wynika wproet z definicji.

Oaflnlc.la 1.7

Morflza JiK-«-A Kkategorii Vt nazyweay aonoaorflzaea, gdy dla kazdych
dwoéch aorfizadw X-~ K 11t):X= K z tego. za -3 -“wynika, ze tp-<p
(por. 2], a. 49).
lkeaga 1.4

Hoaoaorflza grup fiiK—-—A w kategorii Gr Jeat aonoaorflzaaa wtedy 1
tylko Wtedy, gdy odwzorowanie $ Jeat roéznowartoé6clowe.

Zanotujay prosty zwlezek niedzy Jedraal a nonoaorfizaaal.

Wniosek 1.1

Kazdy aorflza kategorii W, bedecy Jedrea Innego aorflzau, Jaat aono-
aorflzaaa.
Dowdd 1

Niech aorflza fi jK- A Jaet Jedrea aorflzau o iA—— B 1 niech e?:X- k
1 tj) :X —K bede takiai aorflzaaai, ze ip Oznaczaay przez fi f.
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2 definicji Jedra wynika, tacf » OKB. Zachodzi «6 = « °KB ~ " °KB*®
Z jednoznaczno$ci ietniania aorfizau ‘I? takiego, te £ *$""9F wynika row-
nos¢

Okrasliay teraz podatawowe dla dalazych rozwatahn definicje.

Daflnicla 1.8

Obiekt A kategorii , W ktorej ietnieje obiekt zerowy, nazywaay pro-
duktea pétproatya obiektéw K 1 3, gdy latnleje aorflzey ~ jK A oraz
srsA-—- B takie, te

a) aorfize Jeet jedrea Borfiznux
b) BorfizB JC Jeet ratrakcje.

W naetepnya paragrafie zinterpretujeny te definicje w kategorii grup
Gr oraz w kategorii algebr Liego.

§ 2. WLASNOSCI PROOUKTU POLPROSTEGO

W tya paragrafie wprowadziay tradycyjne definicje produktu pdéiproatego
grup oraz auay poOtproetej algebr Liego, a naetepnle wykateey roéwnowatnosé
tych definicji z definicje 1.8 w odnleeieniu do odpowiednich Kkategorii.
Pokaleay réwniet, te produkt poédproety jeet uogdlnienlea produktu.

Definicja 2.1

Niech K 1 B bede grupaai, a oc :B— -AutK hoaoaorflzaea grupy B w
grupe autoaorfizadéw grupy K. W zbiorze K * B aotna wprowadzi¢ naatepu-
Jece dziatanie!

(Kj.bi) . (k2.b2) :» (k"~a”~Ckg), bjbg).

Zbior K t 8 z wprowadzonya powytej dziatanlea Jeat grupe nazywane pro-
duktea poO#proatya grup K 1 B. Produkt poétproaty grup K i B oznacza-
ay Jako KAW B, gdzie znaczek aa przypoaina¢ zaletno$¢ produktu pédproe-
tego od wyboru htaoBorflzau oc. (por. [s], a. 18).

Uwaga 2.1

Oeteli o Jeet odwzorowaniea cc:B- Aut K, to zaaiaet oc (b) bede pleat
réwniet och.
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Lemat 2.1
Homomorfizm grup 3T:A--B Jest refrakcje wtedy 1 tylko wtedy, gdy is-

tnieje: grupa G, homomorfizm oc :B- AutG oraz izomorfizm fi A G A* B
takie, ze homomorfizmy OFi Jf3 apedniaje zwiezek J70 fi « & gdzie

tfA"GANB - -B zdefiniowany jest wzorem 3t0 (g,D) :» b.
Bowéd:

"F£>" Niech homomorfizm T :A-*- bedzie refrakcje. 2 definicji re-
frakcji wynika, ze istnieje homomorfizm (@ :B- A taki, ze %<p = id0 .
Niech G := ker® oraz niech ¥ b e 8 V ge6G a:b(@) :=y?2(b) ge?(b)-1. W

oparciu o proste przeliczenia przekonujemy sie, ze odwzorowanie <X jest
homomorf izmem grupy B w grupe automorfizméw grupy G, tzn. ce :B- AutG.
Mozemy wiec mowi¢ o produkcie poOd#prostym grup GAaB. Zdefiniujemy teraz
odwzorowanie t:A- —Gb,gi V a £ A

fi(a) == (apff(a_l).X (a))

Sprawdzimy, czy definicja Jest prawidtowa:

1t (acpicia™l)) = 31(@)3CpJi(a~1l) = X (a)jr(a)-1 = e8

a wiec a(3T (a-1)£ kerJi= G. w celu sprawdzenia czy odwzorowanie Jest

bijekcje wprowadzimy odwzorowanie /V :
/V: GAMB-— A V(g,b)€ GAa;B /V(g.b) :-gq?(b)

Mamy :

fi*fi{a) » ae73f@ NijNBr@ » a
oraz
fifi*(g-b) » (i>@P®) = @POYAr2(0-1) g_1),a(gp(b))) =
> (@™ (D)FIfip(b~1)cp3t(.g1) ,3r(g)Ip(b)) ~
. @J2( )<p(b)_1<p(eB) .eBb) = (g. b) ,

tak wiec odwzorowanie fi* jest odwrotne do odwzorowania fi , a tym samym
odwzorowanie fi Jest bijekcje.
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Udowodnimy Jaszez«, za odwzorowanie fi Jeet homomorfizmen.
A(*1827 “ (ala2” (a"la"1), Si(ala2)) =
- (a175i(a~1)'i)(li(al)) sAIfiejl)*M a“1)), * (0~ 3f(a2)) »
- (a~Jffanr (a203F(a 1)), 3F(al) sr(a2)) =
- (aria"1),J(ak)) . (a~ia“1),*(@2)) * fiiar . fi (a2)
/K@) - (eAglii(eA) . sF(eA)) = (eA >eB)

+acznie powyZaza rozumowanie dowodzi, za homomorfizm fi Jest izomorfizmem.
Zwigzek jrg ar Jest Juz oczywisty - wynika wprost z definicji odwzoro-
wania.

—<;= " Niech fi:A-~ G\gB bedzie izomorfizmem grup, 3T:A- B dowolnym ho-
momorfizmem , dla ktérego zachodzi zwigzek MM=%Bfi. Niech V- beB #°(b) :«
(eA.,b) i niech $:=fi~1fl. Mamy X $ - X Bfi fi"1if- 3fB "= 1dB- Udowodnilismy
wiec, ze homomorfizm Jf jest retrakcje.

Twierdzenie 2.1

Grupa A jest produktem pédprostym grup K i B w kategorii Gr w
sensie definicji 1.8 wtedy i tylko wtedy, gdy Jest izomorficzna z pewnym
produktem podprostym KA~B grup K i B w sensie definicji 2.1.

Dowéd : * => *“

Z definicji 1.8 wynika istnienie homomorfizméw <j:K--A oraz Ji:A- B
takich, Ze homomorfizm $ Jest Jadrem homomorfizmu * oraz homomorfizm %
Jest retrakcja. Na mocy lematu 2.1 z tego ostatniego faktu wynika, Ze is-
tnieja grupa G, homomorfizm (X1 :B—— Aut G i izomorfizm fi :A —— B *oc" B
takie, Ze speiniony jest zwigzek Xg fi» 3F , gdzie x B Jest homomorfizmem
®B: GV B~~B zdefiniowany wzorem 3tg(g,b) :« b.

Niech = Na mocy uwagi 1.3 homomorfizm -f Jest jadrem homomor-
fizmu 3IB. Oczywiscie kerJtg « G* {®g]- Na "ocy uwagi 1.2 homomorfizm
Jest ztozeniem izomorfizmu 3 :K- ker3fQ i whozenia tozsamosciowego
fejkerltg- GA”B, tzn. $«£3 . Poniewaz istnieje izomorfizm ~:K~ker3iB *
» G « |®aj-wiec Istniaje izomorfizm J:K- G. Ostatecznie wigc istnieje
homomorfizm ce:B—~ Aut K taki, ze GA”B — KA™Db.

“ Niech fiiA—- KA”B bedzie izomorfizmem grupy A i pewnego pro-
duktu potprostego KA”B grup K i B. Nieuh jrQ:KA BB bedzie homo-
morflzmam zdefiniowanym wzorem JiO(k,b) :« b. Na mocy lematu 2.1 homomor-
fizm 3T :» arBM:A-— B Jast retrakcje. Niech ponadto homomorfizm , " :K- KXaB
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bedzie zdefiniowany« wzorea t"(k) :» (k,eQ). Oczywiscie ft"K) m kerjrB, a
wiec na «ocy uwagi 1.2 homomorfizm jeet Jedren homomorfizmu irQ. Na mo-
cy uwagi 1.3 homomorfizm ft:e A jeet jedrea homomorfizmu W-S"gji.

Przejdziemy teraz do algebr Llego. Podamy na poczetku podstawowe defi-
nicje i whasnosci.

Definicja 2.2

Pare (g- [,LI) nazywamy algebreLlego nad ciatem K, gdy g Jeet prze-
strzenle linlowe nad ciatea K a[,] Jeet odwzorowaniem [.]1:9* g--9¢
spetniajecya nastepujece warunki:

a) V x,y eg Dyl+Lly.x] -0
b) V x.y.z eg Vk, 1 «K [kx ¢ ly.zj - k[x,z] + I[y.z]
)V x,y,zeg [x, Iy-zli+ "y.[z,x]J+ |z. [xylJ - O

Odwzorowanie F ig “wh algebry Liego g w algebre Llego h nazywa-
my hoaoaorfizmem algebr Liego, gdy odwzorowanie F Jest liniowe oraz za-
chowuje komutator, tzn. F[x,yj «ff&)* F(V)] «

Odwzorowanie F :g—-g algebry Llego g w siebie nazywany derywa-
cje. gdy odwzorowanie F jest liniowe oraz

FIx.yl » FG) . vi + [x, FOIT -

Zbiér wszystkich derywacjl oznaczamy przez Derg (por. [I], e. 212).

Lemat 2.2

Zbiér derywacjl Oerg dowolnej algebry Liego g z dodawaniem, anoZe-
nian przez elementy ciata K oraz z dziataniem [,] okresSlonym w naste-
pujacy sposéb:

VF, H ¢ Derg [f.hJ :« FH - HF Jest algebre Liego (por. [I1], a. 212).

Definicja 2.3

Niech g i h bede algebrami Llego nad ciatem K, a t : h - -Dorg ho-
aocoaorfizmem algebr Llago. W zbiorze g » h aodna w naturalny eposéb okre-
$li¢ strukture przestrzeni liniowej.

Okreslimy dodatkowo naatepujece dziatania

V(x.y), (z,u) s g, h [(xy), @wO] - ([x.z] + ty(@) - «<*(x), [v-“D
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Przeetrzert liniowa g * h z tym dziatanie« staje aie algebr« Liego. Na-
zywamy Ja sum# pOdproet# algebr Liego i oznaczany jako gA”™ h (por. [i],
e. 213).

Dofinls.1« 2.4

Przez kategorie A1Ck) bedziemy rozuaieli kategorie, ktorej oblaktaai
ae wszystkie algebry Liego nad ciatem K, a eorfizmaai dowolne homoaor-
fizmy algebr Liege.

Twierdzenie 2.2

Algebra t jaat produktem péiproatya algebr g i1 h w kategorii Al(k)
w aeneie definicji i.8 wtedy i tylko wtedy, gdy algebra t jest 1izomor-
ficzna z auae potproet# algebr Liego g i h, tzn. iatnieje taki homo-
aorflzm t :h-*-Derg, te algebry t i gA#h se izomorficzna.

Dow6d pewyZezego twierdzenia pomijamy, poniewaz przebiega on analo-
gicznie de dowodu twierdzenie 2.1.

Wykazemy Jeazcze, Za produkt pédproaty jaat uogélnieniem produktu dwoch
obiektow w kategoriach z obiektem zerowym. W tym celu przypominamy naj-
pierw definicje produktu dwoch obiektéw.

Definicja 2.5

Niech A” i Agbede dowolnymi obioktaml kategorii li . Produktom o-
bioktéw Aj i A., nazywamy dowolny obiokt B kategorii Il taki. Ze let-
niej# morfizmy nrj : 8—Aj 1 «2 s 9- Ag, apednlajece naatepujecy wa-
runek: dla kaldego obloktu X kategorii 11 i kaZdych dwéch morfizméw «ji
X— Aj 1 c2 : X- Ag iatnieje doktadni« jeden oorflsm fitX — - B, taki,
lo ®j fimutj 1 #g /»atg. Pare morfizaéw (JTj,*g) nazywamy par# produk-
tow# (por. [2] a. 87).

Twierdzenie 2.3

OeZeli w kategorii Il iatnlojo obiokt zerowy, wtody kazdy produkt o-
blektéw K 1 B Jaat réwniez ich produktem podproatya.

Dowéd:

Niech obiakt A bedzie produktem obiektéw K i B, a para oorflzméw
(octA—- K, fi :A— B) - par# produktow#. Z definicji produktu wynika iat-
nienia aorflznu fi :B- A takiego. Ze «fi- 00K i fig, « idB. St#d wyni-
ka juZ, Za aorfizm B jeat ratrakcj«.
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Z definicji produktu wynika réwniez Istnienie morfizmu KA takiego,

ze zachodze warunki:
.1
2.2
Udowodnimy, ze aorflzm Jeet Jedrem morfizmu fi. Warunek (2.2) jest wa-

runkiem z definicji Jedra. Niech ~:X- A bedzie dowolnym morfiznem spe#-
niajacym warunek

2.3)
Zdefiniujemy aorflzm g w nastepujecy sposéb:
2.9
Na mocy (2.1) i (2.4) otrzymujemy
X T+ nP m<xtp 2.5)
Na nocy (2.2) 1 (2.3) zachodzi
fif"p *fie 2-6)
Z definicji produktu ne mocy (2.5) i (2.6) wynika
Pozostato nam wykazaé¢ jednoznaczno$¢ morfizmu . Niech spednia roéw-
niez:
@.7n
Na nocy (2.1) i (2.7)
V7*<X(p mot f oy* e wiec W ‘&l
§ 3. KOPRODUKT POLPROSTY
W teorii kategorii kazdemu pojeciu odpowiada pojecia dualne. Pojeciu
produktu pét#proatago odpowiada pojecie koproduktu poédproatago, ktérego de-
finicje 1 najwazniejsze whasno$¢ podajemy ponizej. Opisaniem koproduktu

potproatago w kategorii grup Gr zajme sie w nastepnej pracy.
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Definicja 3.1

Obiekt A kategorii VI nazywany koproduktea podprostyn obiektéow K i
8, gdy istnieje morfizmy ¢q:A- K 1 — A takie, ze

a) morfizm f jest kojedre* norfizau jh,
b) aorfizm )jest koretrakcje.

Definicja 3.2

Niech Aj i1 A2 bede dowolnyal oblektaal kategorii Vt . Koproduktea
obiektow Aj i A2 nazywany dowolny obiekt 8 kategorlil/Ctaki, ze ist-
nieje norfizmy 3Ej 1 Aj—- B 182 :Aj B speinlajece naetepujecy wa-
runek: dla kazdego obiektu X kategorii Vt i kazdych dwéch aorflzadw
of : A,— X 1 «2 :A2- Xistnieje doktadnie jeden aorflzn ft:B - - X
taki, ze ibX1 **j i/isC2 e «2 (por. [2] a. 90).

Twierdzenie 3.1

Dezell w kategorii M istnieje obiekt zerowy, wtedy kazdy koprodukt o-
biektéw K ia kategorii It jeat rowniez ichkoprodukteapétproetyn.

Oowdd tego twierdzenia jest oczywiscie dualny do dowodu twierdzenia
2.3.
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nOJDTIPOCTOE [IPOH3BE,HEHIIB H 1UiynPOCTOE KOUPOH3BEAEHHE
B KAIErOPHH C HyjIEBUM OEbEKTOM

P e 3 10ii e

B cTaibe BBOflHica noHiiHe nojiynpocioro npoH3Be”eHna b npon3Bojij=Hoit Ka-
leropHH o HyaeBtai oObeicTov. i[JaHHoe npon3Be”eHne ofiodmaeT iiohkthii npon3Be-
fleHHB b KaTeropaax a HBjiaeioa odoSueHaen nojiynpocioro npoH3BefleHaa rpynn a

xaeBnx ajireOp.

SEMISIMPLE PRODUCT AND SEMISIMPLE COPRODUCT IN A CATEGORY
WITH ZERO OB3ECT

Sumbary

In the paper a definition of seaisiaple product in a category with ze-
ro aorphisas, which is a generalization of the definition of sealsiapla
product of groups and Lie algebrdis in proposed. The notion of the aeai-
aiaple product is also a generalization of a product in a category.



