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PRODUKT PÓŁPROSTY I KOPRODUKT PÓŁPROSTY 
W KATEGORII Z OBIEKTEM ZEROWYM

Streszczenie, w artykule zaproponowałem pewnę definicję produktu 
półproatego w dowolnej kategorii z obiektem zerowym, będęcę uogól
nieniem definicji produktu półproatego grup oraz algebr Liego. Pro
dukt półproaty jeet również uogólnieniem produktu w kategorii.

WSTfP

Znane eę pojęcia produktu półprostago grup oraz sumy półprostej algebr 
Liego (por. [3] e. 18 i [i] a. 213). Moim celem Jest uogólnienie tych po
jęć, w oparciu o teorię kategorii, w tym artykule podaję pewnę definicję 
produktu półproatego w kategorii z obiektem zerowym. Udowadniam następ
nie, że stosujęc tę definicję do kategorii grup oraz do kategorii algebr 
Liego, otrzymujemy znane pojęcia produktu półproatego grup oraz odpowied
nio: aumy półprostej algebr Liego. Pokazuję również własność produktu pół
proatego, wzorowanę na odpowiednich własnościach tego pojęcia w kategorii 
grup oraz w kategorii algebr Liego, a mianowicie pokazuję, że każdy pro
dukt Jest produktem półprostym.

Na kortcu wprowadzam definicję dualnę do poprzedniej, tzn. definicję ko- 
produktu półproatego oraz podaję własność dualnę do podanej wyżej, tzn. 
ża każdy koprodukt Jeet koproduktem półprostym.

§ 1. POOfCIA PODSTAWOWE

Centralnę definicję tego paragrafu, a nawet całego artykułu, Jaat de
finicja 1.7 produktu półproatego w dowolnej kategorii z obiektem zerowym. 
Została ona poprzedzona przypomnieniem najważniejszych pojęć z teorii ka
tegorii, przedstawionych w monografii [*J.

Definicja 1.1

Przez kategorię Gr będziemy rozumieli kategorię, której obiektami sę 
wszystkie grupy, a morfizmami dowolne homoaorfizmy grup (por. £2] s. 16).
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Oaflnlcja 1.2

Obiekt«« zerowy« kate go ri i#’ nezywaay każdy taki obiekt O.że dla każ
dego obiektu X kategorii lA letniej« dokładnie Jeden aorfiza ot :X —  O 
oraz dokładnie Jeden aorfiza [b :0— X. Wszyetkie obiekty zerowe danej ka
tegorii eg izoaorficzne.

Deflnlc.la 1.3

Morflzaea zerowya nazywaay każdy aorfiza <$• :X——  Y będący złożenie« 
‘t m e t j b  aorfizaów oc :0 —  Y 1 ^ : X — 0, gdzie 0 Jeet dowolny« oblek-

tea zerowya.
W szczególności aorfizay oc i ¡i cg zerowyal.

Dla dowolnych dwóch obiektów X i Y aoże istnieć najwyżej Jeden taki
aorfiza z X do Y, oznaczany Jako 0xy. Dla każdych dwóch obiektów ka
tegorii Vi istnieje aorfiza zerowy wtedy i tylko wtedy, gdy w kategorii 
Viistnieje obiekt zerowy (por. [2] etr. 61).

W kategorii Cr obiektea zerowya Jest grupa Jednoeleaentowa, a aor- 
fizaaal zerowyal ag hoaoaorfizay grup, w których obrazea dowolnego ele- 
aentu Jeet elenent neutralny.

Uwaga 1.1

W całya artykule bgdzleay poaijali znak superpozycji odwzorować, pl-
szgc zamiast oc ° f i po prostu ot f i .  Podobnie, gdy nie bgdzle to prowadziło
do nieporozuaiert, bgdg «puszczał znak działania grupowego.

Definicja 1.4

Morfiza c*:A — B nazywaay retrakcjg (koretrakcjg), gdy istnieje aor- 
fiza •.B - ~ A  teki, że ot/ł - idB ( fi<x - idA ). Oczywiście dla dowolnych 
dwóch obiektów A i B istnieje retrakcje ot (A— -B wtedy i tylko wte
dy, gdy istnieje koretrakcja [b :B—  A (por. [2], s. 50).

Definicja 1.5

Morfiza oe :A— B nazywaay izoaerflzaea, gdy istaieje aorfiza fb '.B-*-A 

taki, że ccfb ■ id0 1 » idA . Taki aorfiza oznaczaay Jako ot -1 i nazy
waay odwrotnya do cc (por. [2] a. 48).
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Oefinlcla 1.6

Morf Iz b  :K— -A (fl iA—  K) nazywany . Jędrea (kojędren) «¡orfizau

Jt:A— B (f:B-~A), gdy złożenie Xi (fi*) J*»t morflzaoB zerowy« oraz 
dla każdego «orflzau J  :X — A (£:A — X). dla którego zło2enle Oj *|)
Jeat aorflzaaa zerowy« istnieje dokładnie Jeden «orfIza :X—  K (5*:K-— X )
taki. ±e (por. [2] a. 249).

Uwaga 1.2

Hoaoaorflza grup f  :K— - A Jaet Jędrea hoaoaorflzau grupjfiA —— B wte
dy 1 tylko wtedy, gdy Jeat on złożenia« lzoaorflzau J  :K — Ker i włoże
nia toż»«»ościowego fi grupy kar ar j w grupę A, tzn. 
Hoaoaorflza :A —  K Jeat kojędraa hoaoaorflzau *l:B-»-A wtedy 1 tylko 
wtedy, gdy Jeat on złożanlaa hoaoaorflzau naturalnego q:A — A/C, gdzie 
podgrupa C Jaet nejanlejezę podgrupę noraalng, zawierając« obraz ln a 
grupy B w odwzorowaniu Jf oraz lzoaorflzau fi :A/C— K, tzn. q (por. 
[2 J . a. 250).

Uwaga 1.3

Zachodzi naet«puJ«co prosta własności Deżell aorflza f : K  —  A Jeat Ję
drea aorflzau x  iA— — B, a aorflza f i :A— - A1 jest izoaorflzaaa, to aor- 
flza f i f t  jeat Jędras aorflzau Jifi“ 1 .

Dowód powyższej uwagi wynika wproet z definicji.

Oaflnlc.la 1.7

Morf Iza ‘JiK—«-A kategorii Vt nazyweay aonoaorf lzaea, gdy dla każdych 
dwóch aorf izaów : X - ~  K 1 tj) :X—  K z tego. ża -3 -^wynika, że tp -< p  
(por. [2 ], a. 49).

Ikeaga 1.4

Hoaoaorflza grup f i iK— — A w kategorii Gr Jeat aonoaorflzaaa wtedy 1 
tylko Wtedy, gdy odwzorowanie $ Jeat różnowartoóclowe.

Zanotujay prosty zwlęzek niędzy Jędraal a nonoaorfizaaal.

Wniosek 1.1

Każdy aorflza kategorii “W, będęcy Jędrea Innego aorflzau, Jaat aono- 
aorflzaaa.

Dowód 1

Niech aorflza fi ¡K— A Jaet Jędrea aorflzau oc iA——  B 1 niech ę?:X— k 
1 tj) :X — K będę takiai aorflzaaai, że ip Oznaczaay przez fi f .
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2 definicji Jędra wynika, ta cc f  » 0KB. Zachodzi «6 • « °KB ̂  " °KB'
Z jednoznaczności ietniania aorfizau “l? takiego, te £ *$"'9ł wynika rów

ność
Okraśliay teraz podatawowę dla dalazych rozwatań definicję.

Daflnicla 1.8

Obiekt A kategorii , w której ietnieje obiekt zerowy, nazywaay pro- 
duktea półproatya obiektów K 1 3, gdy latnleję aorflzey ^  ¡K A oraz
srsA— —  B takie, te

a) aorfize Jeet jędrea Borfiznu X  ,

b) BorfizB JC Jeet ratrakcję.

W naetępnya paragrafie zinterpretujeny tę definicję w kategorii grup 
Gr oraz w kategorii algebr Liego.

§ 2. WŁASNOŚCI PROOUKTU PÓŁPROSTEGO

W tya paragrafie wprowadziay tradycyjnę definicję produktu półproatego 
grup oraz auay półproetej algebr Liego, a naetępnle wykateey równowatność 
tych definicji z definicję 1.8 w odnleeieniu do odpowiednich kategorii. 
Pokaleay równiet, te produkt półproety jeet uogólnienlea produktu.

Definicja 2.1

Niech K 1 B będę grupaai, a oc :B — - AutK hoaoaorflzaea grupy B w 
grupę autoaorfizaów grupy K. W zbiorze K * B aotna wprowadzić naatępu- 
Jęce działanie!

(kj.bi) . (k2 .b2 ) :» (k^a^^Ckg), bjbg).

Zbiór K t 8 z wprowadzonya powytej działanlea Jeat grupę nazywanę pro- 
duktea półproatya grup K 1 B. Produkt półproaty grup K i B oznacza- 
ay Jako K A W  B, gdzie znaczek aa przypoainać zaletność produktu półproe- 
tego od wyboru htaoBorflzau oc . (por. [s], a. 18).

Uwaga 2.1

Oeteli oc Jeet odwzorowaniea cc:B —  Aut K, to zaaiaet oc (b) będę pleał 
równiet oc^.
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Lemat 2.1

Homomorfizm grup 3T:A— -B Jest refrakcję wtedy i tylko wtedy, gdy is

tnieje: grupa G, homomorfizm oc :B—  AutG oraz izomorfizm fi :A G A *  B 

takie, że homomorf izmy Of i Jf 3 apełniaję zwięzek JT0 fi « T<- gdzie 

t f^GA^B — -B zdefiniowany jest wzorem 3t0 (g,D) :» b.

B o w ó d :

" i=£>" Niech homomorfizm T  :A-*-B będzie refrakcję. 2 definicji re

frakcji wynika, że istnieje homomorfizm (fi :B—  A taki, że %<p = id0 .

Niech G := k e r ®  oraz niech ¥  b e 8 V  g e G  a:b (g) : = y?( b) gę?(b)- 1 . W 

oparciu o proste przeliczenia przekonujemy się, że odwzorowanie <X jest 

homomorf izmem grupy B w grupę automorf izmów grupy G, tzn. ce :B —  AutG. 

Możemy więc mówić o produkcie półprostym grup GAa B. Zdefiniujemy teraz 

odwzorowanie tb :A— - G I B  V  a £ A' Oc

fi(a) :■= (apff(a_ 1 ) . JC (a))

Sprawdzimy, czy definicja Jest prawidłowa:

1t (acpicia'1 )) • 3l(a)3CpJl(a~1) = 3C (a)jr(a)-1 = e8

a więc a(^3T (a- 1 ) £ ker JT = G. w celu sprawdzenia czy odwzorowanie Jest 

bijekcję wprowadzimy odwzorowanie /V :

/V: GA^B-—  A V ( g , b ) € GAa;B /V(g,b) :-gq?(b)

M a m y :

fi'fi{a) » aę73f(a” )̂ij!)3r(8) » a

oraz

fifi'(g.b) » (¡>(g<p(b)) = (g<p(b)<y?jr(<y?(b- 1 ) g_ 1 ) , ar (gp(b))) =

> (g^J (b)fJfip(b~1 )cp3t(.g~1 ) ,3r(g)lp(b)) *

■ (gij?( )<p(b)_1<p(eB ) ,eBb) = (g, b) ,

tak więc odwzorowanie fi' jest odwrotne do odwzorowania fi , a tym samym 

odwzorowanie fi Jest bijekcję.
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Udowodnimy Jas z e z « , ża odwzorowanie f i Jeet homomorfizmem.

^(*1 82  ̂ “ (a1 a2^ ( a " 1 a"1) , 3i(a1 a2)) =

-  ( a 1^5 i(a~ 1 ) ' i ) ( l i ( a 1 ) ) s ^ J f i e j 1 )«  ̂M a “ 1 ) ) , * ( 0 ^  3 f ( a 2 ) )  »

- ( a ^ J f f a ^  (a2^ 3f (a"1)) , 3f (a1) sr (a2 )) ■

- ( a ^ i a " 1) , JT (aŁ)) . ( a ^ i a “1) ,*(a2)) ‘  f i i a ^  . fi (a2)

/ł(aA ) - (eAąJii(eA ) . sf(eA )) = (eA >eB)

łącznie powyZaza rozumowanie dowodzi, ża homomorfizm fi) Jest izomorfizmem. 
Związek jrg ar Jest Już oczywisty - wynika wprost z definicji odwzoro

wania.
-<;= ” Niech f i :  A - ~  G \g B będzie izomorfizmem grup, 3T:A — B dowolnym ho
momorf izmem , dla którego zachodzi związek !TC = % B fi. Niech V- b e B  #'(b) :« 
(eA ,b) i niech ‘$ :  = f i ~ 1 fl. Mamy X $ - X B fi  f i " 1 if- 3fB ł'= idB - Udowodniliśmy 
więc, źe homomorfizm Jf jest retrakcję.

Twierdzenie 2.1

Grupa A jest produktem półprostym grup K i B w kategorii Gr w 
sensie definicji 1.8 wtedy i tylko wtedy, gdy Jest izomorficzna z pewnym 
produktem półprostym K A ^ B  grup K i B w sensie definicji 2.1.

Dowód : ‘  = >  “

Z definicji 1.8 wynika istnienie homomorf izmów <j:K— -A oraz Ji:A — B 
takich, źe homomorfizm $ Jest Jądrem homomorfizmu * oraz homomorfizm % 

Jest retrakcją. Na mocy lematu 2.1 z tego ostatniego faktu wynika, źe is
tnieją grupa G, homomorfizm (X1 :B—— Aut G i izomorfizm fi :A — — B *oc' B 
takie, źe spełniony jest związek X g  f i » 3f , gdzie x B Jest homomorf izmem 

® B : G V B ~ ~ B zdefiniowany wzorem 3tg(g,b) :« b.
Niech • Na mocy uwagi 1.3 homomorfizm -f' Jest jądrem homomor

fizmu 3IB . Oczywiście kerJtg « G * {®g|. Na "ocy uwagi 1.2 homomorfizm ■$'
Jest złożeniem izomorfizmu 3 :K—  ker3fQ i włożenia tożsamościowego 
fejkerltg—  GA^B, tzn. $ « £ 3 . Ponieważ istnieje izomorfizm ^ : K ^ k e r 3 i B * 
» G « |®ąj • Więc lstniaje izomorfizm J : K — G. Ostatecznie więc istnieje 
homomorfizm ce:B—~ Aut K taki, że GA^B — KA^b.

“ Niech f i i A — KA^B będzie izomorfizmem grupy A i pewnego pro
duktu półprostego KA^B grup K i B. Nieuh jr Q : K A ^ B B  będzie homo- 
morflzmam zdefiniowanym wzorem Ji0 (k,b) :« b. Na mocy lematu 2.1 homomor
fizm 3T :» arB^:A-— B Jast retrakcję. Niech ponadto homomorfizm ,' :K - KXa B
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będzie zdefiniowany« wzorea t'(k) :» (k,eQ). Oczywiście ft'(K) ■ kerjrB , a 
więc na «ocy uwagi 1.2 homomorfizm jeet Jędren homomorfizmu irQ . Na mo-
cy uwagi 1.3 homomorfizm ft :• A jeet jędrea homomorf izmu W-S'gji.

Przejdziemy teraz do algebr Llego. Podamy na poczętku podstawowe defi
nicje i własności.

Definicja 2.2

Parę (g. [,]) nazywamy algebrę Llego nad ciałem K, gdy g Jeet prze-
strzenlę linlowę nad ciałea K a [,] Jeet odwzorowaniem [,] : g* g — - g
spełniajęcya następujęce warunki:

a) V  x,y e g [x,y] + [y,x] - O

b) V  x.y.z eg V k , l  « K [kx ♦ ly.zj - k[x,z] + l[y.z]

c) V  x ,y ,z eg [x, [y.z]j + ^y.[z,x]j + |z. [x.y]j - 0

Odwzorowanie F i g -*■-h algebry Liego g w algebrę Llego h nazywa
my hoaoaorfizmem algebr Liego, gdy odwzorowanie F Jest liniowe oraz za
chowuje komutator, tzn. F [x ,yj « |f (x ) * F(v)] •

Odwzorowanie F : g — - g algebry Llego g w siebie nazywany derywa-

cję. gdy odwzorowanie F jest liniowe oraz

F[x,y] » [f (x ) , yj + [x, F(y)] .

Zbiór wszystkich derywacjl oznaczamy przez Derg (por. [l], e. 212).

Lemat 2.2

Zbiór derywacjl Oerg dowolnej algebry Liego g z dodawaniem, anoZe- 
nian przez elementy ciała K oraz z działaniem [,] określonym w nastę
pujący sposób:

VF, H c  Derg [f.hJ :« FH - HF Jest algebrę Liego (por. [l], a. 212). 

Definicja 2.3

Niech g i h będę algebrami Llego nad ciałem K, a t' : h — - Dorg ho
aoaorf izmem algebr Llago. W zbiorze g » h aołna w naturalny eposób okre
ślić strukturę przestrzeni liniowej.

Określimy dodatkowo naatępujęce działania

V(x.y), (z,u) s g , h [(x,y), (z.u)] :- ([x,z] + t y (z) - «^(x) , [v.“])
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Przeetrzert liniowa g * h z tym działanie« staje aię algebr« Liego. Na

zywamy Ją sum# półproet# algebr Liego i oznaczany jako gA^ h (por. [i],

e. 213).

Dofinls.1« 2.4

Przez kategorię A l Ck ) będziemy rozuaieli kategorię, której oblaktaai 
aę wszystkie algebry Liego nad ciałem K, a eorfizmaai dowolne homoaor- 
fizmy algebr Liege.

Twierdzenie 2.2

Algebra t jaat produktem półproatya algebr g i h w kategorii Al(k) 
w aeneie definicji i.8 wtedy i tylko wtedy, gdy algebra t jest izomor
ficzna z auaę półproet# algebr Liego g i h, tzn. iatnieje taki homo- 
aorflzm t  :h— *-Derg, te algebry t i gA#h sę izomorficzna.

Dowód pewyZezego twierdzenia pomijamy, ponieważ przebiega on analo

gicznie de dowodu twierdzenie 2.1.
Wykażemy Jeazcze, Za produkt półproaty jaat uogólnieniem produktu dwóch 

obiektów w kategoriach z obiektem zerowym. W tym celu przypominamy naj

pierw definicję produktu dwóch obiektów.

Definicja 2.5

Niech A^ i Ag będę dowolnymi obioktaml kategorii li . Produktom o-
bioktów Aj i A., nazywamy dowolny obiokt B kategorii ll taki. Ze let
niej# morf izmy nr j : 8 —— Aj 1 « 2 s 9 — Ag, apełnlajęce naatępujęcy wa
runek: dla kaldego obloktu X kategorii 11 i kaZdych dwóch morfizmów «ji 
X — Aj i c*2 : X — Ag iatnieje dokładni« jeden oorflsm f i t X  — - B, taki, 
lo ® j  f im utj i #g /)» atg. Parę morfizaów (JTj,*g) nazywamy par# produk
tów# (por. [2] a. 87).

Twierdzenie 2.3

OeZeli w kategorii ll iatnlojo obiokt zerowy, wtody każdy produkt o- 
blektów K 1 B Jaat również ich produktem półproatya.

Dowód:

Niech obiakt A będzie produktem obiektów K i B, a para oorflzmów
(octA —  K, f i :A —  B) - par# produktów#. Z definicji produktu wynika iat-
nienia aorflznu fi :B— A takiego. Ze «fi- O0K i f ig, • idB. St#d wyni
ka juZ, Za aorfizm B jeat ratrakcj«.
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Z definicji produktu wynika również Istnienie morfizmu : K A  takiego, 

że zachodzę warunki:

Udowodnimy, że aorflzm Jeet Jedrem morfizmu f i .  Warunek (2.2) jest wa
runkiem z definicji Jedra. Niech ^ : X — A będzie dowolnym morfiznem speł

niającym warunek

Z definicji produktu ne mocy (2.5) i (2.6) wynika

Pozostało nam wykazać jednoznaczność morfizmu . Niech spełnia rów

nież:

§ 3. KOPRODUKT PÓŁPROSTY

W teorii kategorii każdemu pojęciu odpowiada pojęcia dualne. Pojęciu 
produktu półproatago odpowiada pojęcie koproduktu półproatago, którego de
finicje 1 najważniejsze własność podajemy poniżej. Opisaniem koproduktu 
półproatago w kategorii grup Gr zajmę się w następnej pracy.

(2 .1 )

(2 .2)

(2.3)

Zdefiniujemy aorflzm o)* w następujęcy sposób:

(2.4)

Na mocy (2.1) i (2.4) otrzymujemy

<x T •  nP ■ <xtp (2.5)

Na nocy (2.2) 1 (2.3) zachodzi

f i f " P  * f i ę (2 .6 )

(2.7)

Na nocy (2.1) i (2.7)

V ’ *<X(p ■ ot f  oy* e więc *>V« ‘&1
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Definicja 3.1

Obiekt A kategorii VI nazywany koproduktea półprostyn obiektów K i 
8, gdy istnieję morfizmy «j :A —  K i —  A takie, że

a) morf izm f  jest kojędre* norfizau jh ,

b) aorfizm ¡1) jest koretrakcję.

Definicja 3.2

Niech Aj i A2 będę dowolnyal oblektaal kategorii V t . Koproduktea 
obiektów Aj i A2 nazywany dowolny obiekt 8 kategorlil/Ctaki, że ist
nieję norfizmy 3Ej i Aj —  B 1 ® 2 : Aj B spełnlajęce naetępujęcy wa
runek: dla każdego obiektu X kategorii Vt i każdych dwóch aorflzaów
ofj : A,— X i « 2 : A2— X istnieje dokładnie jeden aorflzn f t :B  — - X

taki, że ¡bX1 * * j  i/isC2 • « 2 (por. [2 ] a. 90).

Twierdzenie 3.1

Deżell w kategorii M  istnieje obiekt zerowy, wtedy każdy koprodukt o- 
biektów K i a kategorii IŁ jeat również ich koproduktea półproetyn.

Oowód tego twierdzenia jest oczywiście dualny do dowodu twierdzenia

2.3.
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nOJDTIPOCTOE IIP0H3BE,HEHíIB H IUiynPOCTOE K0ÜP0H3BEAEHHE 

B KAIErOPHH C HyjIEBUM OEbEKTOM

P  e  3 10 i i  e

B  c T a i b e  B B O flH ic a  n o H í í H e  n o j i y n p o c i o r o  n p o H 3 B e ^ e H n a  b  n p o n 3 B o ji¡= H o ít K a -  

l e r o p H H  o  H y a e B ta i  o O b e ic T o v .  ÍJaH H o e  n p o n 3 B e ^ e H n e  o f io d m a e T  i io h k t h íi  n p o n 3 B e -  

fleH H B  b  K a T e r o p a a x  a  H B j i a e i o a  o d o S u e H a e n  n o j i y n p o c i o r o  n p o H 3 B e f le H a a  r p y n n  a  

x a e B n x  a j i r e O p .

SEMISIMPLE PRODUCT AND SEMISIMPLE COPRODUCT IN A CATEGORY 
WITH ZERO 0B3ECT

S u ■ b a r y

In the paper a definition of seaisiaple product in a category with ze
ro aorphisas, which is a generalization of the definition of sealsiapla 
product of groups and Lie algebráis in proposed. The notion of the aeai- 
aiaple product is also a generalization of a product in a category.


