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Brunon SZOCINSKI

BIPRODUKT POLPROSTY GRUP

Streszczenie. W pracy tej podano definicje i podstawowe whasnos$-
ci pewnej grupy, bedgcej uogdlInieniem produktu péiprostego grup.

1. OKRESLENIE BIPRODUKTU POLPROSTEGO GRUP

Zakbézmy, ze dane eg trzy grupy H, G~, GN, ktérych elementami neu-
tralnymi eg odpowiednio ® , e, »2. Symbolem * oznacza¢ bedziemy dzia-
+anie w grupie H, za$ symbole dziatan grupowych w grupach Gj i G2 be-
dziemy opuszczaé¢. Niech dane bedg ponadto dwa odwzorowania : H»G~r—-H
1 « 1, 2, spekniajgce dla dowolnych h, h e H oraz g”,gl e G, naste-
pujgce warunki:

*1(51(h,91) .g)) » ~(h.g"), a.n

@2 (i2 (h.g2)*92~ * *27h,9292A" 1.2)

A(h.e” - h dla i-1. 2, (1.3)

«,(FUh.gJ » «j/h.g”~* +i(h,gl) dla i »l, 2, (1.4)

®2 (®i(h"Sj) .92~ m Sjii-jfh.gg) .gj). (i.5)

Z warunku(i.4) wynika, zedla kazdego g+ e Gjodwzorowania n ag

automorfizmami grupy H, wiec dla dowolnych h e H oraz gA eG” zacho-
dze roéwnosci

-® . im 1, 2. (1.6)

(<iih.gi™))"1 - fi(h-1,01), 1 - 1. 2. a.n

W dalszym clggu dla uproszczenia zapisu bedziemy réwniez stosowaé¢ oz-
naczenia
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9jh :m hg2 » $2(h,g2). (1.8)
Obecnie udowodnimy lemat, majecy podstawowe znaczenie.
Lemat 1.1
Iloczyn kartezjanski G2 >H mGj z dziataniem A okreslonym wzorem
(Jig-Ei.gj) A (92>h*91) im (g292 .%$27"92~* @®1~h ,91" "9191N * i1*®)
tworzy grupe, przy czym (e2,®,ej) jest jej elementem neutralnym oraz
(g~h-g~ -1 » (g"1.i2(#1(h"1.g~1)g21) .g~l). (1.10)

Dowéd:

Sprawdzimy kolejno poszczegélne aksjomaty grupy. Stosujec uproszczone
oznaczenia (1.8) oraz aksjomaty (I.1) - (1.5) zgodnie z okres$Sleniem dzia-
+ania A mamy kolejno

(9gg.-W.g"A [(~.h.flj) A (g2.h.Bi)] - (f2.h.fi) A (g2g2.hg2igih.gig!) -
- (929292 .hg2g2*g2hg2*

Podobnie

[(g2 .R-9i)A (g2 .figi)] A (92-h.gi) » (9292 .7g2 * g~giij) a (g2 -h.gi)-

—[($29292779292 * 91792 * 9i9ih.gigigi).

Wynika sted, za dziatanie A Jeat #*eczne. Okazuje sie, te elementem neu-
tralnym Jest (e2,®,el). Rzeczywiscie

(92 .h.Bi) A (e2,®,ei) - (g2e2.,he2*g”~.gje”™ » (g2,h,gl).
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Na koniec zauwazmy, ze

(92 *h>91) A (g2 >9i ~ g2 *g" ) c (9292 »"g2 % 979~ A 92 *j9i ) *

m (e2,hgjl* h 1921.81) m (ez@g-~1 « (=2 .8,al).

Wynika stad, ze dla dowolnego «lamentu (g2 ,h,gl) latnieje odwrotny, Kktéry
wyraza sie wzorem (1.10). W ten spos6b dow6éd lematu zostat zakornczony.

Oefinlc.la 1.1

Iloczyn kartezjadskl X H«Gj z dziataniem okreslonym wzorem (1.9)
nazywamy blproduktem poédprostym grupy H przez grupy 02 1 Gt lub bi-
produktem pédprostym grup G2> H, 1 oznaczamy symbolem

C2~i2H$/ C1 <1.11)

lub krétko G2 A H A Gj.

Oméwimy teraz pewna przypadki szczeg6lne blproduktu pédprostego grup.
Niech :H«G4-»H bede odwzorowaniami okreslonymi ~(h.g.) :« h dla
1 -1, 2. Tak okres$lone odwzorowania spedniaja oczywiscie aksjomaty (I1.1)
-(1.5). Mozemy wiec utworzy¢ blprodukt pétproaty (I.11). Poniewaz w przy-
padku tym zwlezek (1.9) przyjmuje postac

(92 *R»97) A (g2 #h,9™) « (9292 ,Ra h,g~gr),

wiec omawiany blprodukt pédproaty Jest produktem prostym Gj™» H>G, grup
G2 . H. G,.

W charakterze grupy G2 przyjmijmy teraz grupe trywialng, tzn. przyj-
mijmy Gg - |e2d oraz #2(h,e2) := h dla kazdego h « H. Wéwczas, Jak
tatwo zauwazy¢, grupa (1.11) jest izomorficzna =z produktem pé4prostym
H$1 * G1 9ruPy H Przez Gx w sensie nastepujacej definicji (por. [I]).

Definicja 1.2

Produktem pé#prostym H \ Gj grupy H przez nazywamy iloczyn

kartezjan8kl H x G z dziataniem / okreslonym wzorem

R-gi™ A (h.g)) (Rsfjih.gj) .57*),
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gdzie : H*GA~—-H jest danya odwzorowaniem, spedniajgcym warunek (I.1i)
oraz dla i < 1 warunki (i.3) oraz (1.4).

Podobnie, przyjmujac Gj « j*jJ oraz Sjih.e” :m h dla kazdego h,
otrzymamy blprodukt podproety G2 A$ HN A {®i} " ktéry Je,t 9ruP* izomor-
ficzna z pewna grupa, ktéra nazwiemy produktem poédproetym drugiego rodza-
ju.

Definicja 1.3

Produktem pédproetym drugiego rodzaju G2A ~ H grupy H przez G2 nazy-

wamy zbidér Gj «H z dziataniem A okreslonym wzorem

(92 .fi) X (92.h) (9292 ,f2 (F>,92)X h).

gdzie $2 ' H.Gj-— H Jest odwzorowaniem spedniajacym warunek (1.2) oraz
dla 1 m 2 warunki (1.3) i (i.-4).

Dla odro6znienia, produkt pédproety grup w eenele definicji 1.2 bedzie-
my nazywa¢ rowniez produktem pdé#prostym pierwazego rodzaju.

Pokazalismy w ten aposéb, ze zdefiniowany powyzej blprodukt pédproety
grup jeet uogélnieniem zaréwno produktu prostego trzech grup. Jak i pro-
duktow potproatych dwoch grup. W ustepie 3 okreslimy 1 podamy whaenoscl
pewnej grupy, bedecej roéwniez przypadkiem ezczegdélnym blproduktu pé4proe-
tego (1.101).

Nie trudno przekonaé¢ sie o tym, ze Je$Sli odwzorowania ~ : H«G» — — H
(i m 1, 2) spetniaj* warunki (I.1) - (1.5), to odwzorowania

Ti . (@2X$2H) .G,— g2A#2H
Y2 . (HjAG~.Gj~ HEAG1

okreslone odpowiednio wzorami
A (g2 .h) Lgi) *m (92,$7(h,gM), *2((h,g™) ,92) ($2(h,92) .9

spedniaj* warunki definicji 1.2 oraz 1.3. Mozemy wiec utworzy¢ produkty
pétproste grup

@ VG azVaoy (22
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Okazuje sie przy ty», co tatwo sprawdzi¢ bezposrednia rachunkiem, ze od-

wzorowania

*1 1 (G2~ 2HV °e1n VvV *x2v G1l

*2 1 Gi)- GSX$z\ X G1

zdefiniowane nastepujgco

f1((92.h) -gid (92 .h,91), §2(92,(h,91)) (92,h,g91)

s* izomorfizmami. Zachodzi wiec nastepujecy lemat.

Lemat 1.2

Kazda z grup (1.12) Jeat izomorficzna z blproduktew pédprostya (1.11).

Podana w powyzszy» lemacie wkasno$¢ wuzasadnia przyjecie
(1.11) na blprodukt po6dproaty grup.

2. PODSTAWOWE WELASNOSCI BIPRODUKTU POLPROSTEGO GRUP

Na wstepie udowodnimy nastepujacy lemat.

Lemat 2.1

Odwzorowania

«o 1 H- @2Af2H*1* Gl Oraz *1 D GiN* G2A$2HI N G1 dla

okreslone odpowiednio wzorami

oznaczenia

i » 1.2

&0 () (eg.h.Bj), ~(g9i) » (eg.S.gn, #2(92) := (9g9-e-SJ)

ae monomorfizmami.

Dowéd:

Poniewaz réznowartosciowo$¢ tych odwzorowan Jeat oczywista,
udowodni¢ lemat wystarczy wykazac¢ zwiezkl

wiec aby



226 B. Szoclnskl

a0 (R*h) - ao(R) At (h) .

« 1. 2.

Dow6éd pierwszego z nich przablaga nastepujaco
«o(i * h) « (ag.Rth.ej) « (eg.R.Sj) A (ej.h.e™ ««0(R)A »0(h)
Pozostata dwa zwiezkl aa konsekwencjami roéwnosci
(2*0»9") A (e2#0»9j) W 2 #MR1MA 1
(99-e.0j) A (92" .ej) » (9292.0.al).
w ten sposéb dowdéd leaatu zostat zakonczony.

Podgrupy blproduktu (1.1l), bedace obrazani oaawlanych hoaoaorflzadw,
oznaczay ayabolaal

H tf (h), Gt 3G i -1, 2. (2. 1)

Z powyzszego leaatu otrzymujemy natychmiast nastepujgcy wniosek

Wniosek 2.1

Grupy H 1 H, a takze G~ oraz dla 1 « 1, 2, se izomorficzne

W dalszy» ciegu przy omawianiu wkasnosci blproduktu pédprostago korzys-
ta¢ bedziemy ze znanego z teorii grup oznaczenia:

AB >»jo b : a€ Aab €8B

dla dowolnych podzbioréw A, B danej grupy G. Podatawowa wtaanosci bl-
produktu poédprostago grup podaje ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 2.1

Podgrupy (2.1) blproduktu pédprostego (1.11) poaiadaje nastepujace wha-
snosci :

H< G2 A H\ Gt 2.2)

2.3)
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G2 A .Z2AA A Gj. 2.4)

A A 91 A a2 - 2.5
Mi M. GA o

Dowdd i

Aby udowodnié¢ (2.2) wystarczy pokazaé¢, z*

h :m (g2.h,g1)A (02 ,h0,e1)A (g2 .h,gt)-1 e H.

Zaleznos¢ te sprawdzany bezposrednia rachunkiem:
fi - (92 .h*glho,gl) a (gjl-g~h~gjl.g™t) -
* (#2.h*glhog21*h"1g21,01) - (a2,(h$sglh(*h"t)g21,e1) e H

Poniewaz dowody wkasnosci (2.3) i (2.5) ae natychmiastowe, udowodnimy tyl-
ko (2.4). Oczywiscie zachodzi inkluzja

®2/ HAGJ >G2a Ha gt.
Dlatego wystarczy pokazaé, ze

G2A HA c G2 a Ha
lub co na Jedno wychodzi, za zachodzi implikacja

(92 "~>9i)e GjjAHAGj=i> (g2 ,h,g") £ 62ahafj .

Zachodzenie taj implikacji jest konsekwencje tatwej do sprawdzania réwno-
Sci

(92.h,g1) . (92,8,al) a (eg.h.0j) A (e2.0,gl).
W ten sposéb twierdzenie zostato dowiedziona.
Twierdzenia 2.2

Oezell G2, H, Gj ae podgrupami grupy G, spatnlajecyal warunki

HOC . (2.6)
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GjaCh"Gj) m |e] a HnGj m {ej, (o - element neutralny G) (2.7)

2.8)

A A 91¥92 ” 92°9i* 2-9)

{jih.Bj) s* 9ih9il $2(h,g2) *" 92~nQ92" (2.10)

Dowod i

Z zatozenia (2.6) wynika, fe $1(h,gl) t H oraz $2(h,g2) 6 H di® do”
wolnych h«H, Si«9!* i - 1, 2. Poza tym. Jak +*atwo eprewdzié¢. bezpo-
Sredni» rachunkiem odwzorowania zdefiniowane wzorami (2.10) spetnia-

ja warunki (1.1) - (1.5). Wynika stad, la odwzorowania te aa poprawnie e-

gghgj. Udowodnimy, ze tp jeat ezukanym izomorfizmem. Na mocy zatozenia
(2.6) dowolny element geG mozna przedatawlé¢ w postaci g « g2hgl. Wy-
nika stad, ze g Jest obrazem elementu (g2 .h,gl) grupy G~ HiGj, przy
odwzorowaniu (p. Oznacza to, ze ¢ Jest surjekcja* Odwzorowanie tp Jest
rowniez injekcjg. Z roéwnosci

i>(g2 .h.gl) « (p~.K.Sii) 2-.11)

(2.12)

Na mocy (2.6) dla dowolnych g~eCj oraz h"eH istnieje taki element
h™ € H, ze g*hfigM)“1l m h" czyli g*h" e h""g". Wobec tego Bgjg~h-1 Jest
elementem grupy H-Gj. Stad wobec (2.12) oraz (2.7) mamy

a zatem g2 m g2 oraz g”~j1 m R-1h. Stad i z drugiego ze zwigzkéw (2.7)

wynika, ze gj~l m . m .. wiec gt « g0 oraz h »fi.



Blprodukt pédprosty grup 229

Udowodnilismy w tan spos6b, Ze z (2.11) wynika réwnosc¢ (g~h.gj) =~
> (g2 ,R.gl), co dowodzi rdéZnowartosciowosci e

Aby zakonczy¢ dow6d twierdzenia naleZy Jeszcze pokaza¢. Ze @ jest ho-
aomorfizmem, tzn. Ze zachodzi réwnos¢é

(2.13)

Zgodnie z okre$leniami dziatania grupowego A i odwzorowan ma-
my kolejno

DA (92 .R,g1)) »"(9292.62(C h , g b).gij) *

-gfrgrhgnrjfignrg”™ - g2hg2glRgl.

a zatem na eocy (2.9) zachodzi réwnos¢ (2.13), co konczy dow6éd twierdze-
nia.

Sledzac dowdd powyzszego twierdzenia moZna sie #atwo przekonaé. Ze za-
chodzi nastepujacy wniosek.

Wniosek 2.2

Twierdzenie 2.2 pozostanie prawdziwe, JeZeli zatozenie (2.7) zastepiay
warunkiee

Z twierdzenia 2.2 wynika jako prosty wniosek znane z teorii grup na-
stepujace twierdzenie o produkcie pédprostyn grup.

Wniosek 2.3

3elell H oraz G~ sg podgrupami grupy G, spedniajgcymi warunki

H <36, (2.15)
(e - element neutralny grupy G), (2.16)
G = H Gj, (2.17)

to G Jest grupe izomorficzna z produktee poédprostyn grup H. AG., przy
h

czyn odwzorowanie $ : H*GA"- H okresSlone Jest wzoren 1iji .& ):-g hg"{
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Dowéd:

Rzeczywiscie, podgrupy H, G~ wraz z podgrupe trywielne Gg = jejspet-
nlaje zatozenia twierdzenia 2.2, wiec G Jest grupe izomorficzne 2z bi-
produktem pétprostym (ejx $ X Gj, ktory z kolei. Jak to Juz zaznaczo-

no w uetepie 1, Jeat izomorficzny z produktem poédprostym Gj. co do-

wodzi wniosku.
Podobnie, w oparciu o wniosek 2.2 mozna udowodni¢ nastepny wniosek.

Wnloaek 2.4

Dezeli G2 oraz H se podgrupami grupy G, spehiajecymi warunek (2.15)
oraz

(2.18)

G « Gge H, (2.19)

W oparciu o podane powyzej whasnosci biproduktu pédprostego grup mozna
réwniez wprowadzié¢ pojecie "wewnetrznego” biproduktu pédprostego grup w
sposo6b nestepujecy.

Definicja 2.1

Grupe G, w ktérej istnieje podgrupy Gg, H, G o whkasnosciach (2.6)
- (2.9) nazywamy biproduktem péiprostym podgrupy H przez G2, G
Przyktad 2.1

Przez G, G2, H oraz G~ oznaczmy nastepujece podgrupy ogélnej grupy
liniowej GL(2,R):

Nietrudno przekonaé¢ sie o tym, ze grupa G Jeat biproduktem p6tprostym
podgrupy H przez G2, Gj.
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3. 81PRODUKT POLPROSTY DWOCH GRUP

Niech 4~ : H«G--H, iml, 2 bede odwzorowaniami spekniajecyni wa-
runki (1.1) - (1.5) dla Gj m G2 » G. Rozwazny ,biprodukt pétproety
GA. H* \ G oraz abiér

2 *1

C :« j(g-h.g): hcHA g«cj.-

Poniewaz (g,R,g9)A (g,h,g)-1e 2. wiec 2 Jest podgrupe biproduktu pé¥-
proatego GA HAG. tatwo zauwazyé, za iloczyn kartezjaoskl H * G z dzia-
tanie» okreslony» wzoren

R, A (h,9) («2(R,9)* 41(h.9),99) G-

tworzy grupe i to izonorficzne z grupe C.

Definicja 3.1

Biprodukte» pci#prostyn grupy H przez G nazywa»y iloczyn kartezjan-
ski H«G =z dziatanie» okreslony» wzorem (3.1) 1 oznaczamy symbole» A
. G, lub krétko HAG. 1
2 Biprodukt pé#proety HA G jako grupa izomorficzna z podgrupe ¢ grupy
Ga HAG poaiada wkasnosci analogiczna do wkasnosci podgrupy G. Na przy-
ktad, grupa H :m HA jej, gdzie a Jest elementem neutralnym grupy G,
jest podgrupe normalne biproduktu pédprostsgo HAG.

Podany obecnie przyk#ad grupy bedeeej biprodukte» pétproetya dwdéch grup.

Przykted 3.1

Zgodnie z og6lne definicje grup rézniczkowych, podane w pracy {2], gru-
pe roéznlezkowe 12 rzedu 2 w przestrzeni n-wyniarowej nazywany grupe, kt6-
rej elementaai ae uporzedkowane zbiory liczb rzeczywietych postaci

(AKik2* AK5* ik "ki«k2 m *>2 n» 3.2)

spatniajeca warunki det(A?) jo. A'?l.2 -aJZ.l,zaé dziatania grupowe
w

okreslone jest wzorem

3-3)
(BMKk2* A~ (AKIK2® Ak> " ACkik2" Ck)"
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gdzie

Ck m BHAK® Cklk2 ~ B¥1I2\ [ \ 2 * BK 1k2*

Niech teraz G bedzie ogdélne grupe linlowe GL(n,R), natomiast H

grupe, ktdérej elementami se ciegi (@J . ) spedniejece warunek , ®m
12 12

n n dla i,k ,k2 * 1,2,...,n, z dodawaniem jako dziataniem grupo-

wym :

(Bk k> + (Ak15 )y (Bk15 + Ak15

Niech wreszcie : H*G - H, iml, 2 bede odwzorowaniami okres$-
lonymi wzorami

. o> $3¢A * Ay o A AA A
1 (AkAK, # ML L # %3 ?15 i l|2ﬁ|_l N

Bezposrednim rachunkiem mozna #tatwo sprawdzi¢, ze odwzorowania te sped-
niaje postulaty (1.1) - (1.5). Mozna wiec utworzy¢ biprodukt poétprosty
HA G, ktoéry zgodnie z definicje 3.1 jest grupe, ktorej elementami se pa-
ry (3.2) z dziataniem grupowym okreslonym wzorem (3.3). Wynika sted, ze
grupa roézniczkowa i2 Jest okreslonym powyzej biproduktem pédprostym.

Udowodnimy Jeszcze twierdzenie o blprodukcie pdé#prostym dwéch grup,
ktére jest odpowiednikiem twierdzenia 2.2.

Twierdzenie 3.1

Jezeli H, Gql se podgrupami grupy G i jesli istnieje teka grupa K,
ze G jest Jej podgrupe oraz istnieje takie monomorfizmy cpi : Gg- - K,

i *1, 2, ze podgrupy H, G <cpl(GQ). i - 1, 2 grupy K spekdniaje wa-
runki
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to G Jest grupe izoaorflczn* z blproduktea poédproatya H_ 2GO, przy
»,

czyn odwzorowania : H«Gg-—-H okreslone se wzoraal

*1(h.g0) - P1(g0)hR(g-1).

3.8)
#2(h .g0) -
Dowéd:

Zauwazmy przede wazyatkla. Ze zaréwno odwzorowania :H «G —--H
okreslone wzoraal "j21(h,gl) gjhg"1, £ 2(h.92) 1" 921h92 J,k 1 odwzoro-
wanla :H*GQ--H okreslona wzoraal (3.8) spekniaj« warunki (1.1) -
(1.5). Mozna wiec utworzy¢ biprodukty péiproate GgAy H.y kGj oraz A
I GQ. Nie trudno przekona¢ sie o tya, ze zbidr

G [(<P2~20) ,h,P1{go)) ' h« HA 9, * GQ]
tworzy podgrupe blproduktu pétproatego GgA~ Gj- Udowodnlay najpierw
ze odwzorowania i8- G okreslona wzorea 2

(<2 (go).h,<f1(go)) V 2 (go)hi>1(go)

Jest lzoaorflzaea. Na aocy (3.6) odwzorowania to Jeat surjekcje. Aby do-
wies¢ roéznowartosciowoscl e zatbézmy, ze zachodzi roéwnosé

P @2(go) ’h-V"90)) -V (2(90).R."fg,,)).
Wéwczas zgodnie z okresleniem odwzorowania mp mamy
+.2 (90)h”,1 (90)
czyli
«20971V 2(g0) - ~(« .~ (. “Ih-1. (3.10)

Na aocy (3.4) iloczyn wystepujacy po prawej atronia roéwnosci (3.10) Jeat
eleaentea grupy H-Gj. Zatea z roéwnosSci (3.10) i zatozenia (3.5) wynika,
za

2N 1V 2(90) * @. - a.
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Sted 1 z injektywnosci wynika, Ze gQ » gQ oraz h » fi. Udowodnili-
Smy wiec. Za roéwnos¢ (3.9) poclega za sobe roéwnosé

(y2(90) .h -ix1 (90)) - (f2(90) 'R "Hli50))*
co dowodzi rdéZnowartosciowosci f . Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2.2
moZna pokazaé¢. Ze tp Jeat roéwniez homoaorfizmem. W ten sposéb stwierdza-
my, Ze grupy G oraz G aa izomorficzne. Aby zakonczy¢ dowédd twierdze-

nia wystarczy jeszcze udowodni¢. Ze izomorficzne aa réwniez grupy ( oraz

H, A . G . PokaZamy Ze odwzorowanie 18— H* k » G okreslone wzorem
»2 1

AN("~AN0) <h &I (90)) I*

jest szukanym izomorfizmem. Poniewaz, jak *atwo zauwazy¢, ip jest bijek-
cje, wystarczy wiec pokaza¢. Ze dp jest homoaorfizmem. Dowodzimy tego w
spos6b nastepujacy:

**((<P2 (go) -h .Vi(g0)> A GMg,,) *Rw>1(g0))) =

»i»(v2(@090) *r2 (h.~2(50))yi iK<®»1(g0)).i1(B090)) --
-t~ 2@090) -2 (™ DhIZ2 (9o)li,l (90)fiAA (9°1) "i,1 (Bo90)) *
- (V2(@9i1)hi2 (90 )1 (90)K,pl (911)*9090) ™

- ($2(h,go)#1 (fi.g0) ,gogQ) - (h,g0)k (fi,g0) -

mm4, @2 (g0)*h 41 90))A A~ A A o 5-"AiAfoA-

W ten spos6b dowdd twierdzenie zostat zakoriczony.
Zastosowaniom biproduktu poéd#prostego dwéch grup w geometrii zostane po-
Swiecone oddzielne prace.
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B paCoie aaao onpeaeaeHae h ochobhub ocodciBeHHOcra o”Hoft rpynnu,

paa aBaaeica 0606meHHen noaynpaitoro npoasseaeHaa rpynn.

SEMI-DIRECT BIPRODUCT OF GROUPS

SuURmMary

In this paper a definition and basic properties of a certain
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ko.to-

group,

which is a generalization of the semi-direct product of groups are given.



