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Brunon SZOCINSKI

PRODUKT POLPROSTY OBIEKTOW ALGEBRAICZNYCH

Streszczenie. W pracy tej podano definicje i podstawowe wkasno$-
ci produktu podprostego obiektow algebraicznych, ktory jest uogol-
nieniem produktu prostego obiektéw oraz obiektu poédprostego wpro-
wadzonego w pracy [Y]j-

1. WSTep

Na poczetek przytoczymy definicje pewnych pojeé¢, niezbednych do dal-
szych rozwaian. Niech X bedzie dowolnym zbiorem, a G dowolne grupe ab-
strakcyjna. Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie

f - X-G- X, a.1)
spetniajece naatepujece warunki

/\ A f(F(*,9.) ,02 f(x,0,09.) ,
X gt g2e6 F(.9.) .92) » f(x,9,09-) (1.2)

1.3

gdzie e Jest elementem neutralnym grupy G, za$ 92°9i oznacza iloczyn
w grupie G. Warunki (1.2) i (1.3) nazywamy odpowiednio réwnaniem funda-
mentalnym (translacji) i warunkiem identycznosci. Dziatanie (1.1) grupy G

na zbiorze X nazywa sie efektywnym, jesli spei#nia implikacje

A f(*.9) * x=.9 - e .4
xeX
Za pomoce pojecia dziatania grupy na zbiorze okreslamy pojecie obiektu
algebraicznego (por. i”"2J). Obiektem algebraicznym abstrakcyjnym lub krot-
ko obiektem algebraicznym nazywamy tréjke

x. 6, ), (1.5)
gdzie X Jest dowslnym zbiorem, G - dowolne grupe, zas f - dziatanienm

grupy G na zbiorze X. Zbior X nazywamy whoknem obiektu, a Jego ele-
menty obiektami algebraicznymi szczeg6lnymi.
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We whoknie X obiektu (1.5) nozna okresli¢ nastepujac? relacje rowno-

waznosci
X2 x1n \ /("; x2 " Xi*oN*
ge

Klasy abstrakcji wkdékna X wzgledem tej relacji nazywaj? sie whoknami
tranzytywnymi obiektu (i.5) (por.[2j). Obiekt nazywamy tranzytywnym, Je-
zeli Jego dziatanie Jest tranzytywne, tzn. spednia warunek

A \f f(x,,9) ® X,. (1.6)

XJ -XgCX geG

Jezeli taki element g istnieje tylko Jeden, to dziatanie f nazywamy pro-

sto tranzytywnym.
Niech teraz H oraz G bede grupami z dziataniami * oraz - , zas$ od-

wzorowanie
| : H> G- H a.n

dziataniem grupy G na zbiorze elementéw grupy H, epedniejecym dodatko-
wy warunek

$(h1*h2,9) -f (h1,9)* #(h2,0). 1.8

Wtedy nozna utworzyé¢ produkt pédproety H~A G tych grup (por, [3])- Gru-
pa AG Jest zbiorem par (h,g), gdzie he H, geG zdziaktaniem okre-
Slonym wzorem

(h2 ,g2)A (hj ,g™) * (h~F (h",92)

Poniewaz odwzorowanie (I1,7) Jest dziataniem grupy G na H, mozemy utwo-
rzy¢ obiekt algebraiczny

(H, G, $). (1.9

Niech 1 bedzie lewe translacje w H, tzn. odwzorowaniem 1 1 H*H - - H
okreslonym wzorem

A 1(x,h) » h*x. (1.10)

X, heH

tatwo sprawdzié¢, ze tréjka

G, H D a.n
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jest obiektea algebraiczny*. Rozwazay jeszcze Jeden obiekt algebraiczny
(H. H$AG, F) (1.12)
z dziatanie* F okreslony* nastepujaco
F(x,h,0) » 1($(x,9),h) - h#$(x,9)-

Obiekt (i.12) nazywany obiektea abstrakcyjny* pétprosty* lub produkte*
potprosty* obiektéow (1.11) i (i.9). Obiekt ten Jest interesujacy z tego
wzgledu, ze Jest uogo6lnienie* przestrzeni afinlcznej. Pojecie obiektu pot-
prostego wprowadzi4 E. Kapustka w pracy [3] , e nastepnie w swojej rozpra-
wie doktorskiej f£A] przedstawit podstawowe wiasnos$ci takich obisktéw. Ce-
le* niniejszej pracy Jest uogdlnienia produktu pétprostsgo obiektdédw oraz
zbadanie Jego podstawowych whasnosci. Okreslony w § 2 produkt pédprosty
dwéch obiektéow algebraicznych nie byt dotychczaa rozwalany. Okazuje sie
(p- & 3), la Jest on uogélnianie* produktu prostago obiektéw algebraicz-
nych, a takze obiektu poétprostsgo wprowadzonego przez E. Kapustke w pracy
£3], W ostatni* paragrafie rozwaza sie zwiezki sledzy efaktywnoséle wzgle-
dnie tranzytywnos$cie produktu podprostsgo, a whasnoscig*! poszczegbélnych
Jego czynnikow.

T

2. OKRESLENIE PRODUKTU POLPROSTEGO OBIEKTOW ALGEBRAICZNYCH

Niech bede dane dws obiskty

M~ G, Fj). 2.1)
®2, h. £2). 2.2)
oraz produkt poédprosty grup AG. Niech xQ bedzie dowolny*, ustalony*

eleaenten wkékna M2 obiektu (2.2), zas .,

HO = |h€H - F”~.h) . xo0j

podgrupe stabilnosci tego obiektu w punkcie xo> Zaktézay, ze (2.2) jest
oblekts* tranzytywny* oraz, ze odwzorowania $ spednia warunek
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Przy powyzszych zatozeniach okreslimy nowy ebiekt

HAC. F)x .4

ktéry nazywa¢ bedziemy produktem pédproetya oblaktéw (2.2) i (S.1) wzgle-
dem punktu xO0.

Z tranzytywnoscl obiektu (2.2) wynika, za dla dowolnego x *M2 istnie-
je taki element hx«H, za F2(x,»hx) * x* Symbolami [hx] oraz [hx]"t
oznaczmy odpowiednie warstwy lawoatronne i prawostronne grupy H wzgledem
podgrupy HO, tzn.

[\] " hx*V N * 1 - (h**Horl - W 2 -

Reprezentantami tych waratw ag wiec odpowiednia hx oraz h"1l.
Zauwazmy, za z zatozenia (2.3) i warunku (i.8) wynika, za

A #([hx1.9) - F(hx -9 - 2.5

Ponadto, dowolny element Rx waratwy Jhxj apatnia rownos¢ F2 (x0 .hx)-x.
Okazuje sig, za roéwniaz na odwr6t, dawalny element hcH, spedniajecy wa-
runek F2Xx0<h) “ x nal**Y do warstwy [hxj (por. [6])-

Stwierdzamy w ten spos6b, za wszystkie elementy hx warstwy Iswostron-
naj [hxl grupy H wzgledem padgrupy i tylko ona spedniaje warunek
F2 (xo ,KXxT - x. Sted 1 za zwiezku (2.5) wynika, ta odwzorowanie

F : (Mg.Mj™)» (HJAC) — M2»M1 (2.6)
zdefiniowana wzorem
F(x-£,h,9) (F2(x,h*§(C NI . FI1)*~]"1). ~(M.9))- @-7)

gdzie »iNj, JfHj, heH, g«S, Jest poprawnie ckredélone.
Udowodnimy teraz nastepujecy lemat.

Lemat 2.1

Oezell F, Jest dziataniem grupy G na zbierze M~, a Fp Jest tran-
zytywnym dziataniem grupy H na zbiorze M2> przy czym spedniony Jest
warunek (2.3), gdzie Hq oznacza podgrupe stabilnosci obiektu (2.2) w
dowolnym, uetalonym punkcie xQe M2, to odwzorowania (2.6) okreslona wzo-
rem (2.7) Jaet dzletaniem grupy AG na zbiorze M~AMj.
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Dowdd :

Ole uproezczenia dowodu, zauwaZay przede wszystkim, Za odwzorowanie
(2.7) aoZna roéwaiez okresli¢ wzorem

F(x,”,h,0) - (F2(x,h*$(hx ,g)*h*1). F~.g)). 2.8)

Niach 0 oraz e bede elementami neutralnymi odpowiednio grupy H oraz C.
Wtedy zgodnie z (2.8) mamy

F(x,”,0,a) - (F2(x,8*$(hx,a)*h;1). F~.a)) - (f2(x .h~h~1) .,£) . (x/8).

zatea odwzorowani« F «pednia warunak identycznosci. Dla odwzorowania F
réwnania fundanantalna przyjauje poatac

Q1) w2 »hgttihjjjg) *®2* .
przy czy«
F(F(x,",h1,91),h2 ,92) m (F2(y ,h2*#(hy ,g2)*h"1), ,a2)) -
gdzie
y - F2(x,h*$(hx ,g1)*h"1), 7 “ F1(J,91). (2.9)

Poniewaz F~.gg) » Fj(f*J,gl),92) - F1(*,92 g~ . wiec abypokaza¢, ze
F apeinia réwnanie fundamentalne wystarczy dowie$¢ roéwnosci

F2 (y-h2IKéChy ,02)*h<1) . F2(x,h~i(h1,92)*$(hx ,g2g "t T 1). (2.10)
mezposrednle rachunkiem mozna #atwo sprawdzié, ze
hy - h?~i(hx,gl). (2.11)
Istotnie
F2(xo "V " F2(F2(x"hx1) " h£* (hx-91)) * F2(x"hi -y,

tzn. F2(xQ,hy) -y, co dewedzl (2.11). Uwzgledniajac plerwsze z réwnos-
ci (2.9), a nastepnie (2.11) mamy kolejno
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F2 (y.h2* - F2(F2 (x-h1*$(hx ,g1)*h"1) ,h2#$(hy ,g2)#h" 1) »
e F2(x,h~f(hy ,g2)*$"1(hx ,g1)*h"1*h1*$(hx ,g1)*h"1) «
« F2(x,h”"$(hy .g2)*h”1) - F2(x,h"$(h1*$(hx.gl),92}*hx1l) -
« Fgix.h~itihj.gg)*~(~.gg gj)* h-1).

co dowodzi (2.10) i tyn eanyn konczy dow6d lenatu.
Z powyiazego lenatu wynika, ze tréjka (2.4) z odwzorowanian F, okres-
lony« wzoren (2.7), jeat obiakten algabraicznyn.

Dafinlda 2.1

Produktan pédproatya tranzytywnego obiektu (2.2) przez obiekt algebra-
iczny (2.1), wzgledem obiektu azczegélnego x.sM, , nazywany obiekt al-
gebraiczny (2.4) z dziatanian F, okres$lony® wzoren (2.7).

Oczywiscie produkt potproaty obiektédw algebraicznych Jeat okreslony
przy zatozeniu (2.3). Zatozenie tranzytywnosci obiektu (2.2) nie jeat
krepujaca, poniewaz gdy obiekt ten nie Jeat tranzytywny podan# powyzej
konatrukcj# produktu potproatego obiektéw nozna zaatoaowaé dla kazdego
wibékna tranzytywnego obiektu (2.2) oddzielnie, 1 w ten apoadb utworzyé
produkt poétproaty dowolnych obiektéow (2.2) i (.i). Oesll M2t dla t«T

Jeat dowolnyn wkdéknen tranzytywnyn obiektu (2.2) oraz 0 1
teT
sli  xQt jeat dowolnyn, uatalonyn elenenten zbioru M2t, zas Hgt - pod-

grup# atabilnoscl obiektu (2.2) w punkcie xQt, jspetniajac# dla kazdego
g«G warunek $ (H#t ,g) = H t, te waponnlany produkt péiproaty obiektéw
(2.2) 1 (2.1) jeat obiakten algabraicznyn

' ,H*AG, F) (2.12)
1 = ot

z dziatanian okreslonyn wzoren
F(x,J,h,0) i- (F2(x,h*$([hx]t QH([hj"1), Fji*.g)), (2.13)

gdy x«M2t, tcT. We wzorze tyn [hx]t oraz oznaczaj# warotwy
odpowiednio lewoatronn# i prawoatronn# grupy H wzgledem podgrupy HQt,
za$ hx taki elenant grupy H, ze F2((xot,hx) » x. W ten apoadb defini-
cjo 2.1 nozna uog6lInic.
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Definicja 2.2

Produktem pédprostym obiektu (2.2) przez obiekt (2.1), wzgledem obiek-
tow szczegélnych xote M nazywamy obiekt algebraiczny (2.12) =z dziata-
niem F okreslonym wzorem (2.13).

3. PRZYPADKI SZCZEGOLNE

Pokazemy obecnie, ze wprowadzony powyzej produkt péiprosty obiektéw
Jest uog6lnieniem zaréwno produktu obiektéw, oméwionego w precy [2], Jak
i obiektu péiprostego zdefiniowanego w pracy [3],

3.1. Produkt obiektéw

Oezeli odwzorowanie (1.7) okreslone jest wzorem $(h,g) = h, to pro-
dukt pédprosty grup Hgq X G staje sie produktem prostym H-G. Wtedy wa-
runek (2.3) jest oczywiscie spekniony. Poniewaz zachodzi takze roéwnosé

$([hx1.g) - [hj, wiec

F2 (x,h*$([hx],9)*[hx]“1) - F2(x.h«[hJ* [hj*1) -
- F2(x,h*hx#H0*h"1) - F2 (F2(x,hx#HQ*hx1) ,h) « F2(x,h).

Wobec tego w tym przypadku odwzorowanie (2.6) przyjmuje postac
F(x,1,h,0) - (F2(x,h), F1(3,9)).-

Wynika sted, ze produkt obiektéw Jest szczegdlnym przypadkiem produktu
potprostego obiektédw i to - Jak datwo zauwazyé - nawet wtedy, gdy (2.2)
nie Jest obiektem tranzytywnym.

3.2. Obiekt po6tprosty

Zatozmy, ze wkokno M1 Jest zbiorem Jednoelementowym, tzn. M1 - __ .
oraz ze obiekt (2.2) Jest prosto tranzytywny. Wtedy dla kazdego gtG mémy
F1(so sy nto- ponaato HO “ {®} Je8t P°d9ruP9 trywialne, wiec warstwy
grupy H wzgledem Ho se Jednoelementowe. Dziatanie (2.7) przyjmuje wow-
czas postac

F(x,S0,h.g) - (F2(x.h*i (hx,g)*h;1,70).

Produkt péiprosty obiektéw (2.4) z takim dziataniem grupy H$aG na whok-
nie Mg x 1 Jest roéwnowazny (w sensie definicji 2.5 réwnowaznosci o-
blektéw, podanej w pracy [2]) obiektowi
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™2, H,*G, F)x . (3.1)

gdzie F(x,h,g) » Fg(x ,h*$(hx ,g)*hjci).
Przyjmujac w charakterze obiektu (2.2) obiekt (1.11), gdzie 1 Jeat le-
we translacje (1.10), obiekt (3.1) przyjmuje poatac

(H. \G. F)x , (3.2)

gdzie x eH, F(x,h,g) - h*§(x*x~1,g)*x0. Rzeczywiscie, w tym przypadku
hx » x*x~I, zatem

f(x,h,0) - (X, h*$(x«x"1,9)*x0*x"1) - h*$(x#x“1,g)*x0.

Obiekt algebraiczny (3.2) nazywamy obiektem péiproatym wzglednym, wzgle-
dem obiektu szczegélnego xQ. Przyjmujec Jako xQ element neutralny ® gru-
py H, otrzymujemy obiekt podproaty (1.12) oméwiony w pracy [3], Tak wiec
istotnie produkt poéiproaty (2.4) jeat uogélnieniem obiektu péiproetego
(1.12),

tatwo stwierdzi¢ na przyktadzie obiektu (3.2), ze wartos¢ dziatania F
produktu poétprostego obiektéw (2.4) zalezy od obranego punktu xQ. Ozna-
cza to, ze dla roéznych elementéw x1, x2 €M2 otrzymujemy na og6+ dwa
rézne produkty pédproste obiektéw

M2*M1( HjiG, F) i (M2xM1, H$XG, F")X2-
Na przyktadzie obiektu (3.2) pokazemy, ze produkty takie moge by¢ réwno-

wazne. Udowodnimy mianowicie, ze dla réznych x*, x2 dwa obiekty po+-
proste

(H, HjfcG. F£)x . 1 - 1. 2, (3.3)

gdzie F1(x,h,g) » h*$(x*x~1,g)*xA, se réwnowazne. W tym celu nalezy zgo-
dnie z definicje 2.5 podane w pracy [2J wykaza¢ istnienie bljekcji tp:H-H
spetnlajecej roéwnanie

F2("(x),h,9) - f(F1(x,h,9)). G-

Okazuje sie, ze szukanym odwzorowaniem Eﬂ moze by¢ na przyktad i?(x) T«
1
x#x1 *x2_ Rzeczywiscie, dla takiego (p mamy

F2 @ (x) ,h,0) » h*$(x*x“1*x2)ipR1,9)*x2 » h*$(xIKx*“1,g)*x2
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oraz

f(F1(x,h,9)) - h#$S(xX#HX"1,8)*xMX"1#Xx2 « h*$(x*x"1,9)*xg,

a zatem podano < speidnia (3.4).

4. EFEKTYWNOSC i tranzytywnos$é produktu pé¥prostego obiektéw

Na zakonczenie zajmiemy sie problemem efektywnosci i tranzytywnos$¢!
produktu pédprostego oblaktéw algebraicznych. Okazuje tle. Ze obiekty e-
faktywne 1 tranzytywne tg szczegdlnie interesujgce ze wzgledu na ich za-
stosowania w geometrii (por, [1] i [2]). Udowodniny trzy twierdzenie.

Twierdzenia 4.1

Produkt po6dprosty obiektow efektywnych Jest obiektem afektywnya.

Dowod!

Rozwalmy produkt poétprosty (2.4) obiektéw efektywnych (2.2) i (2.1),
oraz zeddiny. Ze

(x,peM2«M1 FOGMNL0) - (XE) - “4.1)

Weedy
y\ Fi A . . ) .
AL R20GRS(INI L) [hx]-1) -x. 4.3)

Z roéwnosci (4.2) i efektywnosci obiektu (2.1) wynika. Ze 9 » a. Zwlezek
(4.3) przyjmuje wiec postac

/\  F2(x,h*hx«HO*hx1) » x. “.4)
XCH2

Ponlewaz F2 (x,hx»HQi(fh"™) - x wiec z (4.4) otrzymujemy

Sted 1 z efektywnos$ci obiektu (2.i) wynika réwnos¢ h »9. Pokaaall$my za-
tem, Ze z (4.1) wynika. Ze (h,g) - (®,e), co dowodzi efektywnosci obiek-
tu (2.4), w przypadku gdy obiekt (2.2) Jest tranzytywny. OeZeli (2.2) nie
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Jest obiektem tranzytywnym, nalezy dowie$¢ efektywnosci obiektu (2.12).
W tya celu uttiay, Za zachodzi zwigzek (4.1), gdzie F Jest odwzorowa-
nia» okreslonym zwigzki«« (2.13). 2 (4.1) otrzymujemy natychmiast roéwnosc¢

(4.5)
gdzla M2s Jest dowolny* wkdéknem tranzytywny« obiektu (2.2). Rozuaujec
podobnie jak w pierwszaj czy$ci dowodu «twierdzacy, is z (4.5) wynika

(h,g9) » (® ,a) , co dowodzi efektywnosci obiektu (2,12) i konczy dowdd twier-
dzenia.

Twierdzenie 4.2

Oetsii obiekt (2.2) Jaet prosto trenzytywny, zas (1.9) jeat obiekt®*
efektywny», to produkt poétproaty (2.4) obiektu (2.2) przez (2.1) jek row-
niez obiektem efektywny*.

Dowéd i

Poniewaz obiekt (2.2) jeet prosto tranzytywny, wiee warstwy jhj grupy
8« Jednoelsaentewa. Dlatego dziatanie F
produktu pédproatago obiektéw (2.4) »« poetac

F(x,E£.h,g9) » (F2(x,h$f (hx ,g)»hxi). F*.g)) -

Zakbézmy, Ze odwzorowanie 60 »pednia zwigzek (4.1). Wobec tego semy

A M,h»$(h ,g)s$h*1) = x. (4.6)

x *M2

W powyZazyn zwigzku przyjmijmy x - x0. Wtedy hx m hXo -® , a zatem
F2 (x,h *8(®,9)*®) - xQ, czyli r2(x0,h) » x0. Poniewaz (2.2) jest obiekt»»
prosto tranzytywny», wiec h,» ® jest Jedyny* elementem spedniajacym o*-
tetnie rownos$é. Zwigzek (4.6) moZemy w ten sposdéb zapisaé w postaci

A 2ot e 0 « x
X *

X*H2

Korzystajac ponownie z tego, Ze obiekt (2,2) Jest prosto tranzytywny
stwierdzany, Ze #(hx.g)#h""“ »® , wiec # (hx.g) « hx, Stad i z efektyw-
nosci obiektu (1.9) wynika, Ze g » a. Udowodnilismy w ten sposéb, Ze za-
leznos¢ (4.1) pociaga za sobag réwnos¢ (h.g) < (®,a) , so dowodzi prawdzi-
wosci twierdzenia.
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Twierdzenie 4.3

Produkt poédprosty (2.4) obiektéw trenzytywnych (2.2) i (2.1) Jest o-
biektem tranzytywnym.

Dowéd:

Nalezy pokaza¢, ze dla dowolnych (X,”$), (y-")sM2*M1 istnieje taki
element (h,g)eH”~xG, ze F(x,J,h,9) - (y,"), to zneczy

FICF.g) “.7n

F2 (x , h«$([hx] ,0)* [x]-1) “y. 4.8)

Z tranzytywnos$ci obiektu (2.1) wynika istnienie g 6G takiego, ze zacho-
dzi (4.7). Aby znalez¢ haH, spedniajace (4.8) zauwazmy, ze zwiezek ten
mozna zapisa¢ w postaci

F2(x1.h) =y,gdzie Xj = F2(.{C([h] ,9)* [hx]-1).

Sted i z tranzytywnosci obiektu (2.2) wynika istnienieheH, spekniaja-
cego zaleznos¢ (4.8). W ten spos6b dowdd twierdzenia zostat zakonczony.
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nojiynPfliiOE upoksbeeehhe AJIrEBPAMECKHX oeeektob

P e3bme

B paSoTe Aaao onpeAezeHHe a ochobhus CBofioxBa noaynpjiMoro npoH3BeAeHHFI
ajireSpsjiHecKax 06T»eKTOB, Koiopue bbasbxca o6o(5"eHBeis npaMoro npoH3BeAeHHA
oSbbktob a noaynpffMoro oOiajcia onpeAeaeHHoro b paSoie [3],

SEMI-DIRECT PRODUCT OF ALGEBRAIC OBJECTS

SumQary

In this paper a definition and basic properties of seal-direct product
of algebraic object* which are generalization of the direct product of
object* and seni-direct objects introduced in [sj are given.



