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PRODUKT PÓŁPROSTY OBIEKTÓW ALGEBRAICZNYCH

Streszczenie. W pracy tej podano definicję i podstawowe własnoś
ci produktu półprostego obiektów algebraicznych, który jest uogól
nieniem produktu prostego obiektów oraz obiektu półprostego wpro
wadzonego w pracy [Yj.

Na poczętek przytoczymy definicje pewnych pojęć, niezbędnych do dal
szych rozwaiań. Niech X będzie dowolnym zbiorem, a G dowolnę grupę ab
strakcyjna. Działaniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie

gdzie e Jest elementem neutralnym grupy G, zaś 92°9 i oznacza iloczyn 
w grupie G. Warunki (1.2) i (1.3) nazywamy odpowiednio równaniem funda
mentalnym (translacji) i warunkiem identyczności. Działanie (l.l) grupy G 
na zbiorze X nazywa się efektywnym, jeśli spełnia implikację

Za pomocę pojęcia działania grupy na zbiorze określamy pojęcie obiektu

1. WSTęp

f : X - G — X, (1.1)

spełniajęce naatępujęce warunki

x«X g1 ,g2«G
/ \  A  f (f (*,9.) ,g2) » f(x,g„og.) , ( 1 .2)

(1.3)

A  f(*,g) * x =¿.g - e. (1.4)
xeX

algebraicznego (por. ¡̂ 2j). Obiektem algebraicznym abstrakcyjnym lub krót
ko obiektem algebraicznym nazywamy trójkę

(x. G, f), (1.5)

gdzie X Jest dowslnym zbiorem, G - dowolnę grupę, zaś f - działaniem 
grupy G na zbiorze X. Zbiór X nazywamy włóknem obiektu, a Jego ele
menty obiektami algebraicznymi szczególnymi.
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We włóknie X obiektu (l.5) nożna określić następując? relację równo

ważności

x2** x1^ \ /r x2 " fl̂ xi*9^* geG

Klasy abstrakcji włókna X względem tej relacji nazywaj? się włóknami 
tranzytywnymi obiektu (i.5) (por.[2j). Obiekt nazywamy tranzytywnym, Je
żeli Jego działanie Jest tranzytywne, tzn. spełnia warunek

A \f f(x,,g) ■ x„. (1 .6)
Xj.XgCX geG

Jeżeli taki element g istnieje tylko Jeden, to działanie f nazywamy pro
sto tranzytywnym.

Niech teraz H oraz G będę grupami z działaniami * oraz • , zaś od
wzorowanie

| : H> G —  H (1.7)

działaniem grupy G na zbiorze elementów grupy H, epełniejęcym dodatko
wy warunek

$ ( h 1*h2 ,g) - f  (h1 ,g)* #(h2 ,g). (l.8)

Wtedy nożna utworzyć produkt półproety H^A G tych grup (por, [3]). Gru
pa A G Jest zbiorem par (h,g), gdzie he H, g e G  z działaniem okre

ślonym wzorem

(h2 ,g2) A (h j ,g ̂ ) * (h ^ f  (h^,g2 )

Ponieważ odwzorowanie (l,7) Jest działaniem grupy G na H, możemy utwo
rzyć obiekt algebraiczny

(H, G, $). (1.9)

Niech 1 będzie lewę translację w H, tzn. odwzorowaniem 1 1 H*H — —  H
określonym wzorem

A  l(x,h) » h*x. (l.lO)
x,heH

Łatwo sprawdzić, że trójka

(h , H. 1) (l.ll)
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jest obiektea algebraiczny*. Rozważay jeszcze Jeden obiekt algebraiczny

(H. H$AG, F) (1.12)

z działanie* F określony* następująco

F(x ,h ,g) » l($(x,g),h) - h#$(x,g).

Obiekt (i.12) nazywany obiektea abstrakcyjny* półprosty* lub produkte* 
półprosty* obiektów (l.ll) i (i.9). Obiekt ten Jest interesujący z tego 
względu, że Jest uogólnienie* przestrzeni afinlcznej. Pojęcie obiektu pół- 
prostego wprowadził E. Kapustka w pracy [3] , e następnie w swojej rozpra
wie doktorskiej £4 ] przedstawił podstawowe własności takich obisktów. Ce
le* niniejszej pracy Jest uogólnienia produktu półprostsgo obiektów oraz 
zbadanie Jego podstawowych własności. Określony w § 2 produkt półprosty 
dwóch obiektów algebraicznych nie był dotychczaa rozwalany. Okazuje się 
(p. § 3), la Jest on uogólnianie* produktu prostago obiektów algebraicz
nych, a także obiektu półprostsgo wprowadzonego przez E. Kapustkę w pracy 
£3], W ostatni* paragrafie rozważa się zwięzki slędzy efaktywnośćlę wzglę
dnie tranzytywnościę produktu półprostsgo, a własnością*! poszczególnych 
Jego czynników.

T

2. OKREŚLENIE PRODUKTU PÓŁPROSTEGO OBIEKTÓW ALGEBRAICZNYCH 

Niech będę dane dws obiskty

( M ^  G, Fj). (2.1)

(m 2 , h . f2). (2.2)

oraz produkt półprosty grup AG. Niech xQ będzie dowolny*, ustalony* 
eleaenten włókna M2 obiektu (2.2), zaś . ,

H0 :• | h € H : F ^ . h )  . xoj

podgrupę stabilności tego obiektu w punkcie xo> Załóżay, że (2.2) jest 
oblekts* tranzytywny* oraz, że odwzorowania $ spełnia warunek
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Przy powyższych założeniach określimy nowy ebiekt

H ^ C .  F)x , (2.4)

który nazywać będziemy produktem półproetya oblaktów (2.2) i (S.l) wzglę
dem punktu x0.

Z tranzytywnoścl obiektu (2.2) wynika, ża dla dowolnego x * M2 istnie
je taki element hx «H, ża F2 (x„»hx) * x * Symbolami [hx] oraz [hx]” Ł 
oznaczmy odpowiednie warstwy lawoatronnę i prawostronne grupy H względem 

podgrupy H0 , tzn.

[ \ ]  ' hx * V  N ' 1 - (h**Hor l  - W ? -

Reprezentantami tych waratw aę więc odpowiednia hx oraz h"1.
Zauważmy, ża z założenia (2.3) i warunku (i.8) wynika, ża

A #([hx],g) - [* (hx .g)] . (2.5)

Ponadto, dowolny element Rx waratwy Jhxj apałnia równość F2 (x0 .hx)-x. 
Okazuje się, ża równiaż na odwrót, dawalny element h c H ,  spełniajęcy wa

runek F2 (x0 <h) “ x nal*^Y do warstwy [hxj (por. [6]).
Stwierdzamy w ten sposób, ża wszystkie elementy hx warstwy lswostron- 

naj [hxl grupy H względem padgrupy i tylko ona spełniaję warunek
F2 (xo ,KxT - x. Stęd 1 za zwięzku (2.5) wynika, ta odwzorowanie

F : (Mg.Mj^)» (HjAC) —  M2»M1 (2.6)

zdefiniowana wzorem

F(x.£,h,g) (F2 (x,h*§( ^ J . f l ) * ^ ] " 1). ^(^.g)). (2-7)

gdzie » i N j ,  J f H j ,  h e H, g « S ,  Jest poprawnie ckreólone.
Udowodnimy teraz następujęcy lemat.

Lemat 2.1

Oeżell F, Jest działaniem grupy G na zbierze M ^ , a Fp Jest tran- 
zytywnym działaniem grupy H na zbiorze M2> przy czym spełniony Jest 
warunek (2.3), gdzie Hq oznacza podgrupę stabilności obiektu (2.2) w 
dowolnym, uetalonym punkcie xQ e M2 , to odwzorowania (2.6) określona wzo
rem (2.7) Jaet dzlełaniem grupy A G na zbiorze M^Mj.



Dowód :

Ole uproezczenia dowodu, zauwaZay przede wszystkim, Za odwzorowanie 
(2.7) aoZna rówaież określić wzorem

F(x,^,h,g) - (F2 (x,h*$(hx ,g)*h‘1) . F ^ . g ) ) .  (2 .8)

Niach 0 oraz e będę elementami neutralnymi odpowiednio grupy H oraz C. 
Wtedy zgodnie z (2.8) mamy

F(x,^,®,a) - (F2 (x,8*$(hx ,a)*h;1) . F ^ . a ) )  - (f2 (x . h ^ h ^ 1) ,£) . (x/§).

zatea odwzorowani« F «pełnia warunak identyczności. Dla odwzorowania F 
równania fundanantalna przyjauje poatać

'®l) »̂ *2 »hgłłihjjjg) *®2* *

przy czy«

F(F(x,^,h1 ,g1) ,h2 ,g2) ■ (F2 (y ,h2*#(hy ,g2)* h"1) , ,a2)) .

gdzie

y - F2 (x,h1*$(hx ,g1)*h"1) , 7 “ F1(J,g1). (2.9)

Ponieważ F ^ . g g )  » Fj(f^ J , g1) ,g2) - F1(^,g2 g ^  . więc aby pokazać, że
F apełnia równanie fundamentalne wystarczy dowieść równości

F2 (y.h2IKó(hy ,g2 )*h‘1) . F2 (x,h^i(h1 ,g2 )*$(hx ,g2 g ^ t T 1). (2.10)

■ezpośrednle rachunkiem można łatwo sprawdzić, że

hy - h ^ i ( h x ,g1 ). (2.11)

Istotnie

F2 (x o ' V  ' F2 (F2 (x'hx1) ' h£ * ( hx -91)) * F2 (x'hi  - y,

tzn. F2 (xQ ,hy) - y , co dewedzl (2.11). Uwzględniając plerwszę z równoś
ci (2.9), a następnie (2.1l) mamy kolejno
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F2 (y.h2* - F2 (F2 (x.h1*$(hx ,g1)*h"1) ,h2#$(hy ,g2 )#h"1) »

• F2 (x,h^f(hy ,g2)*$"1(hx ,g1)*h"1*h1*$(hx ,g1)*h"1) «

« F2 (x,h^$(hy .g2)*h’1) - F2 (x,h^$(h1*$(hx .g1),g2}*hx1) -

«  F g i x . h ^ i t i h j . g g ) * ^ ( ^ . g g ' g j ) *  h ' 1 ) .

co dowodzi (2.10) i tyn eanyn kończy dowód lenatu.
Z powyiazego lenatu wynika, że trójka (2.4) z odwzorowanian F, okreś

lony« wzoren (2.7), jeat obiakten algabraicznyn.

Dafinlda 2.1

Produktan półproatya tranzytywnego obiektu (2.2) przez obiekt algebra
iczny (2.1), względem obiektu azczególnego x. s M„ , nazywany obiekt al
gebraiczny (2.4) z działanian F, określony® wzoren (2.7).

Oczywiście produkt półproaty obiektów algebraicznych Jeat określony 
przy założeniu (2.3). Założenie tranzytywności obiektu (2.2) nie jeat 
krępująca, ponieważ gdy obiekt ten nie Jeat tranzytywny podań# powyżej 
konatrukcj# produktu półproatego obiektów nożna zaatoaować dla każdego 
włókna tranzytywnego obiektu (2.2) oddzielnie, 1 w ten apoaób utworzyć 
produkt półproaty dowolnych obiektów (2.2 ) i (2 .i). Oeśll M2t dla t « T
Jeat dowolnyn włóknen tranzytywnyn obiektu (2.2) oraz • O  1

teT
śli xQt jeat dowolnyn, uatalonyn elenenten zbioru M2 t , zaś Hgt - pod
grup# atabilnoścl obiektu (2.2) w punkcie xQ t , ¡spełniając# dla każdego 
g « G  warunek $ (H#t ,g) • H t , te waponnlany produkt półproaty obiektów
(2.2) 1 (2.i) jeat obiakten algabraicznyn

(M , H* A G , F) (2.12)
1 * ot

z działanian określonyn wzoren

F(x,J,h,g) ¡- (F2 (x,h*$([hx]t ,g)ł|( [ h j " 1), Fji^.g)), (2.13)

gdy x « M 2 t , t c T. We wzorze tyn [hx]t oraz oznaczaj# warotwy
odpowiednio lewoatronn# i prawoatronn# grupy H względem podgrupy HQ t , 
zaś hx taki elenant grupy H, że F2 (xo t ,hx) » x. W ten apoaób defini
cjo 2 . 1  nożna uogólnić.
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Definicja 2.2

Produktem półprostym obiektu (2.2) przez obiekt (2.1), względem obiek
tów szczególnych xo t e M2 nazywamy obiekt algebraiczny (2.12) z działa
niem F określonym wzorem (2.13).

3. PRZYPADKI SZCZEGÓLNE

Pokażemy obecnie, że wprowadzony powyżej produkt półprosty obiektów 
Jest uogólnieniem zarówno produktu obiektów, omówionego w precy [2], Jak 
i obiektu półprostego zdefiniowanego w pracy [3],

3.1. Produkt obiektów

Oeżeli odwzorowanie (1.7) określone jest wzorem $(h,g) = h, to pro
dukt półprosty grup Hq X G staje się produktem prostym H- G .  Wtedy wa
runek (2.3) jest oczywiście spełniony. Ponieważ zachodzi także równość 
$([hx].g) - [hj, więc

F2 (x,h*$([hx],g)*[hx]“1) - F2 (x.h«[hJ* [ h j * 1) -

- F2 (x,h*hx#H0*h"1) - F2 (F2 (x,hxłHQ*hx1) ,h) « F2 (x,h).

Wobec tego w tym przypadku odwzorowanie (2 .6 ) przyjmuje postać

F(x,|,h,g) - (F2 (x,h), F1(J,g)).

Wynika stęd, że produkt obiektów Jest szczególnym przypadkiem produktu 
półprostego obiektów i to - Jak łatwo zauważyć - nawet wtedy, gdy (2.2) 
nie Jest obiektem tranzytywnym.

3.2. Obiekt półprosty

Załóżmy, że włókno M 1 Jest zbiorem J ednoelementowym, tzn. M 1 - 
oraz że obiekt (2.2) Jest prosto tranzytywny. Wtedy dla każdego gtG

F l ( S o ' 9 )  m t o ‘ P o n a d t o Ho “ {®} Je8t P°d9ruP9 trywialnę, więc warstwy
grupy H względem Ho sę Jednoelementowe. Działanie (2.7) przyjmuje wów
czas postać

F(x,S0 ,h.g) - (F2 (x.h*i (hx ,g)*h;1 ,^0 ).

Produkt półprosty obiektów (2.4 ) z takim działaniem grupy H $ a G  na włók
nie Mg x l Jest równoważny (w sensie definicji 2.5 równoważności o- 
blektów, podanej w pracy [2]) obiektowi

{*.}•
mamy
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(m 2 , H , * G ,  F)x . (3.1)

gdzie F(x,h,g) » Fg(x ,h* $(hx ,g)* hjci).
Przyjmując w charakterze obiektu (2.2) obiekt (l.ll), gdzie 1 Jeat le

wę translację (l.lO), obiekt (3.1) przyjmuje poatać

(H. \ G. F)x , (3.2)

gdzie x e H, F(x,h,g) - h*§(x*x^1 ,g)*x0. Rzeczywiście, w tym przypadku 
hx » x*x~l, zatem

f (x ,h ,g) - l(x,h*$(x«x"1 ,g)*xo*x"1) - h*$(x#x“1 ,g)*xo.

Obiekt algebraiczny (3.2) nazywamy obiektem półproatym względnym, wzglę
dem obiektu szczególnego xQ . Przyjmujęc Jako xQ element neutralny ® gru
py H, otrzymujemy obiekt półproaty (1.12) omówiony w pracy [3], Tak więc 
istotnie produkt półproaty (2.4) jeat uogólnieniem obiektu półproetego 

(1.12),
Łatwo stwierdzić na przykładzie obiektu (3.2), że wartość działania F 

produktu półprostego obiektów (2.4) zależy od obranego punktu xQ . Ozna
cza to, że dla różnych elementów x1 , x2 € M2 otrzymujemy na ogół dwa 
różne produkty półproste obiektów

(M2*M1( HjiG, F1) i (M2xM1 , H$XG, F")X2-

Na przykładzie obiektu (3.2) pokażemy, że produkty takie mogę być równo
ważne. Udowodnimy mianowicie, że dla różnych x^, x2 dwa obiekty pół
proste

(H, HjfcG. F±)x . 1 - 1. 2, (3.3)

gdzie F1(x,h,g) » h*$(x*x~1 ,g)*xA , sę równoważne. W tym celu należy zgo
dnie z definicję 2.5 podanę w pracy [2J wykazać istnienie bljekcji tp :H —  H 
spełnlajęcej równanie

F2 (^(x),h,g) - f ( F 1(x,h,g)). (3.4)

Okazuje się, że szukanym odwzorowaniem ą1 może być na przykład ij? (x) :«
_  1

x#x1 *x2 _ Rzeczywiście, dla takiego (p mamy

F2 (ij>(x ) ,h ,g) » h*$(x*x“ 1*x2)iix2 1 ,g)*x2 » h*$(x!Kx“1 ,g)*x2
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oraz

f (F1(x,h,g)) - h# $(x#x"1 ,8)*xł# x " 1#x2 « h*$(x*x"1 ,g)*xg , 

a zatem podano <p spełnia (3.4).

4. EFEKTYWNOŚĆ i t r a n z y t y w n o ś ć  p r o d u k t u  p ó ł p r o s t e g o  o b i e k t ó w

Na zakończenie zajmiemy się problemem efektywności i tranzytywność! 
produktu półprostego oblaktów algebraicznych. Okazuje tlę. Ze obiekty e- 
faktywne 1 tranzytywne tą szczególnie interesujące ze względu na ich za
stosowania w geometrii (por, [l] i [2]). Udowodniny trzy twierdzenie.

Twierdzenia 4.1

Produkt półprosty obiektów efektywnych Jest obiektem afektywnya.

Dowód!

Rozwalmy produkt półprosty (2.4) obiektów efektywnych (2.2) i (2.1), 
oraz zełóiny. Ze

F(x,^,h,g) - (x£). (4.1)
(x,peM2«M1

Wtedy

y \  Fi ^ - 9 ) (4 .2) 

A  F2 (x,h»$( [hxJ ,g)*[hx]-1) - x .  (4.3)

Z równości (4.2) i efektywności obiektu (2.1) wynika. Ze 9 » a. Zwlęzek
(4.3) przyjmuje więc postać

/ \  F2 (x,h*hx«H0*hx1) » x. (4 .4 )
XCH2

PonlewaZ F2 (x ,hx» HQi(fh"̂ ) - x więc z (4.4) otrzymujemy

A F2 (x,h)_  r2' 
X€M2

Stęd 1 z efektywności obiektu (2.i) wynika równość h » 9 .  Pokaaallśmy za
tem, Ze z (4 .1 ) wynika. Ze (h,g) - (®,e), co dowodzi efektywności obiek
tu (2.4), w przypadku gdy obiekt (2.2) Jest tranzytywny. OeZeli (2.2) nie
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Jest obiektem tranzytywnym, należy dowieść efektywności obiektu (2.12). 
W tya celu ułtiay, Za zachodzi związek (4. l), gdzie F Jest odwzorowa
nia» określonym związki«« (2.13). 2 (4.1) otrzymujemy natychmiast równość

gdzla M2 s Jest dowolny* włóknem tranzytywny« obiektu (2.2). Rozuaujęc 
podobnie jak w pierwszaj czyści dowodu «twierdzący, is z (4.5) wynika 
(h,g) » (® ,a) , co dowodzi efektywności obiektu (2,12) i kończy dowód twier
dzenia.

Twierdzenie 4.2

Oetsii obiekt (2.2) Jaet prosto trenzytywny, zaś (l.9) jeat obiekt®* 
efektywny», to produkt półproaty (2.4) obiektu (2.2) przez (2.1) jek rów
nież obiektem efektywny*.

Załóżmy, Ze odwzorowanie 6o »pełnia związek (4.1). Wobec tego semy

W powyZazyn związku przyjmijmy x - x0. Wtedy hx ■ hXo -® , a zatem 
F2 (x,h *§(®,g)*®) - xQ , czyli r2 (x0 ,h) » x0 . Ponieważ (2.2) jest obiekt»» 
prosto tranzytywny», więc h, » ® jest Jedyny* elementem spełniającym o*- 
tętnię równość. Związek (4.6) moZemy w ten sposób zapisać w postaci

Korzystając ponownie z tego, Ze obiekt (2,2) Jest prosto tranzytywny 
stwierdzany, Ze # ( h x .g)#h"'‘ » ® , więc # (hx .g) « hx , Stąd i z efektyw
ności obiektu (l.9) wynika, Ze g » a. Udowodniliśmy w ten sposób, Ze za
leżność (4.1) pociąga za sobą równość (h.g) <• (® ,a) , so dowodzi prawdzi
wości twierdzenia.

(4.5)

Dowód i

Ponieważ obiekt (2.2) jeet prosto tranzytywny, więe warstwy j h j  grupy
8« Jednoelsaentewa. Dlatego działanie F

produktu półproatago obiektów (2.4) »« poetać

F(x,£.h,g) » (F2 (x,hśf (hx ,g)»hxi) . F ^ . g ) ) .

A M* ,h»$(h ,g)śh“1) = x.
x *M2

(4.6)

A  F2 (x,$(h ,g)*h~x) « x. 
x*H2 x *
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Twierdzenie 4.3

Produkt półprosty (2.4) obiektów trenzytywnych (2.2) i (2.1) Jest o- 
biektem tranzytywnym.

Dowód:

Należy pokazać, że dla dowolnych (x,^$), (y.^)sM2 * M 1 istnieje taki 
element (h ,g )e H^ xG ,  że F(x,J,h,g) - (y,^), to zneczy

FlCf.g) (4.7)

F2 (x , h«$([hx] ,g)* [hx]-1) “ y. (4.8)

Z tranzytywności obiektu (2.1) wynika istnienie g 6 G  takiego, że zacho
dzi (4.7). Aby znaleźć h a H ,  spełniające (4.8) zauważmy, że zwięzek ten 
można zapisać w postaci

F2 (x1 .h) = y, gdzie Xj = F2 (x ,{( [hj ,g)* [hx] -1).

Stęd i z tranzytywności obiektu (2.2) wynika istnienie h e H ,  spełniają
cego zależność (4.8). W ten sposób dowód twierdzenia został zakończony.
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P  e 3 b m e

B paSoTe Aaao onpeAezeHHe a o c h o b h u s  CBofioxBa noaynpjiMoro npoH3BeAeHHfl 
ajireSpsjiHecKax o6T»eKTOB, Koiopue bbasbxca o6o(5^eHBeis npaMoro npoH3BeAeHHA 
o Sb b k t o b  a noaynpffMoro oOiajcia onpeAeaeHHoro b paSoie [3],

SEMI-DIRECT PRODUCT OF ALGEBRAIC OBJECTS 

S u ■ 01 a r .y

In this paper a definition and basic properties of seal-direct product 
of algebraic object* which are generalization of the direct product of 
object* and seni-direct objects introduced in [sj are given.


