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0 PEWNYM PROBLEMIE STANOW NIEUSTALONYCH
W MECHANIZMACH O OEDNYM STOPNIU SWOBODY

Stroszczenie. W pracy przedstawiono numeryczng metode rozwigza-
nia réwnania rézniczkowego ruchu uk¥adéw mechanicznych o jednym stop-
niu swobody z sitami niepotencjalnymi. Podany zostat spos6b uzyska-
nia funkcji okreslajacych zalezno$¢ predkosci uogdélnionej od poto-
zenia i od czasu oraz zalezno$¢ wspodrzednej uogélnionej od czasu.
W zaproponowanej metodzie wykorzystano roéwnanie bilansu energii obo-
wigzujace dla przypadku ukdtadéw zachowawczych. Przedstawiony algo-
rytm jest bardzo dogodny w zastosowaniu w praktyce inzynierskiej i
w potaczeniu z ETO prowadzi do szybkiego uzyskania wynikoéw.

1. Wstep . \

Znajomos$¢ proceséw dynamicznych zachodzgcych w mechanizmach umozliwia
dokonanie optymalnego, z punktu widzenia niezawodnosci eksploatacyjnej,
wyboru.parametréw pracy uktadéw maszyny. Badanie tych proceséw wymaga roz-
wigzania jednego z podstawowych zagadnien dynamiki uk#adéw nieswobodnych,
jakim jest wyznaczenie ruchu, gdy dane sa sity czynne dziatajace na uktad
oraz zgodne z wiezami potozenia i predkosci poczagtkowe. W praktyce roz-
wigzanie problemu identyfikacji ruchu jest szczegélnie istotne przy bada-
niu stanéw nieustalonych zespotéw maszynowych, ktdére wystepuja np.podczas
rozruchu czy wybiegu.

Rozpatrujac maszyne jako uktad mechaniczny o jednym stopniu swobody za-
danie to sprowadza sie do poszukiwania rozwigzania réwnania roézniczkowe-
go ruchu o nastepujacej postaci:

I+ i af *2 " - <D

gdzie:
q - wspo64rzedna uogélniona,
I - zredukowany moment bezw#adnos$ci uktadu,
Q - sita uogdélniona zredukowana. a

W wiekszosci przypadkéw roéwnanie (1.1) mozna rozwigzaé¢ jedynie metoda-
mi przyblizonymi. Zagadnieniu temu zostato poswieconych wiele prac. Bara-
néw [I] opracowat numeryczng metode rozwiazania dla najbardziej ztozonego
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przypadku, gdy 1 = I1(q) oraz Q = Q(t,q,q)- Graficzno-analityczna metoda
rozwigzania zagadnienia, gdy sita uog6lniona zalezy od potozenia i1 predko-
Sci, zostata zaproponowana w pracy A.A. Golovina [5], Badaniem uk#addéw za-
chowawczych z wykorzystaniem réwnania bilansu mocy, ktére przedstawione
jest w nastepnym punkcie niniejszej pracy, zajmowali sie: 12. Eksergian
[3], B-E. Quinn [8], E.1. Givens i 1.C. Wolford [4], C.E. Benedict i D.
Tesar [2], M. Skreiner [10], [11].

Najwieksze trudnos$ci przy Okreslaniu ruchu uktadu napotyka sie,gdy si-
+a uogoblniona jest funkcjg zawierajacg sktadowg zalezng od predkosci. Ce-
lem niniejszej pracy jest zaproponowanie metody pozwalajace na przyblizo-
ne rozwigzanie roéwnania (1.1) w owym przypadku, wykorzystujgc pewne zalez-
nosci obowigzujace dla uktadu zachowawczego.

Przedstawienie powyzszej metody poprzedza wiec rozwazania na temat u-
kt+adu zachowawczego.

2. Przypadek uktadu zachowawczego .

W uktadzie zachowawczym site uogdélniong mozna wyrazi¢ za pomocyg zalez-
nosci :

Q-.9 2.1
I
gdzie:
V = V(g) - potencjat.

Zaktadajac, ze" zredukowany moment bezwkadnosci jest funkcjg potozenia
i uwzgledniajac (2.1) réwnanie ruchu uk#adu przyjmie postac:

1dl .2 dv @.2)
lg +23?2q9g = -3q *

Po przemnozeniu powyzszego roéwnania obustronnie przez predkos¢ q otrzy-
mamy po prawej stronie moc sit czynnych dziatajacych na uktad:

lgqg + 1 39 g3 = " 3q q ~ (2<2a)
Réwnanie to czesto okresSlone jest w literaturze jako réwnanie bilansu

mocy [7], \%
Zaleznos¢ (2,2a) mozna przeksztatcié¢ do postaci:

dfl 1(@) g2 + V()] =0, 2.3)
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a sted:

¢ X(q) g2 + V(g) =C (2.3a)

gdzie :

C - stata.

Wartos¢ statej mozemy otrzymaé z warunkéw poczetkowych, czyli:
C=123( )qg2 ¢ V(qJ (2.3b)

2 roéwnania (2.3a) mozna obliczy¢ predkosc¢:

2[C - Vv(a)l .8

Podane zalezno$ci moge zostaé¢ wykorzystane przy analizie ruchu uk#adu,
w ktérym dziataje sity zalezne nie tylko od potozenia ale takze i od pred-
kosci .

3. Analiza uktadu z sitami zaleznymi od predkosci.
Rozwazmy mechanizm, w ktérym zredukowany moment bezwkadnosci jest funk-

cje potozenia, a sita uogdlniona zalezy od potozenia i predkosci,przy czym
mozliwe jest rozbicie sity na dwie sktadowe:

Q = x(@ + Q2(@- G.1D

Rys. 1. Przyktadowy przebieg krzywej Q2(q)-
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Przypusémy, ze funkcja Q2(gq) ma posta¢ jak na rys. 1. Ustalmy staty
krok predkosci okreslomy nastepujgco:®

=gz " = h G.2)
Zaleznos¢ ~(fl) zastepujemy funkcje schodkowe (rys. 1), przy zato-

zonej z gory wartosci h. State warto$¢ sktadowej Q2 dla poszczegdlnych
krokéw obliczamy jako Srednie catkowe:

<4_1,i = h i . (3-3)
“i-i
Wobec tego na odcinku drogi » (. - N wartos$¢ sity uogdélnionej
wyraza zaleznos$¢:
< W = Ql(gq) + Q2-~1-i * (3°4)

Przyrost energii-potencjalnej na drodze zig® mozna okres$li¢ roéwnaniem:

qi
Vi - Vi-1 = Vi-l,i = - f [V + <4.1,ildq . (3.5)

qi-1

Catkujec réwnanie (2.3) na rozwazanej drodze, otrzymujemy wzér:

2(C -V . )e | Y
g2 = 1.1 i=1.._n (3.6)
i
gdzie:
Ti-1 w5 11441
xi = 1V |

Majec dane wartosci poczetkowe qgQ, qQ moznaz réwnan (3.6)obliczyé
wartosci qi( ktéorym odpowiadaje znane predkosciqt. W ten sposob otrzy-
mujemy zalezno$¢ q(q) w postaci funkcji stabelaryzowanej.

Majec tak okreslone predkos¢ w funkcji potozenia nietrudno znalezé¢ za-
leznos$¢ predkosci od czasu. Wystarczy wykorzystaé¢ réwnosé:
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gdzie :

* -
AT I G - B

- Sreania wartos$¢ predkosci na drodze

ktora okresla wzor:

(3.7a)

Przeksztatcajac zalezno$¢ (3.7), otrzymamy:

= t*_1 + -p-i 3.7b)

gdzie :

t* - chwila, ktdérej odpowiada predkos¢

Tak wiec, jezeli znane sa parametry poczatkowe t , gqQ, gqQ, to korzy-
stajac ze znajomosci funkcji q(q). znajdujemy przyblizong zalezno$¢ q(t).

Mozliwe jest takze zidentyfikowanie zaleznosci q(t), jako ze obliczo-
nym wartosciom t. ze wzoru’(3.7b) odpowiadajg uzyskane juz poprzednio
wartosci wspo6trzednej uogélnionej qi»

Zastosowanie przedstawionej metody mozna Eilustrowaé nastepujacym przy-
ktadem:

Rys. 2. Uk¥ad korbovlo-wodzikowy z momentem oporu Mg =zalezny od predko-
Sci (p -
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Na ukdad (rys, 2) dziata staty moment napedowy = 200 Nm, moment o-
poru M2 = 2~ Nm oraz stata sita P. DHtugosci ogniw 1 i 2 sg roéwne,tzn.
1 =12 =1 » Im oraz AS1 = BS2 m | 1, Odpowiednie masywynosza: =
= n2=m =10 kg, m2 — 0. Nalezy okresli¢ zaleznos$épredkosci (p od po-
tozenia, od czasu oraz funkcje ~(t) dla fazy rozruchu, gdy f zmienia sie
od @ =0 do f = 10 1/S ape [ 0 1. Przyja¢, ze w chwili poczatkowej
t =0 wartosci wspétrzednej i predkosci wynoszg: g =0, fo ~ °* sta"
ta sita P = — mg.

Dla rozwazanego uk#adu wyrazenia na zredukowany moment bezwkadnos$ci i
site uogblniong przyjmg postac: (

I =] ml2 (I + 3 sin2®) , (3.9)
Q = MA-Mg-mgl” sin(p> + ") . (3.10)
Zaleznos¢ M2 = 2< zastgpiono w rozwazanym przedziale predkosci funkcja
schodkowg, przyjmujagc krok h a I s 1 (rys. 3). Wartosci 1,1 uzyskuje

sie ze wzoru® (3.3).

Wykorzystujac zaleznos$ci (3.4), (3.5) otrzymujemy rfcwnania (3.6) dla
poszczeg6lnych krokéw, ktére dla przyjetych danych maja postac:

30 sin2” + 414,96 cos(# + A) +697~ - 304,30 =0

- 120 sin2<¢P + 414,96 cos(<?2+ ") +591~ - 324,09 =0
(3.11)

- 270 sin273 + 414,96 cos(<?3+ j) +585° - 372,44 =0

- 480 sin2™~ + 414,96 cos(<P4 + Jj) +579” - 435,19

1
o
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750 sin2(fs + 414,96 oos Bt + 57345 - 511,47 =0

1080 sin2 + 414,96 cos (Ip& + f) + 567¢6 - 442,62 =0 -
1470 Sinz(f-j + 414,96 cos(”7 + |) + 561~ - 567,64 30

@.11)
1920 sin2~ + 414,96 cos(p8 + |> + 555%a - 702,76 = 0

2430 si'n2e9*+ 414,96 cos (o + f) + 545q9 - 883,60 =0 -

3000 sin2~ + 414,96 cos("0+f) +543%- 1030,33 =0

Przyblizone pierwiastki roéwnan (3.11) uzyskuje sige stosujac jedne z
metod przyblizonych, np. metode bisekcji. Majac obliczone odpowiednie war-
tosci wspoétrzednych nfozna okresli¢, wykorzystujac roéwnania (3.7a)i (3.7b),
zaleznos¢ predkosci od czasu. Wyniki obliczen zebrano w tabeli I,a nastep-
nie przedstawiono na rys. 4, 5, 6 w postaci krzywych «<?{<?), ~(t)i <p(t).

W trakcie obliczen predkosci Srednie okreslano jako $rednie alge-
br
braiczne z wartosci na kos$cach przedziatu Af~, co jest konsekwencjg przy-

blizenia krzywej linig tamana.

Tabela 1.
Wyniki obliczen.
i fi fi <i
t/sek rad sek

0 0 0 0

1 1 0,0368 0,0736
2 2 0,1104 0,1227
3 3 1,6322 0,7314
4 # \V 2,0740 0,8576
5 5 2,3194 0,9122
6 6 2,3992 0 ,9267
7 7 2,5510 0,9500
8 8 2,6875 0,9682
9 9 2,7857 0,9798

10 10 2,8901 0,9908
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4. Uwagi 1 wnioski.

Zaproponowana w pracy metoda/identyfikacji ruchu uktadéw z sitami za-
lezacymi od potozenia 1 predkosci odréznia sie od istniejacych metod gra-
ficzno-numerycznych prostote i dogodnoscie w zastosowaniu w praktyce. Me-
toda powyzsza Jest metode numeryczng i uzycie maszyny cyfrowej w oblicze-
niach prowadzi do szybkiego uzyskania wynikow.

Przedstawiony algorytm mozna wykorzysta¢ tylko w przypadku ukdadéw, w
ktérych mozliwe Jest rozbicie funkcji okreslajecej site uog6lnior.e na skka-
dowg zalszne od potozenia i skkadowg zalezng od predkosci. W praktyce nie
zawsze Jest to osiggalne. Niemniej Jednak oméwiona metoda obejmuje szero-
ka klase zagadnien technicznych. Doktadnos¢ obliczen zalezy przede wszyst-
kim od wielkosci kroku h przy schodkowanlu funkcji uiYcie EMC
pozwala przyja¢ krok dowolnie maty i Jedynym ograniczeniem w tym przypad-
ku Jest czas obliczen. Zaproponowany algorytm pozwala na uzyskanie zalez-
nosci q(q), q(t) i1 g-(t) w postaci Ffunkcji stabelaryzowanych.Analitycz-
ny opis tych zaleznos$ci mozna otrzyma¢ poprzez zastosowanie interpolacji
lub aproksymacji. B#ad opisu zalezy wéwczas od przyjetej metody.

* Przedstawiony sposéb przyblizonego rozwigzania réwnania ruchu ukdadu o *
Jednym stopniu swobody z sitami niepotencjalnyml zostat.zilustrowany pro-
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8tym przyktadem. Moze on Jednak postuzyé do analizy dowolnie ztozonego *an-
cucha kinematycznego. Z#ozono$¢ ukdadu analizowanego oméwione metoda pro-
wadzi jedynie do rozbudowania réwnan (3.6), co przy zaatosowanlu EMC nie
stanowi przeszkody.

Vv
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O HEKOTOPOO I[IPOEJIEME HEyCTAHOBHBIUHXCH OOCTOHHHM
B MEXAHH3MAX C 0,flHOM CTEIXEHEO CBOEOjm

pe3Bue

B padoie npezcTaBzeB ueioz gaczeHEoro peaesaa ZH(JxJ>epeBE);1aszoro ypaBHe -
hbh zsaxeEaa iiexaHaqecaax czcTeif ¢ ozhoA cTeneaeH choOozh, b Koiopax cymec—
thjtbt HenoTeHEHazbHue chzh. npezzoxea uetoz nozygeaaa (JyBKnaii onpezezaBmax
3aBHCHMOCTb 0000DieHHOFI CKOpOCTB OT B0ZOXeHHa B BpeueBB a Toxe SaBBCBMOCTb
o6o6meHHoa KoopzHHais 01 BpeueHB. B ueioze acnozbsoBaao ypaBHeHae fiazaaca
sHepraa, Koxopoe o6a3UBaei b czygae KoacepBaTHBaux caciea. [IlpezcTaBzeHBHft
azropaxu ogeab yzodéao acnozb30Baib b aaxeBepcKott npaaTaae a ero ocyziecTBze-
Hae c npaaeHeHaeM 3BM Bezel k cxopouy nozyqeaaB pesyzbiaiOB.
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ABOUT ONE PROBLEM OF UNFIXED STATES
IN MECHANISMS WITH ONE DEGREE OF FREEDOM

Summary

A method of numerical solution of differential equation of motion for
mechanic systems with one degree of freedom with unpotential forces has
been described in this article. There has been given the way to get rela-
tions between generalized velocity, position and time. In this method the
equation of power balance for conservative systems is used. The algorithm
described in the work is very useful in engineering and with application
of a computer it gives“results very quickly.
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