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ZASTOSOWANIE METODY LINEARYZACOI STATYSTYCZNEO
DO NIELINIOWEGO STOCHASTYCZNEGO ROWNANIA ROZNICZKOWEGO

DRUGIEGO RZfOU

Streszczenie. W pracy zastosowano metode linearyzacjl statystycz-
nej do badania gestosci spektralnej rozwiezania nieliniowego réwna-
nia rézniczkowego. Zagadnienie rozwiezano nie zaktadajac. Jak na o-
g6+ czyni sie to w literaturze, ze proces wystepujacy po prawej stro-
nie réwnania (1) Jest biatym szumem. Przeprowadzono numeryczng ana-
lize, a na wykresach przedstawiono gestod¢ spektralnag rozwigzania
w zaleznosci od wartosci parametréow wystepujacych w rozwazanym réw-
naniu.

Poniewaz w ogélnym przypadku nie Jest mozliwe rozwigzanie stochastycz-
nego nieliniowego réwnania rézniczkowego, dlatego tez stosuje sie czesto
metode linearyzacjl statystycznej, dzieki ktérej sprowadza sie rozwazana
réwnanie do réwnania liniowego.

Idee llnearyzacji statystycznej podali R.C. Booton i 3.E. Kazakow [1-
3]. Polega ona zastgpieniu wyrazenia nieliniowego przez wyrazenie liniowe
przy zastosowaniu zadanego kryterium w okreslonym sensie probabilistycz-
nym-.

Rozwaza¢ bedziemy réwnanie postaci:

y(t,a>) ¢ 2nV(t,&) ¢ k2y(t,co) + ~ 7Y5(L,") m x(t,«u) 0

gdzie:
x(t, w),y(t ,cJ) - procesy stoehaetyczne,
n, k,y state.
Zaktadamy, ze x(t,fe>) jest procesom stacjonarnym, Ex(t,«<*>) « 0 oraz ge-
stos¢ spektralna g @) » vy ; gdzie c, X - state.
- X w +c

Z postaci gestosci spektralnej wynika, ze funkcja korelacji procesu
x (t,0) ma postacé “ Ds-0"N*A .
" 0 - stata dodatnia.

Réwnanie (1) mozna interpretowaé¢ Jako drgania oscylatora harmoniczne-
go z nieliniowg sprezystoscia [5]-
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Oznaczajac
z(t,cu) = y3(t,cu) — (2)
szukamy procesu
Zj~t.cu) - a(t)[y(t.,cu) - Ey(t.eo0)] + b(t)
(gdzie a(t), b(t) - funkcje nielosowe), dla ktérego speknione sg warunki:
Ezit.aj) - Ez"t.cu) M)
2
E{z(t ) - a(t)[x(t,®) - Ex(t,co)] - b(t)} =
e minimum, [2, 3, 6, 7], (C))

W przypadku rozwazanego procesu z(t,co) posta¢ procesu z~t.u) Jest naste-
pujaca [3, 6]:

zbE(t,08) - 3 i” y(t o) ®)

Po linearyzacji roéwnanie (i) przyjmuje postac:
/ .- >
y(t ,co) + 2ny(t,<V)> + (k2 + ,c0) «.x(t,<t0 * (6)

Ola réwnania (6) gestos¢ widmowa rozwigzania ¢ (o) spetnia zaleznos$é¢ [4-
7]« 7 . .

2 ~)

D= i A2t 2
gy @ |I(iOo)O + 2nico+ k + )782 |I *

czyli
i . / -
2 c
9y( 5 {(co2 + 2n2 - k2 -yeN)2 + 4n2(k2 +76~ - n2)} @2 +a?2)

o statych n, k,w, c,ct zaktadamy, ze sg dodatnie oraz ze Jest spe#nio-
ny warunek :

k2 ¢J°«2%- n2 > 0. )
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2 ,
Wystepujacg we wzorze (8) wariancje rozwigzania 6y mozna otrzymaé z
zaleznosci [4. 6, 7]s

| 9y (a;)daj (10)
zatem
2 1 7 2Kc d4Jd
y =25 i 2 *2n2 - k2 - y' ¢ 4n2 (k2 0»76; - n2)}(*2 +0,2)
Niech
_ r do->
" J [ + d)2 + f2](cu2 ¢ <*?)
Oznaczajac przez b = k2 2 i ¢ - - n2 mamy, Ze:
_ f **_ m .27-A«Jt8—— dat ~~ du
J [@2 + d)2 * f2](c2 +o2) Q <*r- 2cuc +b Qur + 2UC +

meo( - 2f Inl§@ :é\ﬁx +b Ik.kﬂc“

F CQu
+¢r arctg ==/

gdzie

b -*2 - 4c2
A mC «
4bc(«4 - 2c2(b - 2c2) + b2)
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Zatem

9Y " SrofoC + b + 20f) az)
Oznaczajac przez s = 2y  + @y “ * otrzymujemy réwnanie
y2t3 + yfa2 * 2ofn + 2k2(t2 ¢ k2)*2 + 2oCn + k2)t - e =0 (13)

Réwnanie to posiada dodatni pierwiastek rzeczywisty (lewa strona réwnania
w zerze ma warto$¢ ujemng i w nieskonczonosci zdgza do = ).Przy nieznacz-
nych ograniczeniach na wartosci parametréw mozna wykazaé¢ (np. korzystajac
z ciggu Sturma), ze roéwnanie ma doktadnie jeden dodatni pierwiastek rze-
czywisty.

Obliczenie wariancji ¢(i® oraz wyznaczenie funkcji gestosci g*(co) prze-
prowadzono numerycznie dla réznych wartésci parametrow.

Wykresy funkcji gestosci otrzymane na podstawie tych obliczen przed-
stawiono na rys. 1-4 (ze wzgledu na parzysto$¢ funkcji gestosci tylko dla

co ™ 0f -
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Rys. 1 przedstawia wykresy funkcji gestos$ci przy zmiennym n/n = 0,25,
n =0,5, n =1 oraz ustalonych k » 10, y» 1, ¢ » 1,0i= 1. Dla wiekszych
wartosci n (wigekszego wspétczynnika tdumienia) wartosci funkcji gesto-
Sci se mniejsze.

Rys. 2 przedstawia wykresy funkcji gestosci przy zmiennym k k » 7,
k = 8, k = 10) oraz ustalonych n » 0,5, y » 1, ¢ = i, ot* 1.Dla wiekszych
k (wiekszego wspotczynnika sprezystosci) wartosci funkcji gestosci se
mniejsze.

Wiekszym wartosciom c (wieksza etata w funkcji korelacji procesu
x(t,0j)) odpowiadaje wieksze wartosci funkcji gestosci - rys. 3, dla kto-
rej przyjeto c¢c < 1, ¢ *2, ¢ » 3 oraz n »0,5, k » 10, =1, €= 1.

Wykres funkcji gestos$ci przy zmiennym o{ot = 1, ot= 2, oC» 3) oraz u-
stalonych n » 0,5, c =1, k =10, y » 1 przedstawia rys. 4.

Ola matych wartos$ci co wiekszym (wspotczynnik w wyktadniku eksplonen-
ty funkcji korelacji) odpowiadaje mniejsze wartosci funkcji gestosci. Dla
wiekszych wartosci co Jest na odwrot.
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Wnioski konhcowe

1. Funkcja gestosci w przypadku funkcji korelacji typu Kx(r) =De-~" 7~
posiada 3 maksima lokalne, z ktérych jedno wystepuje dla co= 0. Wynika to
z przeprowadzonych obliczen numerycznych i parzystosci funkcji gestosci.

2. Przy zmianach parametréw n, c, or (rys. 1, 3, 4) odciete punktow mak-
symalnych se z duzym przyblizeniem takie same.

3. Zmiana parametru k (rys. 2) powoduje, ze odciete skrajnych punktoéw
maksymalnych dla mniejszych k se mniejsze i zblizaje sie do zera".

4. Obliczone wartosci funkcji gestosci przy zmiennymye.<JO,5; £> roéznie
sie od siebie bardzo mato (rzedu 10-9).

5. Dla cup 14 otrzymane numerycznie wartosci funkcji gestosci we
wszystkich przypadkach se bardzo mate - dla co = 14 se mniejsze od 10-7,
dla co = 30" mniejsze od 10-8.
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NPHMEHEHHE METOJfA CTATHCTHMECKOD JIHHEAPH3AUJIH
K HEJIHHEHHOMy CTOiCACTIPIECKOMy HHMEPEHI1JiAJIbHOMY
yPABHEHHB BTOPOTO nOPHJUKA

Pe35» me

* B pa60Te npiiueHeH iieio~ cTaTHCTHijecKoif jiHHeapn3au,nn k npod6jieMe ncc.ne,noBa-
uhh cneKTpalibHOit njiOTHOCTH pemeHHa Hejianefinoro .,nncfxi)epeHLinalibHoro ypaBHeiiHH.
npodjieiiy pemHJiH npeHedéperaa nOBceMecTHoro flejiaeMOii JiHTepaType npeAnocuj;-

ko2 o tom, aTo npopecc BucTynaionHit ¢ npaBoii cToponu ypaBHeHHH 1 HBliaeTCH
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6ejiHM myMOM. IlpoBenH HyMepHMecKHft aHaJiH3 h npexcTaBHJiH Ha rpa$HKax cnex-
TpaliBHyio njioTHOCTb pemeHHH B 3aBHCnMOCTH ot napaHeipoB BHCTynax>mHX B pac-
CMaT pHBaeMOM ypaBHehhio «

AN APPLICATION OF THE METHOD OF STATISTICAL LINEARIZATION TO THE
NONLINEAR STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATION OF SECOND ORDER

Summary

The method of statistical linearization has been applied to the inve-
stigation of spectral density of the solution of nonlinear differential
equation. The problem has been solved neglecting the assumption that the
process occurlng at the right hand side of eq. 1 represents a white noise,
what is as a rule assumed in a literature. A numerical analysis has been
made and spectral density of the solution has been plotted as a function
of the parameters coccuring in analysed equation.
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