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Streszczenie. W pracy zastosowano metodę linearyzacjl statystycz­
nej do badania gęstości spektralnej rozwięzania nieliniowego równa­
nia różniczkowego. Zagadnienie rozwięzano nie zakładając. Jak na o- 
gół czyni się to w literaturze, że proces występujący po prawej stro­
nie równania (l) Jest białym szumem. Przeprowadzono numeryczną ana­
lizę, a na wykresach przedstawiono gęstoóć spektralną rozwiązania 
w zależności od wartości parametrów występujących w rozważanym rów­
naniu.

Ponieważ w ogólnym przypadku nie Jest możliwe rozwiązanie stochastycz­
nego nieliniowego równania różniczkowego, dlatego też stosuje się często 
metodę linearyzacjl statystycznej, dzięki której sprowadza się rozważana 
równanie do równania liniowego.

Ideę llnearyzacji statystycznej podali R.C. Booton i 3.E. Kazakow [ 1- 
3]. Polega ona zastąpieniu wyrażenia nieliniowego przez wyrażenie liniowe 
przy zastosowaniu zadanego kryterium w określonym sensie probabilistycz­
nym.

Rozważać będziemy równanie postaci:

y(t,a>) ♦ 2nV(t,&>) ♦ k2y(t,co) ♦ ^ 7 Y5 (t,") ■ x(t,«u) (i)

gdzie:

x(t, w),y(t ,cJ) - procesy stoehaetyczne, 

n, k , y  stałe.

Zakładamy, że x(t,fe>) jest procesom stacjonarnym, Ex(t,«*>) « 0 oraz gę-
2Cc*

stość spektralna g (&->) » y  ■1 gdzie c, <X - stałe.
—  x co + cc
Z postaci gęstości spektralnej wynika, że funkcja korelacji procesu 

x (t ,co) ma postać “ Ds-0^*^.

' O - stała dodatnia.
Równanie (1) można interpretować Jako drgania oscylatora harmoniczne­

go z nieliniową sprężystością [5].
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Oznaczając

z (t ,c u ) = y 3 (t ,c u ) — (2 )
* \

szukamy procesu

Zj^t.cu) - a(t )[y(t ,cu ) - Ey(t.eo)] + b( t)

(gdzie a(t), b(t) - funkcje nielosowe), dla którego spełnione są warunki:

Ezit.aj) - Ez^t.cu) (3)

2
E{z(t ,cJ) - a (t ) [ x (t , a>) - Ex(t,co)] - b(t)} =

• minimum, [2, 3, 6 , 7], (4)

W przypadku rozważanego procesu z(t,co) postać procesu z ^ t . u )  Jest nastę­
pująca [3, 6 ]:

zŁ (t ,oS) - 3 i ^  y(t ,co) (5)

Po linearyzacji równanie (i) przyjmuje postać:

/ . . > 

y ( t  ,co) + 2ny(t,<V)> + (k 2 + ,co) « .x (t,< łO  * (6 )

Ola równania (6 ) gęstość widmowa rozwiązania g (co) spełnia zależność [4-
7]« 7 ' '

g (cj) = i o ^ 2 ' ■ 2 i2 ^ )
y |(i Co) + 2nico + k + ye 2 | *

czyli
i • / -

2 c
9y( 5 {(co2 + 2n2 - k2 - y e ^ )2 + 4n2 (k2 + 76^  - n2 )} (aJ2 + a 2 )

o stałych n, k , ■y , c , ct zakładamy, że są dodatnie oraz że Jest spełnio­
ny warunek :

k2 ♦ J'«2 ';- n2 >  0. (9)
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2 ,
Występującą we wzorze (8 ) wariancję rozwiązania 6 y można otrzymać z 

zależności [4. 6 , 7 ] s

| 9y (a;)daj (10)

zatem

2 _l 7  2 K c  d4J , ,

y = 2 5  . i  2 * 2n2 - k2 - ♦ 4n2 (k2 ♦ 7 6* - n2 ) } ( * 2 ♦o,2 )

Niech

y ' '  y.

_ r do->
" __J [(co2 + d )2 + f2 ](cu2 ♦ <*?)

Oznaczając przez b = k2 2 i c - - n2 mamy, Ze:

1 - 2 f **- ■____________  . 2 7 - A « J t 8 ---  d a t  ~~
J [(Co2 + d)2 * f2 ](cu2 + ot2 ) JQ <*r- 2cuc + b JQ u r  + 2UC +

du

f ■ł 4  d̂ - 2/f lnK " ^  1* ip jrJ u?- + ¿X lew2 ♦ 2fc>c + b ' \b-c

F Cu .
+ ¿r arctg =•/

gdzie

A ■ C « b - * 2 - 4c2
4bc («4 - 2c*2 (b - 2c2 ) + b2 )
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Zatem

' g y  - —  T (1 2 )y _2nofb(cC + b + 2ofn)

Oznaczając przez s = 2,ł̂  ł ®y “ * otrzymujemy równanie

y2 t3 + yfa2 * 2ofn + 2k2 (t2 ♦ k2 )*2 + 2oC n + k2 )t - e = 0  (13)

Równanie to posiada dodatni pierwiastek rzeczywisty (lewa strona równania 
w zerze ma wartość ujemną i w nieskończoności zdąża do = ).Przy nieznacz­
nych ograniczeniach na wartości parametrów można wykazać (np. korzystając 
z ciągu Sturma), że równanie ma dokładnie jeden dodatni pierwiastek rze­
czywisty.

Obliczenie wariancji ¿¡̂  oraz wyznaczenie funkcji gęstości g^(co) prze­
prowadzono numerycznie dla różnych wartóści parametrów.

Wykresy funkcji gęstości otrzymane na podstawie tych obliczeń przed­
stawiono na rys. 1-4 (ze względu na parzystość funkcji gęstości tylko dla 
co ^  Oj .

i .

i
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Rys. 1 przedstawia wykresy funkcji gęstości przy zmiennym n/n = 0,25, /
n = 0,5, n = 1 oraz ustalonych k » 10, y » 1, c » 1, oi = 1. Dla większych 
wartości n (większego współczynnika tłumienia) wartości funkcji gęsto­
ści sę mniejsze.

Rys. 2 przedstawia wykresy funkcji gęstości przy zmiennym k k » 7, 
k = 8 , k = 10) oraz ustalonych n » 0,5, y » 1, c = i, ot* l.Dla większych 
k (większego współczynnika sprężystości) wartości funkcji gęstości sę 

mniejsze.
Większym wartościom c (większa etała w funkcji korelacji procesu 

x(t,oj)) odpowiadaję większe wartości funkcji gęstości - rys. 3, dla któ­
rej przyjęto c • 1, c * 2, c » 3 oraz n » 0 , 5 ,  k » 10, = 1 , cC = 1.

Wykres funkcji gęstości przy zmiennym oC {ot = 1, ot = 2, oC » 3) oraz u- 
stalonych n » 0,5, c = 1, k = 10, y  » 1 przedstawia rys. 4.

Ola małych wartości co większym (współczynnik w wykładniku eksplonen- 
ty funkcji korelacji) odpowiadaję mniejsze wartości funkcji gęstości. Dla 

-  większych wartości co Jest na odwrót.

i
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Wnioski końcowe

1. Funkcja gęstości w przypadku funkcji korelacji typu Kx ( r) = De-^ "  ̂ 
posiada 3 maksima lokalne, z których jedno występuje dla co = O. Wynika to 
z przeprowadzonych obliczeń numerycznych i parzystości funkcji gęstości.

2. Przy zmianach parametrów n, c, or (rys. 1, 3, 4) odcięte punktów mak­
symalnych sę z dużym przybliżeniem takie same.

3. Zmiana parametru k (rys. 2) powoduje, że odcięte skrajnych punktów 
maksymalnych dla mniejszych k sę mniejsze i zbliżaję się do zera'.

4. Obliczone wartości funkcji gęstości przy zmiennymye.<JO,5; £> różnię 
się od siebie bardzo mało (rzędu 10- 9 ).

5. Dla cup 14 otrzymane numerycznie wartości funkcji gęstości we 
wszystkich przypadkach sę bardzo małe - dla co = 14 sę mniejsze od 10- 7 , 
dla co = 30' mniejsze od 10-8.
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nPHMEHEHHE METOJfA CTATHCTHMECKOD JIHHEAPH3AUJiH 
K HEJIHHEHHOMy CTOiCACTIPiECKOMy HH^EPEHlJiAJlbHOMy 
yPABHEHHB BTOPOTO nOPHJUKA

P e  3 »  m  e  .

* B p a ó O T e  n p iiu e H e H  i i e i o ^  c T a T H C T H ije c K o if  j iH H e a p n 3 a u ,n n  k n p o ó jie M e  n cc .n e ,n o B a-  

u h h  c n e K T p a J ib H O ił  n jiO T H O C TH  p e m e H H a  H e j ia n e f in o r o  . ,nncfx i)ep eH LinaJibH oro  y p a B H e i iH H .  

n p o ó j ie i i y  pem HJiH  n p e H e ó p e r a a  n O B c e M e c T H o ro  f le jia e M O ii J iH T e p a T y p e  n p e A n o c u j ;-  

k o 2  o  t o m ,  a T o  n p o p e c c  B u c T y n a io n H ił  c  n p a B o i i  c T o p o n u  y p a B H e H H H  1 H B Jia e T C H
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6ejiHM myMOM. IIpoBenH HyMepHMecKHft aHaJiH3 h npexcTaBHJiH  Ha rp a$ H K ax cnex- 
TpaJiBHyio njioTHOCTb pemeHHH B 3aBHCnM0CTH ot napaHeipoB BHCTynax>mHX B pac- 
CMaT pHBaeMOM ypaBHehhio •

\ :

AN APPLICATION OF THE METHOD OF STATISTICAL LINEARIZATION TO THE 
NONLINEAR STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATION OF SECOND ORDER

S u m m a r y

The method of statistical linearization has been applied to the inve­
stigation of spectral density of the solution of nonlinear differential 
equation. The problem has been solved neglecting the assumption that the 
process occurlng at the right hand side of eq. 1 represents a white noise, 
what is as a rule assumed in a literature. A numerical analysis has been 
made and spectral density of the solution has been plotted as a function 
of the parameters coccuring in analysed equation.
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