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TWIERDZENIE TYPU BERNSTEINA DLA FUNKCOI DWÓCH ZMIENNYCH 
Z PRZESTRZENI L?

Streszczenie. W pracy zdefiniowano dla funkcji dwóch zmiennych z 
przestrzeni Lp tpl'p2l z mieszanymi potęgami klasę Lipschitza-Czeby-
szewa, udowodniono nierównoóć Bernsteina dla poc.iodnych częetkowych 
Czebyszewa wielomianów algebraicznych, twierdzenie typu Bernsteina 
oraz podano wynlkąjęey stęd wniosek, który Jest pewnym uogólnieniem 
twierdzenia 2 [l] na przestrzeń l£ lPl,p2j #

1. Wstęp

Przez X = Lp będziemy oznaczać przestnzeń unormowanę funkcji raierzal-

- l ^ x . 4  i
, gdzie norma okreólona Jestnych i okreólpnych na obszarze E 

następujęco: \ .

| | f l 1  i  s
1 -1

f (Xj^Xg) 1  w f x ^ d x j  1 w(x2 )dx2

i - 1.2

Operator translacji ? h ^ f ;  J ^  1 i = 1.2 definiujemy następuję-

f )(Xi.x2 ) - i  {f [ x ^  ♦ ]J(1 - X*)(l - h*)S

2h2 ♦ \j(l - xf)(l - h£)] + f f x ^  -\J(1 - xf)(l - h2);

x2h2 * i (l ~ X2 )(l " h2 ^ ] + ftxlh? + ^ (1 " xl )(1 " hl );
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x2h2 - \j( 1 - x2 )(l - h2 )] + f[x1h1 - \f( 1 - h2 )(l - x2 );

*2h2 - \Jci - x2 )(l - h2 )] J

/
W dowodach często korzysta się z transformaty Czebyszena funkcji fEX, 

określonej następująco*:

1 1 '
= ¿ 5  /  /  f(Xi.x2 )T (Xi)T (X2)w(x1 )w(x2 )dxidx2

- 1 - 1  1

gdzie (xi ) » cos(k^ . arccos x ); i = 1,2; kŁs — 0,1,2,... jest wielo

mianem Czebyszewa,oraz z własności Jednoznaczności tej transformaty, tj.: 
jeżeli fA (k1(k2 ) =0, k^ = 0,1,2,..., to f » O prawie wszędzie (włas
ność (iV) lemat 1 [2 ]).

t
Moduł cięgłości Czebyszewa i moduły ciągłości cząstkowe oraz splot czę

ściowy względem zmiennej x1 lub x2 określa się następująco jdef.5 [2] 
def. 2.3 [31] : *

coT(f, 7 .. 7 „ ) - 8Up ll^h.h- f - f Ib
7 i ^  hi ^  1
?24  h24  1

Ą ( f .  7 l . 1) = 8up ||T f - f||, n

*T(f. = sup \\Th f - f||
7 2< h „ ^ l  2

X

(f^ g)(x1 ,x2 ) « i /  (rXix2f K v i ) g ( “i)"(ui>dV  9dzie 9(ui> £ Ll ‘
-1

1

f *2
g (x1 ,x2 ) J  (r f)(l,u2 )g(u2 )w(u2 )du2 . g(u2 )e L*.

-1 12

Przez W będziemy oznaczać klasę funkcji f GX, dla których istnieje 
xi

pochodna cząstkowa Czebyszewa rzędu oc > o względem zmiennej x±, i« 1,2, 
zdefiniowana w pracy [3].
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2. Klasa Lipschitza-Czebyszewa

Definicja 2.1. Niech f e X .  Klasę Lipschitza-Czebyszewa rzędu >  O,

/i >  O będziemy nazywać zbiór tych funkcji f € X ,  dla któpych 

+ » G[(l - 7 1 )ct + (1 - 72 f] ; 7 ^ — —  l". 72 — »-1“ . Klasę tę

oznaczany przez Llp(X,oc./3), czyli

L^p (X.«:,/3) =

« {f € X; a£(f .-&.1) +cu[(f.l,72 ) = 0[(l - y j *  * (1 - y2 fl 1“ .

•
\

•p

TWIERDZENIE 2.1. Jeżeli f € L^ (X.l.1), wtedy

EnB(f,X) - 0(n-2 + a,'2 ) na Z "

K 1

DOWOD:

Zgodnie z wnioskiem 2 [1] many:

Enn(f'X ) ^ Kn« f ’ f H <  (l + -1«[( * ■ ^1 - °os JL.' 1) *

+ njff.l.coe ̂ 1 - cos ¡j^)] •

Ponieważ f £  lT (X,l.l), więc ip

En m (f . X ) ^ ( l  +  — )  J c j i l  -  C 0 8  ^ 1  -  C 0 8  — j )  +  C g ( l  - e o e f ^ T ^ )  j

^  C^n-2 + C£n- 2 ,

skąd wynika teza*

3. Twierdzenie typu Bernsteina

L e m a t  3.1. Niech funkcja g(x. l e L 1 i istnieje pochodna Czebysze-
(ot )wa funkcji g rzędu cC > O; g e L •w
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Niech f £ X. Wtedy f^i.g E W* i zachodzi D̂ '01 ̂ (f * g ) » prawie1 A^ 1 * Xĵ
wszędzie w E.

oowOo:
i

Zgodnie z definicję 1 pochodnej częetkowej Czebyszewa rzędu a. musimy wy
kazać, Ze

lim
hl ~ 1_

— i    -  f« . D g
(1 u h l )* 1 X1

Mamy:

( 1 - b ^ *  1  X 1  9 I d  -  h1 f  1 xi

A \ i 9
U  ( ----- -1 - -  -  D(<*>

1 \£l - h1 )ot X1
4  f\

A \  , 9

... V  y - 0<“ )g
( 1  -  h ,  f  X 1

Skęd wynika teza. Ostatnię nierówność można było napisać . na podstawie 
własności (i) lematu 2.4 z pracy [3].

TWIERDZENIE 3.1 (nierówność Bernsteina)

Niech p (x. ,x„) będzie wielomianem algebraicznym stopnia n ze wzglę- 
n" 1 2 Cr- ) • (r )

du na x1( m ze względu na Xg. Istnieję D^ 1 pnn i D^ p ^ ,  r± , r2 e  N
o raz

( r l }
\  Pnm < n2Pl Z 1 IIP„

( r  )
V  Pnm

^  2 r ,  r o

2 2  UPr

( OV . ! 1 (r.-l)
Dowód przeprowadzimy dla - 1, bowiem D^ f » (D^ x f), dowód

(rp)
dla D^ pnn będzie przebiegał analogicznie.
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Każdy wielomian pn(n można zapieać w następujący sposób:

n

Pn.ixl'x2 ) = Pn.*l [l + 2 X  T k.(xl )] *
ki“l

prawie wszędzie.
n «*■

Ponieważ 1 + 2  V *  Tk jest skoóczonę sumę wielomianów Czebysze-

k ^ l  1
wa, więc istnieje pochodna Czebyszewa funkcji

n -,
g(Xl) = 1 + 2 V Tk (*i)

ki-l

względem x^ i jest równa:

n n
D1 g - O + 2 V  D1 T (x. ) - 2 V  (-k2 )T. (x ).
Xw X- X- i. A R1 *
1 k1-l 1 1 M ^ - l

Równość ta wynika z twierdzenia 2.1 [3]*
Zgodnie z lematem 3.1 mamy, że ,

i

n

0^ p ■ p *1 x ^nn nn

n-1

i { 2  S  ( - k i ) T k 1 ( x i ) ]
1 k m l 1 J

P^ l { z y  (-ki )Tk1 (xl ) - 2°2Tn (xl )} 
1 kŁ-l 1 J

Ponieważ

n-1

pnmMl I2 ^  (_kl^T2n-k {xi^ * 0 i Pra"le wszędzie
L k"7“l 1 ^
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I

many dalej :

n-l

= Porn̂ l \2 E  ^  ’ 2V X1 )Tn- k<xl > “ "
1  1 k ± - i

n-l . 2

P ** K nm 1 !-2n2Tn (xl5[2 , Ś  < 3 ^  ra-k1 lxl )'*  *]} "
L k. -1 1 J

' 1

»
n-l

E
k=l

n-l n-l

Pnm^l + 2 Ż V X1 > ]}

Pn«T 1 i” 2*>̂Tn(*i ) • ff1 + 2 V  (l-£)Tk(Xl)*(l + 2 ( l - ^ T k(Xl)]
1 L k ^ l  k ^ l

£  P n m l ^ 2 K m  l|nZ|1 Fn-l(xi 5[I || Fn-i (xl > II ,1 “ ** IIPn« II '
1  w

b° Fn 1 (*1 ) jest jędrem Fejera, którego norma jest równa 1. Tezę otrzy

mamy poprzez przejście indukcyjne. *

L e m a t  3.2. Niech f GX, a p|L(x, ,X, ) niech będzie wielomianem nej-na x <-
lepszego przybliżenia, czyli En n (f «x ) l l f “ P^m H* "tedy

fti it - P«.* 7 l *  7 2 i < 2En.m(f'X)-

DOWOD

4 < f  -  Pnm- 7 l *  ? 2 >  “ ^ ¿ “ P ^  *  'I \ b 2 l f  ~ Pn « ) “  ( f  “  Pn » ) '1

^  sup || Z h h (f - p* )|| + ||p - f II <
- J ^ h ^ l  "l 2 nm n

7 2^ h2 4 l  

^  2 Ilf " Pnmll = 2En.m(f *X)*



TWIERDZENIE 3.2. Niech f 6 X i niech En będzie cięgiem naj-
lepezych przybliżeń funkcji f wielomianami algebraicznymi, wtedy:

c * n
oJif.coe i. 1 ) ^ 4  V  ( V + i ) e .  (f.X); • w E N ,l  n / i v , n

_n v =0

C* “ 1
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T(f .l.coa i) S? -§• V  + l) E n € N.
1 m £■ n,M

" ;M=0 r

DOWOO

Niech p (x1>x2 ) będzie wielomianem najlepszego przybliżenia dla funk
cji f, czyli En > (f,X) = ||f - PnB(x1 .x2 )ll.

Wykażemy plerwszę z nierówności. Niech a EN, r ^ E N u f o } ,  wtedy

aJ{ff.coeJ.l)<«J(f-p j . coi J. 1) ♦«ujip cos K  1) <
2 1 ,m 2 1

< ZB r +1 (f'x) +&Jl (p r +1 ' C08 n'i * ■ i ■
2 1 ,m 2 1 ,m

Wielomian P r +1 można zapisać za pomocę następujęcej eumy: 
2 1 , a

P 1

P r.+l “ Pl.rn + Z  I V +1 . ‘ V  m 1*
2 1 ,m v-0 2 2 •"

Zgodnie z lematem 4 [2] mamy:

^ ( f . c o e  i  1) <  2E r^+1 (f,X) ♦ Cl(i - cos i)(||D^(Pl - PQ n )|| *

r i

Korzystając z nierówności Bernetelna mamy dalej:

cuj(f ,coa i,l) <  2E r +1 (f.X) + Cj —  [4Eq m(f*X) +
0 1 _ n
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.  £  2 . 2 (''* l >'2 |p  v „  -  P „  | |< 2 E  ,  ( . .* >  .
¿ 3 D 2 '■ 2 -■ 2-'1 ,m

rl

+  4  l 4 E 0  ( f ' X > +  4  V  2 (V+1)2 E f.X)].
~z 0 * ■ —  2 , mv»o

Ponieważ

2 (V+1 ) 2 e  ( f . X ) < 4 V  fA%u
2 , m  ' x_j , r'

{ *  = 2  + 1

■aoy:

£W^(f ,cos i,l) < 2 E  p^+1 (f.X) + 4 | l 4E0,o(f,X) + 16EliBif'X ) +

r i  ✓i  2 y

♦ 04 y  y  ^  ,(f.x ) ^ 2e (f.X ) +

i ' " 1  2

2 ^

+ ^  [4Eq (f.X) + 16E1 n (f,X) + 64 V V E B (f .X)] . 
n  '  v » 2

Więc

V  P 12 164C,
'a,J(f.co8 i) <C2E ri+1 ( f , X ) + — ^  V  (V+ i ) E ^ i f  .X).

r  r  * 1
Przyjmując 2 1 ^  n ^  2 otrzymamy:

« o4C „

J<f.co. S  <V+l)tV . »
n ' n v=o

2C ^
^  - 4  V  ( y +  l)Ey B (f.X). co daje tezę. 

n

( f . x )
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Postępując analogicznie nożna wykazać, że

C* "
o£(f .l.coa i) ś -| V (/<+ l)E (f.X).

" n -  O ,

TWIERDZENIE 3.3 (Bernsteina)

Niech f € X  i Er B (f,X) • 0(-|^ ♦
n n

Wtedy: \

1) Cy[(f , ^ . 1  ) irl i
O■ d . < 1 3 Ł -

»

< łj(f ,1 ,^ 2 ) “ 0[(1 - /8 <£1 72 “ *

2 ) wi ( f “ 0[(1 -  \ )  • ! ln 2 ( l  -  y x )\\ <X -  1

c u [ ( f . i . y 2 ) -  0 [(1  -  y 2f ] f t  ^ 1
\

72 -

3 ) .1 ) -  0 [ ( i  -  ty f ] «  < 1 * 7 i —

o jJ (f  , i .-72 ) -  0 [ ( l  -  72 ) 1 ln 2 ( l  -  2̂ )|] > 3 - 1 ? 2 -

4 ) -  0 [(1  -  y x ) | l n 2 ( l  -  7 1 )|] o( •  1 7 i —

<uj(f , i , y 2 ) = 0[(1 -  y 2 ) | ln 2 ( l  -  7 2 )|] a - i 7 2 -

5) f iu j ( f . i .7 2 ) -  0 (1  -  ? 2 ) a  > i 7 2 -

.1 ) -  0 (1  -  y x ) cć > 1 7 i —

DOWOO

1) <* <  i. a <  i 

Wybierzeay n tak, by:

0 0 8  n  ^  7 l  ^  c o a
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wtedy:

n

^ 1 ^  %  V  (V + ł )Ev ,m (f'X)
n v=o

« ^  [E0.m<f'x > + 2 ¿ V E V.e(f>X^ ^  [E0.-(f*X)n i n•• v »1

n
1 v  \ 

2 K  Z j * ” 2/5
.V-! “

Niech n będzie takie, by -§-5 <
m  ' n

wtedy:

Ą ( t . 7l. t x %  k  . < ' • * > + 2K £  “ ^ h  ♦ *K
n l v »1 11

/

4  [E0,ro(f'x) + 2K(l f ^ i  + (2.20<1)n̂ ) *Kî

2
* O *  1 2e*  arccos %

<  b ł (— s - Ł )  <

<  ^ ( i -

W analogiczny epoeób udowodniny, że:

i.y2 ) <  c 2( i  -

2 )  £* « 1 ,  /3 <  l

V ■!

]<

X)] Si

/
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< \  [E0.B(f'X) * 2K * lnfl + ^

<  cl(l - y x ) [ln 2(1 - 7 1 )|.
A, A

^  [l + Inn] ^  2
n n

. 1 ln —
n

Nierówności te zachodzę dla n >  1.
Dowód drugiej części, to jeet dowód nierówności

cu^(f.l,72 ) - 0[(1 iak " PrzyPadku 1 -

Dowód części 3. 4 przebiega analogicznie Jak w przypadku 2.

C* r- ^ v n

5 ) w j ( f . 7 i ' . i ) ^  4 -  -  Eo , « ( f , x )  * 2K E  (^ 2 Z T  + "2Ż3M
n L. v .! ■

o(>l.

coi(f.7l. 1 ) ^  ^  [E0<B(f.x) * + ^ r ) ] <  .

V

<; A1(i^) ^  C j d  - 7 1 ). 
n

Wniosek 3.1. Naetępujęce dwa warunki eę równoważne:

1 ’> En >x) ■ 0(~ h  * ~ h ^  oc < 1 . n  < 1
n#" n w>

2) f G LipT (XA./3). .
/ '

DOW 00;

Wnikanie 1 =** 2 Jest oczywiste na podstawie twierdzenia Bernsteina 
cz. 1 i def. klasy Lipschitza-Czebyezewa.

Dowód wynikania 2 =*- 1 przebiega ahalogicznia Jak dowód twierdzenia 

2 .1.
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TEOPBMA TłfflA KEPHUITEíÍHA flJIH $yHKUEH XBYX ITEPEMEHHUX 
H3 IIPOGTPAHCTBA l£

(_ •P e 3 b u e

B ciaTbe pnpe^ezëH KJiacc aHnmHąa-HeeuneBa a x i l  (JiyHKĘHH ^Byx nepeueHHux h3 
npocTpaHCTBa Lp co cuemaHHHMH crenemniH. ,H0Ka3aHH: HepaBeHciBO EepHmTeBHa 
AJin qacTHHX npoH3BO^HHx HeóbnneBa ajireôpamiecKHX MHoroqjieHOB, Teopeiia Tnna 
EepHmieiiHa h BHTeKaK>ąnft OTCBfla BhiSop, KOTopuñ HBJiaeTCa n3BecTHHM o6o6ąeHHeu 
Teopeim 2 [1] Ha npocipaHCTBO Lp .

/

THE THEOREM OF THE BERSTEIN TYPE FOR FUNCTIONS OF TWO VARIABLES IN

THE SPACE LP w

S u m m a r y

The Lipschltz-Chebyshev class of functions of two varlsblas from the 
space ,Lp [p1 .p2 ] with nixed powers is defined. The Berstein inequality 
is provad for Chebyehev partial derivatives of algebraic polynomials 
Paa(x1>x2 ). Tbs theorem ef the Beratein type ae well aa the conclusion 
resulting from this theorem is given. This conclusion is a certain genera
lization of the theorem 2 [l] for ths space Lp .
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