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NIERÓWNOŚĆ TYPU BERNSTEINA

Streszczenia. W pracy uogólniono nierówność typu Bernsteina [2], 
[5 ] dla pochodnych cząstkowych Czebyszewa wielowianów algebraicznych.

(
1. Wstęp

Niech X = l£; p - (pj.Pg); 1 ^ P j . p ^ c ^  oznacza przestrzeń funkcji 
mierzalnych określonych w prostokącie

r -1 <  x 4  1
E - i ; gdzie noraę określany następująco:
, l -1 ^  x_ <  1

P
f  1 r  1 p ~|p^ 1 ~

l|f| “ \w | \k f lf(xi ‘x2>l . »(«jJdKjJ ,w(x2 )dx2 |
1 -1 -1

i
w(xA ) ■ (1 - x2 ) a ; i ■ 1 .2 .

W dowodach często korzysta się z transforaaty Czebyszewa funkcji f , o- 
kreślonej naatępujęco:

1 1
f̂  (kŁ. k2) - —  j J f-iXj.Xg) . (xŁ) .Tfc (x2) . wixĵ ) . w(x2)dx1dx2, 

31 -1 -1 1 2

gdzie T^ (x± ) - cosfk^. arccos xŁ ), i - 1,2, kŁ - 0,1,2,3.....

Operator translacji Th h f; (t^^l, i - 1,2 definiujeay następuję- 
co: 1 2

irh1h2, >(xi'x2 ) = H ftxihi + (" (xi )w(hi )rli

x2h2 + (w(x2 )w(h2 ) )_1] + f[x1h1 - (■(x1 )w(h1 )) S
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x2h2 + (*»(x2 )w(h2 ) )-1] + f[x1h1 + (wfżjJwfhj)) 1 » 

x2h2 - (w(x2 )w(h2 ))“1] + f[x1h1 - (w(x1 )w(h1 ) r1;

x2h2 ” ("(X2^"^h2 ^ -1Ł}'

jego założenia zań indukcyjnie

Przez różnicę Czebyszewa' rzędu a?>0 dla funkcji f £ X  rozumiemy

W pracach [3, 4] zostały zdefiniowane pochodne częstkowe Czebyszewa 
rzę̂ du oc funkcji f oraz wykazane zostały podstawowe własności tych po
chodnych. Będziemy z nich korzystać w dalszej części pracy.

*

2. Uogólniona nierówność typu Bernsteina

Niech p (x1>x2 ) będzie wielomianem algebraiczny« stopnia n ze wzglę
du na a ntnnnia 1» za wzaledu na x2. Obliczwy różnicę Cze b y s zew a

na rzędu of zostały wykazane w pracach [3], [4].

Mamy:

Wielomian algebraiczny Pn-(x1 «*2^ Boia«y zapisać następujęco:

P.w. n \a
(2)

kj-0 k2-0

gdzie
L (x. , Xg) “ "f. (x^) . (x^).



Nierówność typu Bernsteina

Ck k1 2

4 gdzie k ^ k g S N  - {l,2,3...}

2 Ppp,ik1 .k2 ) Jeżeli ^ -  0, k2 £ N  lub kŁ

pim(kl ,k2 ) 3#i#li kl “ k2 " °-

Korzystajęc z (2) oraz z następujęcej własności:

(fW ki ’k2 )(Xl’X2) “ Tir k2 (hl'b2) • V k2(xi ;x2

równość (1) przyjaie postać:

< i  " n . > < V v f -  < - 1|l"<! E  E  V i  “ T "1 w  k , - o  k _ « 0  1 2  1

(o( )
Obliczay teraz pochodnę częstkowę D Pnw^xl ’x2^*

Na podstawie własności tej. pochodnej (tj. addytywności oraz D

. (-d m  Ba"ys

X S  E1 L -r, k -o 1 ^k1-0 k2-0

Wprowadziny teraz dwie funkcje <p i V  jednej zwlennaj x.

V>(x) ■ [1 - Txił»1 J]01 - [1 - coe(x arccos hŁ )f ,

r X2 f  “  . I  ”  
y < * >  ■  [ r r ^ J  ■  < j f >  •

gdzie A ■ arccos hj.
Oznaczmy przez ju(x) następujęcę funkcję:

2«i
_____  I Ult-aHu II//* i ■ A i \ Ijt—  }
sinAx
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2*
Niech X Jeet takie, że n X < -^i niech y(O) « liay(x) * 2 <*•

x— -O (arccos hj)
wtedy tak określona funkcja y(x) jeet cięgła, parzysta i dodatnia w 
przedziale <T-n, ą>.
Przedłużamy je okresowo na całe oś rzeczywiste. Obliczay y '(x ).

y'(x) - A(c<) . ci .
_ . , ___ X x . Ax Xxi
2 af-l cos 5— (tg g 2 ~J

. 2 Xx sin 5“

Widzimy, że y'(x)>  O dla x€(0,n) oraz
, . 1

20Í-1
y'(0) - A(rf) .<X.[/ł(0) . lia ¡j - o.

*

więc funkcja y(x) jest funkcje ściśle rosnece w przedziale < 0 ,n>, posla-
dajece ciegłe i ograniczone pochodne w tya przedziale. Można je przedsta-«
wić za poaoce Jaj szersgu Fouriera, czyli

y(x) = V ax . cos
1-0 j

Wykażemy, że a^. (-1J1 >  O.
Ponieważ y(x) jest dodatnia, więc ao >  O. Zbadany teraz nonotonicz- 

ność funkcji y'(x). Many:
''

y"( x ) - |  A(cr ).<*. [ ^ ( | ) ] 2 2 • [(2cć - i ) / ( | ) 2 +/M(|) • (SI §)1

Ponieważ ^"(f) >  O dla xe(0,n), więc y"(x)>0, Jeżeli (2cf-l)>0. 
Jeżeli (2 oc - 1 ) <  O, wtedy

2 i |2 (g^) - (sin
* (2*- D ^ f )  ^  ^ ( f )  . - -27 x- Ax 2 - 2  >  O-

r ‘ (sin - |Ł cos i*)

czyli jest funkcje rosnece w przedziale <0,r¡> dla każdego of. Ob
liczay współczynnik a,, dla którego 1 >  O.
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- X  -  S J r(t)co8  ^ d t  - - i i  /  r '(t ) 8 i n  d ^

Vn
1 T

= - i i S  i  y ( t ?8 l n  d t  “ "  i i  S  J  y U  *

x (s + K-.1 ?"
+ JVrlk). . sin ( E l  de =

2
U

n
T
/  £ y,(8 
o V =1

(V-l )n,  j— J ein L/Tę (-1) de

n
T 1

- ¿ J  Z
v =1

Ponieważ y'(x) Jbat dodatnia i monotoniczna, więc znak aĵ  będzie taki 
Jak znak (-1)1 . co daje, że

(-l)1 a1 > 0 .  -
s I '

| A 
Powróćmy teraz do pochodnej częstkowej Czebyszewa, rzędu ot wielomianu al
gebraicznego Pom(*1 '*2 )' z9°dnia z poprzednimi rozważaniami możemy napi-
aać:

°ii<) Pnm(xl ,x2 ) " ("l)t<Xl S  S  v{kl U  l'(kl ) * rk1 .k Cxl'xZ)’‘1 k^-0 k2-0 1 z  '

. . n n l5*"k
♦ (-1 ) V  V  C Y i  al coe • T k .k (*i*x2 )

k1“0 k2-o A * 1-0

S  al(-l)W Ż  Ł  V 2 * ^ k 1 ).TłCiłk2[coa(^ł arccoex1 )S x2 ]
1=0 kj-0 k2=0
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- V  ax . |  A* j L  coa(3Ł ♦ arccos *2 1 + 
1-0 1 l J

+ PniB j808 ” arccos Zj); x2j|-.

Mamy więc, że
• %

HDx!^ pnm(xl ,X2^l ^  S  lal I * H^hj.1 Pnm(xi ,x2^l “1 1-0 ‘ 1

" Xj lal(-1 )X|* H 4 U  p»mixl ,x2^l "
1-0 1

-Y(n) . || Pnl/ v  *2 ) II

Oest więc prawdziwa następujęce twierdzenia:

TWIERDZENIE 1
Niech h1 będzie takie, że arccoa(h1 ) € (O, 3C), oj >  O, wtedy

pnm^xl*x2^l ̂  [l - T"(hi J ] * H pnm(xl ,x2 )H

* * < /  
Analogicznie, Jeżeli arccos(h2 ) £ (O, jjj), wtedy

l°xx2 5 pnm(xl ,x2 )ll <  [1 -T*(h2 )] HA l,h2 pnm(xl ‘x2 ^

STWniosek 2.1. Niech hx = cos 2 n-°(> 0 ' wtedy nierówności z twierdzenia 
1.1 przyjmę postać

H f  pn«(V x2>H <  C <*> * °ZOf 1 Pnm ̂ X1 * x2 ̂ I *
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gdzie

\

[4]
Dowód jest oczywisty ns podstawie własności A ? h f podanej w pracy

1 2
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HE P A BEHCTBO THIIA EEPHUITEHHA

P e 3 10 m e

B npeflciaBJieHHoii paóoie oóoómeHO HepaáeHciBo inna BepHmTeftHa [ 2 ], [ 5 ]
flJia qacTHux np0H3B0flHbtx % 6 H m e B a  ajireÓpanqecKHX MHOroqjieHOB.

THE INEQUALITY OF THE BERNSTEIN TYPE 

S u m m a r y

The paper generalizes the inequality of the Bernstein type [2] , [5 ] for 
Chebyehev partial derivatives of algebraic polynomials.
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