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ZASTOSOWANIE POCHODNYCH CZĄSTKOWYCH CZEBYSZEWA RZfjDU of > O
W APROKSYMACJI FUNKCJI DWÓCH ZMIENNYCH Z PRZESTRZENI LP

Streszczenie. W pracy uogólniono wyniki uzyskane przez P.L.Butze- 
ra i R.L. Stensa [1] na funkcje przestrzeni LP z normami ^miesza- 
nyml i z wagę w(x1 >x2 ).

1. Wstęp

' Niech X - LP ; p - (p^pg); 1 <  P j , P2 <  <=> oznacza przestrzeń
cji mierzalnych określonych w prostokącie

- 1 <  xŁ <  i

funk-

- 1 ¡¿. x2 1
gdzie normę określamy następująco:

jir ) [i? j |^(*x'x2  ̂ 1, w ^xl^dx^ • w(x2 )dx2 J

w(xJL) ■ (1 - x2 ) j i ■ 1 ,2. ,

W dowodach cząsto korzysta się z transformaty Czebyszewa funkcji f, o- 

kreślonej następująco:

1 1
A k ^ k g )  - ^  [ J f(x1 .x2 ) . T k (X l ) . Tk (x2 ) . w(X l ) . w(x2 )dx1 dx2 .

31 -1 - 1  1 2

gdzie T^ (x± ) - C08(k± . arccos z ^ ,  i - 1,2, k± - 0,1,2,... Jest wlelor*

mianem Czebyszewa oraz z własności Jednoznaczności tej transformaty [2]. j 

Operator translacji h f oraz cząstkowe moduły ciągłości Czebysze-

wa zostały określone w pracy [2 ].

V
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•Ola przypomnienia:

coAf .i?,*1 ) SUP lirh if “ f H ° 8UP li^h i f l 
1 6 hl1 V7*1 i*

-  8 u P  \\\th f - f | |  -  a “ p  P i h ,  f l 
72 "2 72 ̂  h2 ^ 1

I ,
W pracy [3] zostały zdefiniowane pochodna cząstkowe Czebyszewa rzędu ¿r, 

funkcji f £ X w następujący sposób:

Definicja. Niech funkcje f i £ X. Jeżeli

li«
h i ~ r

l v
9i

O.

to funkcję g, nazywamy pochodną cząstkową Czebyszewa rzędu oc względem
i piszemy:

° r  ' - v

Podobnie, jeżeli g2 €  x i

lin
h2- r

et f
4 i h  f 
  * “ 92( l - h 2 )

0 to f = g2 '

gdzie

f)ixi'X2 ) = ("1,kl S  ^  ^ ^ i h2  ̂̂ X1 ,X2

Własności tych pochodnych zostały podane i wykazane w pracy [3]. Przez 
pkl(xl będziamy oznaczać wielomian algebraiczny stopnia k ze wzglę
du na xJL, stopnia 1 ze względu na x2> Symbolem PnB oznaczymy zbiór 

wszystkich wielomianów P|<i^xi'x2 '̂ których k ^  n, 1 <; m.
Wprowadźmy podstawową wielkość

E (f,X) = inf
Pkl£ Pn

|f - P,ki'
n ,m >  0,

zwaną najlepszym przybliżeniem funkcji f wielomianami algebraicznymi.
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2. Podstawowe twierdzenia aproksymacyjne

TWIERDZENIE 1.1

Niech f ex, OC < 1 ,  /3 <1 i jest spełniony następujący warunek:

E (f #x ) = 0(n“2oi + m"2/3) nro

Wtedy ietnieję pochodne czę3tkowe Czebyszewa

i A) <■ U  5i A i n ^D f, D
X1 X2

dla 0 <  r < < *  . 0 < y 2 <  fi

(/,) ( A )
D 1 f - D 1 p* Knm

D ^ f - D  * p* x2 x2 n tm

°[n2 ?,l(n-20f * a,"2/3)] . 

o [ mZ r 2 (n-2«  ♦ nf2'3)]

DOW OD

Niech p* rô xi**2  ̂ oznaczę wielomian najlepszego ‘przybliżenia dla 

funkcji f. czyli En m (f.X) - ||f - p ^ J .

Weźmy wielomian P*i+i (x.,x2 ), gdzie

2 '"21+1

,1+1
min {a C N |  m"2/ł ^  2-20< *1+1 .

Wykażemy, że cięg pochodnych °x. >:i+i (xi*x2 ) spełnia warunek
1 2 '*21+1

Couchy'ego w metryce przestrzeni X.

W tym celu oszacujemy następujęcę różnicę dla 1 >  k;
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Zgodnie z wnioskien '1 [5] nany dalejs

2 (v+l)j’l

v=k+l 2^+1a -»>+1 
2

- P
2^.«

A  2 ( V + I ) r r

c ^ i )  L  2 r
v>»k+l L

E V+1 (f.X) ♦
•■2v*i

^ • 1 2 (V*l)/
♦ E (f.x)|< 2C(y) 2^ 2 * V « (f,X

'Z ,n j J 2 •*_»>y»k+i

Na podstawie założenia twierdzenia i warunku narzuconego na ■ y »a«y da

lej :

A4 o  m
1 2 ,m jL+i 1 2 *B_k+l

2 • 2
O-k+1

* 2 (V+1 )(/..-*)   i___________
^ 2Cł(«)C(yl) V  2 < 2  C± U )  c( y ± ) • 2k(«-y ) 2(*- Z )

v ^ r +i 2 H 2 i)

( V  )
Widziay. Ze cięg Dx 1 p* 1+1 spełnia warunek Cauchy*ego.

1 2 '“21+1

więc z zupełności przestrzeni X wynika istnienie f unkcji ̂ ( x 1 #x2 ) £ X, 

dla której

"«i1’’i1«  . ‘ \1 2 .■ l+l "1
0.

Ponieważ

K l e i
11 2 •» 1+1 2\. 2
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więc

P21+1 . 2
- f

( y ) *
Na podstawie własności domkniętości operatora O 1 f# [3] namy, że

xi

Istnieje pochodna częstkowa rzędu funkcji f i D 1 f(x, ,x„) »1 i Ł
» Ify (*1 .X2 ) P.W.

Wykażemy teraz drogę dzęóo tezy. Szereg v (p
V -0 2r +i.. ,V+1

- p %  )
2

Jest zbieżny prawie wszędzie w E, a Jego susa Jest równa <pv (x ,x_) -
•1

- p;..(*ł,x2 ).

Niech P„b (x1 »x2  ̂ będzie wilonlanea najlepszego przybliżenia. 
.Rozpatrzny

(7i) W  
) f — o px ,rn,i

Wybisrajęc takie 1 , by 21 *1 4  n <  21+2, otrzynujeny, że
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< £  w - 2
V “l+1

P~v+1 " P2V
2 *°2V +1 2 ' 2

1+1

• V  2 ^ . [ E  v +1 + E0v  (f *X ) l *
, 2 •■2V+1V=l+1

2 #■

< 2 . C ( 7l>. V  2
V«*l+1

^ 2(V+1)-231[e (f.x)]+ C(7l) .n2ri[2 . 22V 2<< +
2 #»2v

+ n-20£ + i-2/3) ^ 4 . 2 2oC . C(7l) . £  2
aj^fy+i) 2~2ac(v+i)

v-l+i

2 y o a ‘
+ (oC) n 1 (n_2*+n" H ^ 4  . C i ^ )  .C{ct). 2

2(l+2)(y1-«)

■?* „ 2 (/.-<*) 
 + Cl(A) .C( yx) . o 1 (n-2of+ . “2^ ) < 4  +

" 2?1 / “2^  . -2Ą
*

C2(?1.rt) . n27*1 . (b"20C + ■“**)< . » ‘ 'l (■“"* + »"‘'“)

•  ( % >  
Podstępujęc analogicznie nożna wykazać istnienie pochodnych f,f2 <f>

i podobnę własooóć tej pochodnej, tżn.

> II (%•}) II _ nr _2 ^2 (n“2rf -2,8m
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Wykazany teraz twierdzenie odwrotne.

TWIERDZENIE 1.2

Niech f £ X ,  <*<1, f t < l ,  7'1 < c < » J'2 < / 3 *

Jeżeli istniej« pochodne
<£> </2)

D 1 f. Dx 2 f 
X1 2

€ X oraz

i7l }f . D (/l)p* - 0[n2 ri(n-2* ♦ m’2 P )],

l7* \  - 1 - 0 [ . * k („-2 * + .-2/»)]x2 *2 on

wtedy

E ff,X) « 0(n”2<* + b -2^).

DOWÓD

Ponieważ E„.(f.X) - ^„„(f - p£b *X) 1 8« ®P«lnion® założenia twierdze
nia Jacksona [ ¿1, więc

* i

Zgodnie z założenie» waay dalej :

E„B (f ,X)< Kj-j) . ci(j'1 .<*) • » ^  « ^ ( n -2*  + w"2'3)

, . , , “272 2/2 .  -2cX -2 3,^-
+ Kjfe) • 2 ^2*^  * " • "  (B + " }

co daje tezę twierdzenia.

Ponieważ w pracy [4] zostało udowodnione twierdzenie o równoważności 
następujęcych warunków:
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D  E„ * °in"2at + m~213), 0 < « .  fi <  1n,cn

2) f £ LipT («,/3).

nożeay więc wypowiedzieć następujący wniosekt

Wniosek 1.1. Niech f e  X, ct, fi < 1 .  y x<  oC ; j>2 <  fi , wtedy nastę

pujące warunki sę równoważne:

(i) En.e(f,X) ‘ °<n"2*  + B"2^)

(ii) istnieję

(r.i (r2 )
\  • \  f

[ \ l)f - \ 1>p« J  ■ °[o2/l(n"2iX ♦ ■~2^]'

»2 *2

(iii) f e UipT (o(,/i)»
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IIPHMEHEHHE HACTHHX nPOH3BO,i]jiHX HEBUHIEBA nOEfl^KA of>  0 
B AHPOKCHMAUJffl $yH K U pi flBYX IIEPEMEHHbLX H3 IIPOCTPAHCIBA l £

P  e  3 b  m e  I

B n p e f lc ia B J ie ijH o a  p a f io ie  o 6o 6meHH p e 3yjiBTaTH n . J I .  B y rp e p a  u  P .J I .  GTeHca 

H a (fyHKHHH npOCTpaHCTBa C MHKCHpOBaHHHMH HOpMaMH.

A
THE APPLICATION OF CHEBYSHEV PARTIAL DERIVATIVES OF ORDER * > 0
IN THE APPROXIMATION OF FUNCTION OF TWO VARIABLES FROM SPACE LPw

S u n n a r y

The paper generalizes the results of P.L. Butzer and R.L. Stens [l]for
p

functions In the spaces L^ with a nixed norns.
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