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NIELINIOWE GEOMETRYCZNIE PROBLEMY TERMOSPRęŻYSTOŚCI 
SPRZęZONEO POWŁOK GRUBYCH 
I. SFORMUŁOWANIE PROBLEMÓW BRZEGOWYCH

Straązczenle. W pracy sformułowano zagadnienia brzegowe dla po- 
włok poddanych działaniu niestacjonarnego pola temperatur z uwzględ
nieniem sprzężenia pola termicznego z polem przemieszczań; rozpatry
wany Jest przypadek nieliniowości geometrycznej.

1. Wstęp

Opis sprzężonych pól temperatur i przemieszczeń w powłokach nielinio
wych można otrzymać na drodze uogólnienia rezultatów teorii sprzężonej 
płyt i powłok klasycznie liniowych, por. np. [26]*^, ponieważ w teorii tej 
przyjmuje się wiele hipotez upraszczających, których stosowanie tolerowa
ne jest dla płyt i powłok cienkich, przeto wyniki teoretyczne - uzyskane 
przez całkowanie równań wymienionej teorii - mogę prowadzić do dużych błę
dów, w przypadkach zmiennych obciążeń, nieciągłości krzywizny.wzrostu gru
bości powłok, itp. por. [24], [25]. Błąd ten zwiększa się szczególnie szyb
ko wraz ze wzrostem grubości rozpatrywanej powłoki [24].

W pracach [sf, [23], [25] wyprowadzone zostały równania statyki i dy
namiki nieliniowych geometrycznie powłok sprężystych. Sił^ wewnętrzne od
niesiono do konfiguracji początkowej. Przy sprowadzaniu problemu prze
strzennego teoVii sprężystości do zagadnienia dwuwymiarowego (funkcje dwu 
zmiennych) przyjęto: w pracach [23], [25] powłoki tzw. typu Timoszenki, a 
w [5] - hipotezę Kirchhoffa-Love*a. W  pracach [i], [2] podano równania wa
riacyjne teorii powłok cienkich fizykalnie i geometrycznie nieliniowych, 
przytoczono też równania przemieszczeniowe tej teorii oraz podano warunki 
brzegowe oraz sformułowano problem brzegowy.

Nieliniowe problemy teorii powłok w bardzo ogólnym ujęciu rozpatrzone 
są w monografii Wożniaka [20] oraz w pracach [8], [lO], a niektóre zagad
nienia sprzężonych pól termicznych i przemieszczeniowych w pracy [2l].w[4] 
rozważano powłoki cienkie, przyjmując model Donnella-Musztariego-Własowa; 
korzystając z maady Hamiltona otrzymano równania ruchu i warunki brzego
we, uwzględniono też odkształcenia w kierunku stycznym i normalnym,a tak-

x ^Literatura tutaj przytaczana umieszczona jest w części II artykułu.
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że wpływy termiczne. Praca [7] omawia klasyczną nieliniową teorię powłok. 
Podano w niej kanoniczną postać równań nieliniowej teorii powłok pierwsze
go przybliżenia. RozwaZano kryteria przybliżenia tensora naprężenia oraz 
podjęto próby oszacowania błędu rozwiązań. Obszerny przegląd probleeów ter- 
noaechaniki powłok przedstawiono w pracy [3]. Kolsjnya sposobea podejścia 
do problemu teraonecheniki sprężystej powłok jest traktowanie połwoki ja
ko trójwyaiarowego kontinuua, a więc przyjęcie ogólnych równań przewod
nictwa ciepła i równowagi dynaaicznej (równań ruchu), słusznych dla ele
mentu trójwyaiarowego ośrodka.sprężystego, przy uwzględnieniu nieliniowo
ści geometrycznej. Takie podejście prezentuje niniejsza praca.Problem Jest 
analizowany we współrzędnych krzywoliniowych, którymi paraaetryzuje się 
obszar zajaowany przez powłokę. W stronie geometrycznej zagadnienia przy
jęto tensor odkształceń skończonych Lagrangs'a. Przyjęto równania konsty
tutywne w postaci zaproponowanej przez Murnaghana, por. [9], rozszerzonej 
o wpływy termiczne, przy uwzględnieniu jednak zapisu we współrzędnych 
uogólnionych. Określono teZ warunki początkowo-brzegowe. Ze względu na to, 
Ze mamy na uwadze algorytmizację numeryczną podanych tutaj równań,zadania 
formułujemy w ujęciu rozwiązań uogólnionych. Ten sposób pozwala wykorzy
stać do rozwiązań numerycznych np. metodę elementów skończonych.

2. Wprowadzenie

Przyjmujemy, Ze wskaźniki łańciskie i.j.k..., (greckie <X,/3,... ) prze
biegać będą zbiór liczb 1,2,3, (1.2). . /

Załóżmy też. Ze powłoka o stałej grubości 2h zajmuje przed odkształ
ceniem obszar V o brzegu S ■ 3V.

Wprowadzamy powierzchnię środkową S0 , równo oddaloną od płatów po
wierzchni brzegowych, "górnej" -S+ i "dolnej* -S- .

Przyjmujemy, Ze w układzie współrzędnych kartezjańskich równanie po
wierzchni S będzie określone zależnościamit -O

R  ■ R(x^), R ■ [R1# Rj, Rj] ■ ^i, (2.1)

gdzie x* są współrzędnymi krzywoliniowymi powierzchni So> a e ± - bazą
układu ortonoraalnego, względem którego określony Jest wektor R(Ra ).
Każdy punkt powierzchni najeżamy bazą lokalną

o S. « 8 .

- R-*-g3~TrS " gyr “ " (2,2)

W r&wnaniu (2.1)'symbol (°) oznacza. Ze wielkość (•) odnosi się do 
punktu powierzchni środkowej powłokij elementy są styczne do linii



I

x , którymi parametryzowana jest powierzchnia środkowa powłoki; wektor g3 
gazy jest jednostkowy i ortogonalny do powierzchni środkowej; przecinkiem, 
umieszczonym na dole, po prawej stronie rdzenia oznaczono pochodną cząst
kową. Dowolny punkt obszaru powłoki określony jest wektorem:

r = r(xi ) = R + x 3 n = R + x 3 gj, (2.3)

Bazę dla powierzchni współrównoległych do powierzchni SQ , por. [20].okre
śla się następująco^.

4

Ą* ■ 9* + ** "•<*• £3 ,“ S y  i2 *4 )

* nad obiektem (~) będzie .oznaczało, że odnosi się on 
v, tzn. g (xi )| , = gi . Wprowadzamy bazę dualną

|x =50

g 0 gj = S y  g o gj = S y  (2.5)

Tensory metryczne dla SQ oraz powierzchni współrównoległych określamy 
kolejno równaniami:

l

9ij “ Si ° Sj ■ 9ji>, 913 a g1 0 gJ " 9*11.

(2 .6 )
■» A A A A  i  "j A 1  a 1  A l i
Bij ’ g± o gj = 9ji* 9 g 0 gJ = 9 •

Dla opisu ruchu punktów powłoki przyjmujemy opis Lagrange'a, przy u-
względnieniu współrzędnych konwekcyjnych, tj. przy założeniu, że linie X1
odkształcają się wraz z ośrodkiem, a odpowiadającym sobie punktom w po
włoce przed i po odkształceniu przypisane są te same współrzędne krzywoli-

i * * i ni
niowe, zatem jeśli A(x ) £  V przekształca się w A(x ) 6 V, to x ■ x .

A A A A
Wielkościom odnoszącym się do konfiguracji odkształconej będziemy do

pisywać znak *' . Po odkształcaniu powłoka zajmuje obszar V* o brzegu S*. 
Wektorowi r przed odkształceniem odpowiada wektor r po odkształceniu. 
Wprowadzamy bazę wektorową i tensor metryczny dla konfiguracji po odkształ

caniu
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Umieszczenie znaku 
do punktów obszaru

g1 , g1 , tak aby

(2.7)



iioraz - analogicznie Jak poprzednio - wektory bazy dualnej ' g , która ge
neruje tenaor metryczny g1^. Wektor przemieszczenia u » r - r przedsta
wiony Jast przez współrzędne kontrawariantne (u1 ) lub (u1 ), odpowiadające ' 
kolejno bazom

*i * i * \u = u g± » u g ^  (2.8)

\ • * *
Gradient temperatury 6 oznaczać będziemy przez grad 0 ■ g** 0 lub

* J
(grad 0) «■ 0 . Zgodnie z prawem przewodnictwa ciepła Fouriera, strumień

, J * J *
cieplny* oznaczany tutaj przez q ^ # jest proporcjonalny do gradientu ska
larnego pola tenperatury, czyli

S j - . A j e y  (2.9)
#

Oeżeli w (2.9) przyjmiemy, ie ośrodek Jest Jednorodny i izotropowy, to

*  <(*k )— ' *  - const. Vjc. C V/, skęd q - - *■ Q . (2.10)
X J x J x

W (2.9), (2.10).przez qŁ oznaczone współrzędne kowarlantna wektora stru
mienia cieplnego w bazie konfiguracji po odkształceniu, dalej X  Jest

T ±
współczynnikiem przewodnictwa cieplnego 1 wreszcie 0 ■ T - To ■ 0(x ,t)

Jest poszuklwsnę funkcję pols temperatury, określającą przyrost pola tem
peratury ponad ątan naturalny, określony temperaturę Tq (x ,t) - const

dla (xi ,t)£ / u f ,  Nasuwajęc na równanie (2.10) tensor netryczny g1^.
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otrzymany

q 1  «  _  X  Q  (2.11)
T *J

•- /
3. Równania problemu w konfiguracji odkształconej

Oznaczmy przez g macierz [ 9^ ] «  utworzonę ze współrzędnych tensora
metrycznego, a przez f macierz której elementami sę współrzędne
tensora odkształceń skończonych Greena

2fi j = ̂ i k uk,J + 9kj u k * * K t uk * (3*ł)

w (3.1) symbol (*), oznacza pochodnę kowariantnę w metryce konfiguracji
początkowej.
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Obliczając wartość wyrażenia d e t ( f g - A E )  znajdziemy niezmienniki 

I(l)' I(2)' I(3) tensora odkształcenia. Otrzymamy:

det(fg - A E )  - I(3) - 1(2)A + I(l)(A )2 - (A)3 . (3.2)
t

\ \ 
gdzie E jest macierzą jednostkową 3 x 3 ,

I(l) ■ Tr(fg).

1(2) " T r (°°(e9 ) )• (3.3)

I^3 j - det (fg ) ■» det(£)det(gb

we wzorach (3.3) przez Tr( ) oznaczono ślad macierzy (•)> tzn.sum# ele
mentów leżących na przekątnej głównej macierzy, a elementy macierzy co 

tworzymy przez zastąpienie wyrazów a ich dopełnieniami alge-
* r*iiT , 4j

braicznymi. Oznaczmy przez* 6  macierz [6 Jj, w której 6  J są współrzęd
nymi tensora naprężenia Eulera. Uwgzlędniając opis przedstawiony w p.2, 
stwierdzamy, por. [9], że zachodzi następujący związek:

*

6 m f  W ’ (3*4 >

w którym (•) jest macierzą ^j , ę ,ę - funkcje gęstości ośrodka

przed i po odkształceniu, $ jest energią właściwą odkształcenia.
Dalej rozważamy ośrodek jednorodny i'izotropowy o skończonych okształ- 

ceniach. Zakładamy, że 4> , por. [9], jest funkcją temperatury i niezmien

ników I(|{)» “ 1 »2 t3), ■ $(0, I(1 )*I(2 ),I(3 )^* 3ażall * rozwinięciu

<j> pominiemy elementy macierzy f o rzędzie wielkości większym niż 3 oraz 
temperaturę, o rzędzie wielkości większym niż 1 , to <1> przyjmie postać:

* " *(1) * *(2) + *(3)* *(1) ° °i 0 I (l)' *(2) ' (I(l))2- 2 /łI(2)

*(3) “ 3 ^ ( l P  “ 2 ■ I(i)1 (2) + 7 I(3)* (3*5 ^
* ✓

- g
Uwzględniając we wzorze (3.4) podstawianie (3.5) oraz związki:

^ ( l )  ?I (2) ^Ji3l
de ” 9 * de “ I ( i )9 " 9f9, de ” dat(g)co(e)  (3.6)
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otrzymamy

(3.7)

gdzie <f = <*Sg + + Z^ffg)2 ] + [ K l ^ j ) 2 g - 2 m I^2 j g +

+ 2 m 1 ^ ^  gfg + n co(£)det(g)] , we wzorach (3.5), (3.7), cc = - pQ - 3 K,

K » 3 A  + 2fJi 1, w, n - stałe Materiałowe drugiego rzędu.
* 6 . .Przyjaujęc pQ ■ O, g ■ q  i ograniczajęc się do trzech pierwszych wy

rażeń występujących po prawej stronie wzoru (3.7)2# otrzymuje się klasycz
ne równanie konstytutywne typu liniowego

6 * 1  = ff1? » A g iJgklf + - 3*69^ .  (3.8)

Równania przewodnictwa ciepła i równania ruchu Cauchy*ego, por. [12],[2l] 
[25], dla eleaento ośrodka sprężystego, w konfiguracji odkształconej aaję 
postać:

* c 0 +  Tq y l (l) = O.

* J?i * *i - ę u  + ę f = 0
(3.9,)

W równaniach (3.9) przez (• •) I oznaczono pochodnę kowariantnę obiektu w
* ll
metryce konfiguracji po odkształceniu, natomiast

* * i  1 *
xd )  ’ 9 Jfij- r- 3* v (3.10)

gdzie £±j Jest tensorem odkształceń skończonych Almansiego

„i * *i * *i * #i
■ . 2ekl - 9iku 1 + 9JIU k " 91JU

UJ
k

(3.11)

cCy - to współczynnik rozszerzalności cieplnej, a 

*if - wektor sił masowych w bazie konfiguracji po odkształceniu; 

c,c - ciepło właściwe odpowiednio przed i po odkształceniu.

4. Równania problemu odniesione do konfiguracji początkował

Przyjmujemy oznaczenia

G = det (£g± j] ). 5 " (4.1)

/
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G = GI. I = (4,2)

Niech element dA powierzchni w konfiguracji początkowej ośrodka z wek-
• ^ i  *torem normalnym n = n g przekształca się w element dA z wektorem nor-

n * * Simalnym n = n^g .
Wektor strumienia ciepła q = qigi * odpowiadajęcy jednostce powierzch-

* - -i# *ni dA, zastępimy wektorem q = q gŁ działajęcym na powierzchni dA, jed
nak że odpowiadajęcym jednostce powierzchni dA przed odkształceniem.

/Ponieważ

więc

Przyjmujemy dalej, że

n dA = ^  n dA, (4.3)
1 \JG *

q^n±dA = qiniI1/2dA. (4.3*).

qA - lX/2Ą K  (4.3 )

Wyprowadzimy zwięzki między współrzędnymi wektora q  w bazach ko
lejno konfiguracji przed 1 po odkształceniu.

Wykorzystując zależność

9l “ 91*1* A1 “ S1 * U;1 (4>4)

zapiszemy

li -1S q - q - q gr

t

(4.4*)

gdzie kolejno: ,
* - '•••■' \ ,( t

q1 . q o g1 ■ « i ^ g 1 - qiA^gjg1 « qiAj[^ “ ^±Ai

\  - « i  * “ Ai9jl<’1 * (4*5)

Ponieważ q^ « więc



248_____________    T. Oękot

Tensor g J aoina określić przez wielkości, które odnoszę się do kon
figuracji początkowej,'korzystając z zależności

G
g1-1 = - 4 1 - — * b1*1# (4 .7 )

# # i
gdzie G ^  Jeat dopełnieniem algebraicznym elamantu g ^  w macierzy ¡9^]*

Analogicznie, (l s )1j Je8t dopełnieniem algebraicznym elementu 2 ^  +

+ 9ij - 9tJ » macierzy [ 2 ^  + gi;J]. Korzystając z (4.6). (4.7) zapi-

azewy

q3 = B ^ g ^ g 1 . (4.8)

Uwzględniając (4.3 ) i (4.7) w (2.10) otrzymamy

ą1 - (4.9)

Mnożąc rówmanla przewodnictwa (3.9 )Ł przwz I1/2 oraz wykorzystując rów
ności

Vł.1|1 - ( 5 Ą 1-‘ - si1/2.
(4.10)

* Skl* kl
"(i) " ® kl ■ 8 fkl " Xi l V

do8tanieoy równanie przewodnictwa ciepła
\

v  + Ł Q * ° °* (4-u )

które odniesione jaat do konfiguracji początkowej. Równanie (3.4)2 , zgod
nie z [16], [25], zapiszemy w postaci

T |j " ? ^  ♦ f,fi " °* (4.12)

gdzie T1  ̂ jeat tensorem naprężania Ploll-Kirchhoffa

(4.13)



a u1 , f1 są kolejno współrzędnymi wektora przemieszczenia oraz sił naso-
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wych w konfiguracji początkowej. Oznaczając przez T aacierz JT^J .przez 
A aacierz [a^], dla której a ^  = wykorzystując wzór (3.7) oraz
uwzględniając zaleZnoóć

_l/2 ? ^  <? .  ( A  \ A \I -r = 7=-T  =1.- (4.14;
?  \ G  <?

we wzorze (4.13), otrzymamy

T = I1/2 t  S .  A .  6 .  A. (4.15)

5. W arunki początkowe i  brzegowe

Przyjmijmy, że poszukiwane funkcje 0 ,  u spełniają następujące warun
ki początkowe-:

e ( x\ t) i = 0„(xŁ )i 
11“0 °

u i x S t )  = u (x1 ), (5.1)
t=o

i - V„(xi ),xi e f - .  s. 
t-0 °

Warunki brzegowe zapiszemy w następujących grupach:

1. Termiczne warunki brzegowe:

a) Si x1 ,!) = f(l)(t), xi e nfl) e S;
I

b) BiJ0łjni - f(2)(t), xi G  i2( 2 ) C  S i

c )  + 7?0 - j e f ( 3 ) ( t ) ,  x ' e ^ j j C S ,

gdz ie

s = G(1)U 2(2)u 9(3). S2(i)n Q(j) m<t> ' t€<Oj<=°),

w (5.2) f^k ^(t) są znanymi funkcjami czasu, dla t e  <0,=«=), określo-
* * ' 

nymi na obszarach c s > k = 1»2,3.

\
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II. Przemieszczeniowe warunki brzegowe

) - ^ ( t )» xJ e c  s. t e < o , ° = ) .  (5.3)

III. Naprężeniowe warunki brzegowe
/

T1J(xk ,t)ni = NJ (t), xk e C ( 5 ) C S

gdzie:

S “ ^(4)^ ^(5)' a (4)° 2(5) “ * * * G . (5.4)

HEJIHHEilHHE rEOMETPHMECKME IIPOEJIEMLI .
COnPHąEHHOH TEPMOynPyrOCTH TOJICTUX OBOJIO^EK.
I. $OPMHPOBKA KPAEBHX 3AM.H

P e 3 jo m e I
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tbhio HeciaiiHOHapHoro noża Teunepaiyp yqaTHBaa conpHxeHHe TepwmecKOro nojia 
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%
NONLINEAR GEOMETRICAL PROBLEMS OF COUPLED THERMOELASTICITY 
OF THICK SHELLS
I. THE FORMULATION OF THE BOUNDARY PROBLEMS 

S u m m a r y

The paper presents the formulation of boundary problem for shells sub
jected to the effects of nonstationary temperature fields accounting for 
the coupling of temperature field with displacement field. The problem if 
geometrical nonlinearity is discussed.
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