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NIELINIOWE GEOMETRYCZNIE PROBLEMY TERMOSPRĘŻYSTOŚCI
SPRZęŻONEO POWŁOK GRUBYCH
II. RÓWNANIA WARIACY3NE I ROZWIĄZANIA UOGOLNIONE

Streszczenie. Wyprowadzono równania wariacyjne dla problemów 
br ze go wy ch te or ii powłok grubych w niestacjonarnym polu tempera
tur z uwzględnieniem sprzężenia pola termicznego z polem przemie
szczeń, dopuszczano przypadek nieliniowości geometrycznej.Określono 
rozwięzania uogólnione problemu.

1. Wstęp

W pracach [6],[22] zostały wyprowadzone równania wariacyjne dla powłok 
cienkich w teorii nieliniowej geometrycznie. Siły wewnętrzne, w jakich eę 
określone równania wariacyjne, odniesione do konfiguracji poczętkowej.Pro
blemy sprowadzono do dwuwymiarowych, stosujęc hipotezy upraszczajęce; 

w pracy [6] ograniczono się do teorii typu Levs*a-Kirchhoffa, a w [22]
przyjęto model Timoszenki.

W niniejszej pracy wyprowadzono równania wariacyjne dla problemów brze
gowych powłok grubych rozpatrywanych w części I.

Stosujęc metody prezentowane w pracy [27], określono rozwięzania uogól
nione, które stanowię dogodnę podstawę przy rozwięzywaniu problemu meto
dami iteracyjnymi.

2. Równanie wariacyjne problemu

Niech oznacza przestrzeń Sobolewa funkcji cięgłych na obszarze1 \ 
domkniętym f , majęcych pochodnę uogólnionę rzędu pierwszego we wnętrzu

i całkowalnych z 3 potęgę wraz ze wszystkimi swoimi pochodnymi uogól
nionymi rzędu pierwszego na obszarze V'1'. Równanie

q + c 0 + T j i ^  . 0, (2.1)

przedstawione w części I niniejszej pracy, mnQżymy przez funkcję (Y-),
a następnie całkujemy po obszarze \A i przedziale czasu "yko-
rzystujęc wzór
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I a ^ p d ^  = <j> a1nipdS - J a^-p^d/ (2.2)

i stosujęc podstawienie (4.9 ̂  oraz warunki brzegowe przedstawione w czę
ści 1, p. 5 otrzymany dla pierwszego wyrażenia tego równania:

*

V  „ ri

J J P1. ł dt = I (<f> q^ifn,ds - I d/)dt =
t« lA * J ‘ JŁn y *■ c **0 3

*1
- A*t | ( <f I1/2 •^B1J8.jnidS - |’qiVt'idOdt

' /  [*T /  ♦ J  V t (2 )l“1/2dS ♦

*0 S(l) a(2)

+ ae f (f(3) - 0)/dS) + I g S ^ d / d t .  (2.3)

fi(3)

Trzecie wyrażenie równania (2.1) przekształcany następująco:

tj- V  l
f  I i 1/ 2i/d iM t = I I i 1/ 2[Bk lgik u11 ♦ 1/2 ek lg 2-

V  ' *0 ^

*

+( u ^  . u^)] ^dftlt = I I I1/,2Bklgik'^uin1dsdt

‘‘O S/Q4

♦ / f I1/2BklaJf\dSćt - f ♦
*0 c (4) *0

/

- 1/2 BklgiJI1/2 2- (Uife u^ ) ]  *dr. (2.4)
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Równanie

- f u 1* * ^ f 1 = o (2.5)

oznaczone przez (4.12) w części I, mnożymy kolejno przez funkcje w.̂ , i = 
= 1,2,3, w^ e W^(/"), całkujemy po obszarze i przedziale czasu 
wykorzystując wzór (2.1 ) oraz uwzględniając warunki brzegowe (5.3)I# (5.4).,. 
dla pierwszmgo wyrażenia równania (2.5) i otrzymamy:

*1 *,1 *1
J  /  r J J w ^ d t  = J  j  TJ W d S d t  - r  r  T ^ w‘n»1 ‘o S * J J , .dł̂ dt

to t

f (f WjĴnjdS + f N1w1dS - f T;)1w i jd^Jdt ,

H(5) r

(2 .6 )

t0 S/a(5)

po zsumowaniu przekształconych równań (2.1), (2.5) otrzymujemy wariancyj- 
nę postać tych równań:

i

J -\0 ( J I1/2B1Jnif[l)#dS + J iAf(2)I1/2dS +
‘O 2(1) q (2)

x  j (f(3) - 0 > M S )  + J  £ f Q $d

“(3)

* To7 f  I1/2Bklgikn / 1 * d S  + . /  I1/2Bklgiku1nl1f'

■(4) S/ fl(4) *

- / [ ul9ik(ll/2Bkllf);l " V 2 B klgt;)I1'2 >*d 1^]} dt

\
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+ | ( J  N ^ d S  + J ' T^rijW^dS - I TJi«.AjJdir +

*0 2(5) S/2(5) ^

- ę  J ü \ W +  / F\,.d^)dt. (2.7)
V' V

Oznaczmy przez T przestrzeń funkcji określonych w czasie.ciągłych o- 
raz jednokrotnie różniczkowalnych względem czasu oraz przez przestrzeń 
funkcji określonych w czasie, dwukrotnie różniczkowalnych względem czasu. 
Oznaczmy przez V- przestrzeń V = fu* x T ^ ) x (W^ x T2 )3 , gdzie liczba 3 
przy nawiasie oznacza krotność produktu przestrzeni (np. (H)2 = H x H). 
Określenie;

Funkcję wektorową v  = [0 ,u] -, V 6. V nazywamy rozwiązaniem uogólnio
nym układu równań (2.1), (2.5), jeśli spełnia ona równania (2,6), (2.7)
dla każdej funkcji wektorowej w =[ ifr, w ^  w2 , w3 ] e V.

LITERATURA

[1] BORKOWSKI Sz .: Physically and geometrically nonlinear thermomechanics 
of elastic shells,I. Constitutive equations of the problem,Bull.Acad. 
Polon. Sci, Ser, sci, techn., 9, 24, (1979), w druku.

[2] BORKOWSKI Sz.: Physically and geometrically nonlinear thermomechanics 
of elastic shells, II. The variational equations of the problem,ibid.

[3] BORKOWSKI Sz .: Współczesne problemy i kierunki rozwojowe termomecha- 
niki powłok [wt] Konstrukcje powłokowe, teoria i zastosowanie, t. II, 
PWN, Warszawa 1979.

[4] EBCIOGLU O.I.: Non-Linear theory of shells, Int. 0.Non-Linear Mech, 
1970, vol. 6, 469-478.

[5] HABIP L.M.: On the equations of notion of shells in the reference sta
te, Ing. Arch. 1965, vol. 34, 28-32.

[6] HABIP L.M.: Theory of elastic shells in the reference state,Ing.Arch.
1965, vol. 34, 228-237.

[7] KOITER W.T., SIMMONDS 0.6. : Foundations of shell theory.Theor.a.Appl. 
Mech. Proc. 13-th Inf. Congr. Uniw. Moskiewsk. Ang. 21-26,1972,Sprin- 
ger-Verlag, Berlin-Held. - New York 1973, 150-176.

[si KOITER W.T.: On the nonlinear theory of thin elastic shells,Proc.Kon. 
Wed. Ak. Wet, 1966, ser. B, vol. 69, No 1, 1-54.

[9] MURNAGHAN F.D. : Finite deformation of an elastic solid,New York 1951.
[10] NAGHOI P.M.: Foundation of elastic shell theory. Progres in solids 

Mechanics, vol. IV, Amsterdam 1963.
[11] NAGHDI P.M.: The theory of shell and plates, Handbuch der Physik.vol. 

IV a/2, 425-640. Berlin-Heidelberg-New York 1972.
[12] NOWACKI W . : Dynamiczne zagadnienia termosprężystości. PWN, Warszawa

1966.



Nieliniowe geometrycznie problemy termosprężystości (XI)... 255

[13] NOWOTNY B.: On the asymptotic integration of the three dimensional 
non-linear equations of thin slestic shell and plates. Int. 3. Sol. 
Str., 1970, vol. 6, 433-451.

[14] PIETRASZKIEWICZ W . : Finite rotations and LagrangiOh description in 
the non-linear theory of shells. Warszawa-Poznan 1979.

[15] SHRIVASTAVA 3.P. . GLOCKNER P.G.! Lagrangian foraulation of statics 
of shells. Proc. ASCE, 3. Eng. Mech. Div. EMS, 1970, 547-563.

[16] SOKOŁOWSKI M . : Termosprężystość w Mechanika techniczna, t.IV,Sprę
żystość. PWN, Warszawa 1978, cz. 3, ss. 369-483.

[17] TRESOELL C . , NOLL W . : The non-linear field theory, Handbuch der Phy- 
sik, vol. III/3, Springer Verlag, Berlin-Heidelberg-New York 1965.

[18] WESOŁOWSKI Z . : Nieliniowa teoria sprężystości w: Mechanika tech
niczna, t. V, Sprężystość. PWN, Warszawa 1978, cz. 2, ss. 261-367.

[19] WESOŁOWSKI Z.: Zagadnienia dynamiczne nieliniowej teorii sprężysto
ści. PWN, Warszawa 1974..

[2 0] WOŻNIAK Cz.: Nieliniowa teoria połwok. PWN, Warszawa 1966.
[21] WOŻNIAK C z . : Podstawy dynamiki ciał ódkształcalnych. PWN, Warszawa

1969.
[22] AHHOJIAs BapHanjJOHHHe ueio^H rjiz reoMerpnnecKH HejiHHe2H0ił flHHaMHKH 

odoaoneK, npHKJi. Mai.-Mex., 1,32 1968 , 154-158.
[23] AHHOJIA: HejiHHeitHaa. Teopaa Tana TnMoneHKO ,s,jih ynpyrax o6ojioqeK, IIpHK. 

Mai. Mex., 3, 14 1965 , 337-344.
[241 TAJIMMOB K.3.: Ochobłi HeaaHeBHoa Teopaa tohkhx oSoaoneK, Ka3aHb 1975.

[25l TAJIHMOB K.3.: Teopaa ofiojioaeK c yneiOM nonepeaHero c , H B n r a ,  ’ HKy, 1977.

[26] IW J I H K  E.A., ryjIHEB B.H., "HflEHPHKOB B.K.: flaiJxJiepeHUHaJibHiie ypaBHeHaa 
o6oaonea npa TenaoBOM y^ape no nOBepxHOcia, Ilpaicji. Mex. 2, 9 (1973) , 
32-41. ,

[27] JIAUHKEHCKAH O.A.s KpaeBtie 3aflaaa uaTeMaTaaeCKoH $H3aKa, Hayxa, 1973.

T E O M E T P H q E C K H H  H E J I H H E i iH H E  i l P O E J I E M E  

G O n P f B K E H H O i l  T E P M O y n P y r O C T H  T O J I C T H X  O E O J I O M E K .  

I I .  B A P H A U E H H H E  y P A B H E H H H  H  0 E 0 B 1H E H H H E  P E E E H H H

P e  3  m u  e

B c T a T a  B H B e ^ e a o  B a p a a n e H H u e  y p a B H e H a a  a s h  A p a e B H x  3 a ^ ; a n  x e o p a a  t o j i c t h x  

ofiOJioneK, B  H e c T a n a o H a p H H X  T e M n e p a i y p H H X  n o a a x  c y a e i O M  c o n p a s t e H a a  n o j r a  n e -  

p e u e m e H a a  a  T e M n e p a i y p a .

B p a S o i e  p a c c M o i p e H o  c a y a a i i  r e o M e i p a a e c K o 8  H e a a a e a H o c T a ,  o n p e a e a e H o  T o a e  

o 6 o 6 n e H H H e  p e m e H a a  3 T o i i  3 a , n a a a ,
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GEOMETRICALLY NONLINEAR PROBLEMS OF COUPLED 
THERMOELASTICITY OF THE THICK'SHELLS.
II. THE VARIATIONAL EQUATIONS AND WEAK SOLUTIONS

S u m a a r y

The variational equationa was derived, for the boundary problems of 
thick shells in the nonstationar field of temperature with the considera- 
tion of the couple of the termical field with the displacement's field in 
the case of the geometrical nonlinearity. The general solutions was de
fined.
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