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Ewa SZOCIŃSKA

STOCHASTYCZNA STABILNOŚĆ ROZWIĄZAŃ RÓWNAŃ 
Z CAŁKA WZGLĄDEM MARTYNGAŁU

Streszczenie. W pracy podaje się kryteria stochastycznej stabil
ności i asymptotycznej stochastycznej stabilności rozwięzan równań 
różniczkowych z całkę względem martyngału, uzyskane metodę funkcji 
Lapunowa.

1. Wstęp

Niech (S I,6 , P) - przestrzeń probabilistyczna, T C R ,  { ^ . t s T }  - ro
dzina 5 -  algebr ( 7  C 6 ) ,  jeśli ‘ t <  t„ to Sh c  f  . Proces stocha-

V  *2
styczny J (t ,to) jest zgodny z rodzinę Jeśli J(t,cy) jest T  mierzal
ne dla każdego t gT.

Rozpatrzymy układ stochastycznych równań różniczkowych postaci:

mdX (t, cu) » a(t,X(t,cu))dt + ̂  bk(t ,X(t ,cu))df/k(t .&>) (l*j
k=l

z warunkiem poczętkowym

X(to ,<v) = Xq

lub w postaci całkowej '
\

t / O tX(t,co) ■ X(to,&j) + J a(s,X(s,cu))ds + ̂  j bfc(S,X( s.cu) )d/tk (e ,cj) (l)
t k=l to o

✓
gdzie X(t,cu), a(t ,X(t ,co)), b^ (t ,X( t ,cu)) sę wektorami z E1 , fx k (t  ,cu) -

martyngały lokalnie całkowalne z kwadratem. Zakładamy, że współczynniki 
równania spełniaję założenia gwarantujęce istnienie i Jednoznaczność roz- 
więzań układu równań (l) (twierdzenie, patrz np. [l]). Rozwięzanie jest 
procesem zgodnym z rodzinę 5^ i cięgłym z prawdopodobieństwem 1. Zakła
damy ponadto, że a(t,0) = O, b^(t,0) = O, a co za tym idzie - istnienie 
rowięzanie trywialnego układu równań (l).

Niech dana będzie funkcja V(t,x) cięgła i różniczkowalna w sposób 
cięgły Jednokrotnie względem t i dwukrotnie względem x, co oznaczamy 
V(t,x) ecj*.
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Aby uprościć zapis, dalej w pracy opuszczać będziemy ui, piszęc X(t,co)= 
= X(t) itp.

Korzystajęc ze wzoru Ito (patrz [1]) mamy:

V(t,X(t)) - V(t0 ,X(t0 )) - j  de + J  a(s,X(s)) +

' ‘o *o

+ * 1 ^ 1  i  Ż  bhj(8'X(8))bkh(8'X(8))d</<V > 3  +J.K-1 tQ J K h-1 •

t m
♦ / 2  M s *£Łł H  bk(8 ,x(8))d^ . ) .

t k»l o

gdzie oznacza charakterystykę martyngału ¿U(t).

Wprowadzimy oznaczenia

0CiV(t.X ) = + 9y'̂ V '̂  a(t.x)

V (t*x) ■ i  2 *  f e k : -2 2  V t **>bk8(t*x)
j ,k=>i' J * ' e«l

Wtedy ł

t
V(t.X(t)) - V(t0 .X(t0 )) = | o ć ^ i s ^ f s ^ d s  +

‘o

+ J  <x2v(s.x(s))d<^k . / > s  + J  V  bk (8 ,x(s))d>«k (e)

t- t0 “-i

2. De fi nl de i lematy pomocnicze

Def. l. Proces J(t) zgodny z rodzinę 9" nazywamy nadmartyngałem,

gdy E |f(t ) | < ro / \  , E{|(t) |i8} <  § (s). s <  t.
t » 0
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Niech

U - < O , = 0  x Uh , Uh - {xi|x |< h, h> 0}

Oef. 2 . Funkcję V(t,x) określonę i cięgłę m  U nazywany dodatnio o- 
kreślonę, Jeśli istnieją cięgła funkcja W(x) taka, Ze

V(t»x) >  W(x) >  0 dla ||xjj i O / \  oraz V(t,0) - W(0) - 0.

t > 0

V(t,x) nazywany ujennia określonę, gdy -V(t,x) Jast określona dodatnio. 

Def. 3. Mówimy, Ze funkcja V(t,x) na własność (w) dla x - » 0 ,  Jeśli

lin sap V(t,x) - 0. 
x x — 0 t > 0

Wykazany teraz dwa lanaty ponocnicze.

L e n a t 1. Jeśli X(u) Jast rozwięzanlan równania (i) na < t 0>c°),

V(t,x) ecJ^(U), ru - nonsnt pierwszego wyjścia trajektorii procesu X(n) z

U h* ru (t) " p{x(t0 )£ U h} - 1, to

, v rEtv(ru (t).x(rB (t))) - v(t0 .x(t0 ))] - e J « ^ ( s ^ i s n d s  +

*o

y . * >

E j °f2V(s.X(s))d < y .  /uk> S. '

*0

DOWOO. Utwórzny proces Y(t) ■ X(r (t)) etrzyneny przez zatrzynanie 
procoau x(u) w chwili eaięgnięcia brzegu obszaru U, tJ.j

Y(t) -
X(t) gdy t < rB 

*(f u ) o « i y t > r

Proces ton na różniczkę stochaetycznę na < i 0 . “ ) 1
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Stosując do Y(t) i V(t,x) wzór Ito i oznaczając

t V * *
f  X r  <I>d§ - f $ d§

‘u >t J.
*o

many :

ro(t)

vcz:u (t ).x(zu (t ))) - V(to ,xo ) - I cCjVC s,X(s))ds

*o

ïu (t)

+

‘o

\

J  oi2V(a.X(s))d</ik ./<k > 8

V ‘ )
y  j gv(a^x(e)) bk (a,x(a))d|/ak (a).+
k-1 t

Wykorzystując znaną własność całak względem martyngału B( f  7 d/x\|) • 0 ma
ny natychmiast tezę laantu. 6

L e a a t 2. Jeśli funkcja V( t , x ) e C ^ ( u \ { 0 } )  i Jest w tyn obszarze

ograniczona oraz V(t,x) + aĉ  V(t,x).< 0, to procaa V (^(t), X(ru (t))) 
Jast nadnartyngałen oraz dla x# 6.U zachodzi

EV(ru (t).x(z:u (t)jto .xo )) ^  v(to .xo ).

DOWOD. Weźmy £ <  t z lematu 1 i założeń £ ( t ) ■ £ (t ) » f
'  U O  U U O  U

E(V(£ (t),X(£ (t))) f ) - E(V(?u (to ).X(r(|(to )))J F ) -
o . o

- EV(r ,x{r ))| Ft ) - V(ru,x(£u )) - V(*H(t0>.x(ru(t0 ))): ,
O

Dla r ^  t nany na mocy lematu 1 Z (t) ■ tU O II o

E(v(ru (t),x(ru (t)))| Ft ) - E{[v(Tu(t).x(fu (t))) - v(to ,xo ) ♦
O

+ v ito*xo M lFt } < V(to*xo ) • v(Z;u (to )'X(ru (to )))'
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czyli
v(ru ( t),x(ru(t )))

jest nadmartyngałem.
Analogicznie wykazuje się drugę część tezy.

Przypomnimy jeszcze nierówność Ozebyszewa w wygodnej dla nas postaci. 
Niech V(t,x) - nieujemna funkcja, -y(t) proces taki, Ze istnieje E^(t). 
Wtedy

P{|?(t)| > r } < — (patrz [2]). 
inf V(s,x)

u„“{ « > t o>

3. Kryteria stochastycznej stabilności

Podany teraz warunek wystarczajęcy stochastycznej stabilności rozwią
zań układu (l).

Def. A . Rozwiązanie trywialne układu równań (l) nazywany rozwięzanien 
stochastycznie stabilnyn dla t ^  0, jeśli

A  A  liB p{*“P lxk . v x0)l>£} “ °
to 3s0 £ > 0  x< r °  l > t o

X(t,to «xo ) oznacza rozwiązanie układu (l), wychodzące W chwili t z punk-

tu V
Definicja ta oznacza, że trajektoria procesu X(t), wychodząca z punk

tu x^ w chwili t^, zawsze zostanie w dowolnie zadanyn otoczeniu począt
ku układu współrzędnych z prawdopodobieństwem dąZącym do Jedności, gdy xQ 
zmierza do zara.

Tw . l. Oeśli w obszarze U istnieje ciągła dodatnio określona funkcja 
V(t,x) C C*2 (u\{o}) taka. Ze dla x + 0 oćjV +oc2v ^ 0 ,  to rozwiązanie try

wialne układu (l)jest stochastycznie stabilne.

DOWOo. Wybierzmy liczbę 0 < r < h .  Otoczenie Ur punktu x ■ 0 zawie
ra się łącznie z brzegiem w U,. Oznaczmy przez V « inf V(t,x). Ponie-

x C U „\ur
waZ V(t,x) Jest dodatnio określona, więc vr >  °- 
Z lematu 2 wynika. Ze dla ||xll<r
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Stąd i z nierówności Czebyszewa many:

P'{ aup |X(u.t ,x ) | > r } <  
U  ^  o o Jt0<  u < r

Przechodząc do granicy przy t -*- =• aaay

Ponieważ z dodatniej określoności v(t,0) ■ 0 i funkcja V(t,x) jeat cią
gła, więc z ostatniej nierówności przy ■ x -*• 0 wynika fśza naszego twier
dzenia.

Def. 5. Rozwiązania trywialne równania (i) jeat jednostajnie stabilne 
stochastycznie, gdy zwierzanie do granicy w definicji 4 jest jednostajne 
względem t# .

Uwaga. Z dowodu twierdzenia 1 widać,że dla jednostajnej stabilności wy
starczy założyć, aby funkcja V(t,x) oprócz założeń twierdzenia 1 speł
niała dodatkowo warunek (w).

Podany teraz kryteriun aaynptotycznej stochastycznej stabilności.

Def. 6 . Rozwiązanie trywialne układu (l) nazywany stochastycznie asynp- 
totycznia stabilny«, Jeśli Jest ono stochastycznie stabilne 1 zachodzi 
ponadto warunek' , ,

spełniająca własność (w), taka, że ofjV + oraz niech zachodzi wa

runek "W": rozwiązanie układu (l) wychodzące z obszaru £<||x||<r z praw- 
dopodobieństwea 1 osiąga brzeg tego obszaru w skończonym czasie dla dowol
nych e i r. Wtedy rozwiązanie trywialna układu,. (1) Jest asynptotycznia sto
chastycznie stabilne.

v /
DGWOO. Z leaatu 2 wynika, że proces V(Z (t),X(l„(t),t ,x )) Jest nad-

U U O  O
nactyngałen, a zaten z twierdzenia o zbieżności nadaartyngałów wynika ist
nienie z prawdopodobieństwem 1 granicy

*
T w . 2. Miech w obszarze U istnieje dodatnio cjcreślona funkcja

V(t,x)£cJ|(U\{0}),
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Oznaczny przez zbiór trajektorii X(t,to ,xo ), dla których 7̂  = c o .
Ponieważ założenia°twierdzenia są silniejsze niż założenia tw. i.więc roz
wiązanie trywialne je3t stochastycznie stabilne, a zatem P(B ) — »- l.gdy

xo
x —  O. Z warunku "W" wynika, że dla wszystkich' trajektorii ze zbioru B ,

xo
oprócz zbioru trajektorii prawdopodobieństwa 0, zachodzi infJx(t,tQpc0 ) |»0, 

a nawet x # 0 lim |x{t,t ,x )j ■ 0. Ponieważ funkcja spełnia własność® O O

(w), to lim V(t,X(t,t ,x )) = 0. Z (*) dla prawie wszystkich trajektorii
t —  oo

lim v(ru (t).x(ru (t).to .xo )) - lia v(t.x(t.to .xo )) - o.

Z dodatniej określonoóci wynika, że'również W(X(t,to ,xo ) — *■ 0 i na mo

cy ciągłości lim X(^,tc ,xo ) “ 0«

Uwzględniając fakt, że gdy *„— *■ 0 to P(B ) — *- 1, mamy tezę twierdze
nia. • 0
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VrOCHASTIC STABILITY OF THE SOLUTIONS OF EQUATIONS WITH 
THE MARTINGALE INTEGRAL6

S u a ■ a r y

We give sufficient conditions of stochastic and asymptotic stochastic 
stability of solutions of differential equations mith martingale integral, 
obtained using the method of Liapunov functions.
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