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Ewa SZOCINSKA

STOCHASTYCZNA STABILNOSC ROZWIAZAN ROWNAN
Z CALKA WZGLADEM MARTYNGALU

Streszczenie. W pracy podaje sie kryteria stochastycznej stabil-
nosci 1 asymptotycznej stochastycznej stabilnosci rozwiezan réwnan
rézniczkowych z catke wzgledem martyngatu, uzyskane metode funkcji
Lapunowa.

1. Wstep

Niech (SI,6, P) - przestrzen probabilistyczna, TCR, {~.tsT} - ro-
dzina 5- algebr (7 C 6), jesli “t <t, to S c¢c f . Proces stocha-

V *
styczny J (t,tv) jest zgodny z rodzine Jesli  J(t,cy) jest T mierzal-
ne dla kazdego tgT.
Rozpatrzymy ukdad stochastycznych roéwnan rézniczkowych postaci:

AE»aQ@pt+ NEItats) @

z warunkiem poczetkowym

X(to ,) = Xq

lub w postaci catkowej

WD SEP " HOEE) O

gdzie X(t,cu), a(t ,X(t,co)), b~ (t,X(t,cu)) se wektorami z E1, fxk(t,u) -

martyngaty lokalnie catkowalne z kwadratem. Zaktadamy, ze wspétczynniki
rownania spedniaje zatozenia gwarantujece istnienie i Jednoznaczno$¢ roz-
wiezan uktadu réwnan (1) (twierdzenie, patrz np. [I]). Rozwiezanie jest
procesem zgodnym z rodzine 5" i ciegtym z prawdopodobienstwem 1. Zakta-
damy ponadto, ze a(t,0) =0, b~(t,0) =0, a co za tym idzie - istnienie
rowiezanie trywialnego ukdadu réwnan (I).

Niech dana bedzie funkcja V(t,x) ciegta i rézniczkowalna w sposéb
ciegty Jednokrotnie wzgledem t i dwukrotnie wzgledem x, co oznaczamy
V(t,x) ecj*.
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Aby uprosci¢ zapis, dalej w pracy opuszczaé bedziemy ui, piszec X(t,co)=
= X(t) itp.
Korzystajec ze wzoru Ito (patrz [1]) mamy:

V(E,X(t)) - V(Lo ,X(t0)) -] de +J a(s,X(s)) +

‘o *0

SR % T 3k Fg PhL(BX(8)bKh(8X(8))d</V >3 +

t m
o/ 2 M s*EErH bk(8.x(8))dr.).
tO k»1

gdzie oznacza charakterystyke martyngatu cU(t).

Wprowadzimy oznaczenia

0av(t.-X) = + 9y™ VA a(t.x)

V (t*) mi 2* fek:=2 2 Vv t**>bk8 (t*x)
j.k=>i" J * " e«l

Wtedy +
t
V(E_X(t)) - V(t0.X(t0)) = | oc¢ris~fs~hds +

‘o

+] sev(s.x(s))d<rk./>s +J V bk (8 ,x(s))dxKk (e)

t- t0 “-i
2. Definlde i lematy pomocnicze
Def. 1. Proces J(t) zgodny z rodzine 9 nazywamy nadmartyngatem,

gdy E|f(t)|<ro /\ , E{J(t) |i8}< & (s). s < t.
t»0
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Niech

U -<0,=0 x Uh, Uh - {xi|x |[<h,h> 0}

Oef. 2. Funkcje V(t,x) okreslone i ciegte m U nazywany dodatnio o-
kreslone, Jesli istniejg ciegta funkcja W(x) taka, Ze

V(t»x) > W(x) > 0 dla |pgi 1 O /\ oraz V(t,0)- W(0) -O.
t>0
V(t,x) nazywany ujennia okreslone, gdy -V(t,x) Jast okreslona dodatnio.

Def. 3. Moéwimy, Ze funkcja V(t,x) na wkasnos¢ (w) dla x-»0, Jesli

lin sap V(t,x) - 0.
X Xx—0 t>0

Wykazany teraz dwa lanaty ponocnicze.

Lenat 1. Jesli X(u) Jast rozwiezanlan réwnania (i) na <t0>¢),

V(t,x) ecJ™(U), ru - nonsnt pierwszego wyjscia trajektorii procesu X(n) z

uh* ru(t) " p{x(t0)£Uh} -1, to
Etv(ru(t).x(rB(t))) - v(t0o.x(t0))] > e V\} «™N(s”™isnds +
*0
y.*>

E J °RV(s.X(s))d <y. Mk> S. =
*0

DOWOO. Utwérzny proces Y(t) m X(r (t)) etrzyneny przez zatrzynanie
procoau x(u) w chwili eaiegniecia brzegu obszaru U, tJ.j

X(t) gdy t< 1B
Y(t) -

*(fu) o«iyt>r

Proces ton na ro6zniczke stochaetyczne na <i0.“ ) 1
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Stosujagc do Y(t) i V(t,x) wzér Ito i oznaczajac

t v * X
f Xr <I>d§ - f d§
u>t J.
*0
many :
ro(t)
vez:u (t).x(zu(t))) - V(to,xo0) - 1 cCjVCs,X(s))ds

*0

Tu ()
+ J oi2V(a.X(s))d</ik ./<k>8
‘o
\
Vo)
+ Y ] gv(a~x(e)) bk(a,x(a))dlk(a).
k-1 t

Wykorzystujac znang wkasnos¢ catak wzgledem martyngatu B(F 7d/x\]) =0 ma-

ny natychmiast teze laantu. 6

Leaat 2. Jesli funkcja V(t,x)eCAr(u\{0}) i Jest w tyn obszarze
ograniczona oraz V(t,x) + a" V(t,x).< 0, to procaa V ("(t), X(ru(t)))

Jast nadnartyngaten oraz dla x#6.U zachodzi

EV(ru (t).x(z:u(t)jto .x0)) ™ v(to.xo0).
DOWOD. Wezmy £U <t oz lematu 1 i zatozen EU(t) n EU (to) » flJ
E(VE (O.XE (D)) f ) - E(VRu(o) X(r((to)))JI F ) -
o . o

- EV(r ,x{r )| & ) - V(ru,x(fu)) - VC*H(O>_.x(ru (t0))): ,

N
Dla " to nany na mocy lematu 1 Z“(t) n to

E(v(ru(t),x(ru(m))] Ft ) - E{[v(Tu(t).x(fu(t))) - v(to,xo) ¢

+ vito*xoM IFt } <V(to*xo0) = v(Z;u(to)"X(ru(to)))"
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czyli

v(ru(t),x(ru(t)))

jest nadmartyngatem.
Analogicznie wykazuje sie druge czesc¢ tezy.

Przypomnimy jeszcze nieréwno$¢ Ozebyszewa w wygodnej dla nas postaci.
Niech V(t,x) - nieujemna funkcja, -y(t) proces taki, Ze istnieje E~(t).
Wtedy

P{I?(O1 >r} < - (patrz [2]).
inf V(s,x)

u,,“{«>to>

3. Kryteria stochastycznej stabilnosci

Podany teraz warunek wystarczajecy stochastycznej stabilnos$ci rozwig-
zan uktadu ().

Def. A. Rozwigzanie trywialne uk#adu réwnan (1) nazywany rozwigzanien
stochastycznie stabilnyn dla t ™ 0, jesli

A A 1B p*P Ixk . v>0)I>£} “°

to3s0 £>0 x<r° I>to

X(t,to«xo) oznacza rozwigzanie uktadu (1), wychodzgce W chwili t 2z punk-

tu V
Definicja ta oznacza, ze trajektoria procesu X(t), wychodzgca z punk-

tu x» w chwili t~, zawsze zostanie w dowolnie zadanyn otoczeniu poczat-
ku uktadu wspoétrzednych z prawdopodobienstwem dgZacym do Jednos$ci, gdy xQ
zmierza do zara.

Tw. 1. Oesli w obszarze U istnieje ciagta dodatnio okreslona funkcja
V(t,x) C C*2(u\{o}) taka. Ze dla x + 0 o¢jv +oc2v”~0, to rozwigzanie try-

wialne uktadu (l1)jest stochastycznie stabilne.

DOWOo. Wybierzmy liczbe O<r<h. Otoczenie Ur punktu x m 0 zawie-
ra sie #tacznie z brzegiem w U,. Oznaczmy przez V « inf V(t,x). Ponie-
xCU,\ur

o

waZ V(t,x) Jest dodatnio okreslona, wiec vr> °-
Z lematu 2 wynika. Ze dla |IxlI<r
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Stad i1 z nieréwnosci Czebyszewa many:

Pikoaup |X(u.to,x0)|>r}<

< u<r

Przechodzgc do granicy przy t-*~=e aaay

Poniewaz z dodatniej okreslonosci v(t,0) m 0 i funkcja V(t,x) jeat cig-
gta, wiec z ostatniej nier6wnosci przy mx -*»0 wynika f$za naszego twier-
dzenia.

Def. 5. Rozwiagzania trywialne réwnania (i) jeat jednostajnie stabilne
stochastycznie, gdy zwierzanie do granicy w definicji 4 jest jednostajne
wzgledem t#.

Uwaga. Z dowodu twierdzenia 1 wida¢,ze dla jednostajnej stabilnosci wy-
starczy zatozy¢, aby funkcja V(t,x) oproécz zatozen twierdzenia 1 spet-
niata dodatkowo warunek (w).

Podany teraz kryteriun aaynptotycznej stochastycznej stabilnosci.

Def. 6. Rozwigzanie trywialne ukdadu (1) nazywany stochastycznie asynp-
totycznia stabilny«, Jes$li Jest ono stochastycznie stabilne 1 zachodzi
ponadto warunek” s ,

*

Tw. 2. Miech w obszarze U istnieje dodatnio cjcreslona funkcja
V(t,x)EcI] (UN{0}),

spetniajaca wkasnos¢ (w), taka, ze ofjv + oraz niech zachodzi wa-
runek "W": rozwigzanie uktadu (1) wychodzgace z obszaru £<||x]|<r z praw-
dopodobienstwea 1 osigga brzeg tego obszaru w skoriczonym czasie dla dowol-
nych € i r. Wtedy rozwigzanie trywialna ukdadu,. (1) Jest asynptotycznia sto-
chastycznie stabilne.
\Y% /

DGWOO. Z leaatu 2 wynika, ze proces V(ZU(t),X(IU(t),tO,xO)) Jest nad-
nactyngaten, a zaten z twierdzenia o zbieznosci nadaartyngatéw wynika ist-
nienie z prawdopodobienstwem 1 granicy
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Oznaczny przez zbiér trajektorii X(t,to,xo), dla ktérych 7 =co.

Poniewaz zatozenia°twierdzenia sg silniejsze niz zatozenia tw. i.wiec roz-

wigzanie trywialne je3t stochastycznie stabilne, a zatem P(B )- » l.gdy
X0

X — 0. Z warunku "W" wynika, ze dla wszystkich® trajektorii ze zbioru B ,

X0
oprécz zbioru trajektorii prawdopodobienstwa 0, zachodzi infIx(t,tQpc0) |0,

a nawet x_ # 0 lim |x{t,t

® ,xo)j m 0. Poniewaz funkcja spednia wkasnosé

0

W), to {im V(e X(t,t ,x )) = 0. Z (*) dla prawie wszystkich trajektorii
— 00
lim v(ru(t) .x(ru(t).to.xo0)) - lia v(t.x(t.to.x0)) - o.
Z dodatniej okreslonodci wynika, ze"rowniez W(X(t,to,xo) —*"m0 i na mo-

cy ciggtosci lim X(",tc,x0) “ O«

Uwzgledniajac fakt, ze gdy *,—-m0 to P(B )-*1, mamy teze twierdze-

nia. . 0
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VrOCHASTIC STABILITY OF THE SOLUTIONS OF EQUATIONS WITH
THE MARTINGALE INTEGRALG

Suamary

We give sufficient conditions of stochastic and asymptotic stochastic
stability of solutions of differential equations mith martingale integral,
obtained using the method of Liapunov functions.
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