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PRZYKŁADY UOGÓLNIONYCH PÓŁGRUP INWERSYONYCH

Streszczenia. W poczętkowej części pracy wykazujemy,że każda nle- 
pusta pseudcgrupa Schoutena i Haantjeaa Jebt uególnionę półgrupę in
wersyjnę. Prowadzi to do wniosku, że każda pseedogrupa transforma
cji przestrzeni topologicznej S, dla której § # 9, stanowi uogól
nione półgrupę inwersyjnę z jedynkę. W ten sposób otrzyaujewy nie
które przykłady uogólnionych półgrup inwersyjnych. W końcowej czę
ści pracy podajemy Interpretację niektórych pojęć i wniosków doty- 
częcych uogólnionych półgrup inwersyjnych w pseudogrupie Schoutena 
i Haantjesa. v

W [3] zostało wprowadzone pojęcie uogólnionej półgrupy inwerayjnej.Ce
lem tego artykułu jest podanie 1 oaówienle przykładów uogólnionych pół
grup inwersyjnych.

W artykule tya formułujemy i dowodziay twierdzenie I, które aówi, że 
każda niepusta psaudogrupa Schoutena-HaantJesa jest uogólnionę półgrupę 
inwersyjnę. Oako wniosek z tego twierdzenia otrzyaujeay fakt, że każda 
psaudogrupa przekształceń przestrzeni topologicznej, której zbiór punk
tów jest niepusty. Jest uogólnionę półgrupę inwersyjnę z jedynkę. Korzy- 
stajęc z tego wniosku, otrzyaujeay przykłady uogólnionych półgrup inwer
syjnych. Najważniejszę z nich Jest zbiór wszystkich homeonorf izmiłg, okre
ślonych na niepustych zbiorach otwartych przestrzeni R liczb rzeczywi
stych.

Korzystajęc z tego przykładu, otrzyaujeay kilka wniosków dotyczęcych 
uogólnionej półgrupy inwereyjnej.

Podajemy także interpretację niektórych pojęć dotyczęcych uogólnionej 
półgrupy inwerayjnej, w pseudogrupie Schoutena-HaantJesa.

Przyjmijmy definicje i oznaczenia jak w [3]. Oprócz tego podamy teraz 
dodatkowe definicje i oznaczenia pomocnicze, których nie było w [3].

S oznacza zbiór wszystkich punktów przestrzeni topologicznej S,w(s)-
rodzlnę wszystkich zbiorów otwartych przestrzeni topologicznej S. Odwzoro
waniem f : X — Y będziemy nazywać trójkę (X, F, Y), gdzie X, Y sę zbio
rami, a f funkcję, dla której Df - X. Dla uproszczenia odwzorowanie 
f j X— Y będziemy nieraz krótko zapisywać literę f. Symbol f może
więc mieć podwójne znaczenie - funkcji lub całego odwzorowania Jako trój
ki. Oeżeli f i A — B 1 f(A) - B. to mówimy, że f odwzorowuje zbiór A 
na zbiór B. Mówimy, że odwzorowanie jest różnowartościowe,Jeżeli dla róż
nych argumentów przyjmuje różne wartości. Oeśli f jest odwzorowaniem



298 J. Lipińska

różnowartościowym zbioru A na zbiór B, to mówimy, że f Jest prze
kształceniem wzajemnie jednoznacznym lub krótko przekształceniem. Oeżoli 
f : A — B, g : C — D, f (A)n c 4 (f, to istnieje dokładnie jedno odwzorowa
nie gof s f"1(C)— g(f(A)) (zwane złoZenien lub superpozycję odwzorowań
f i g )  zdefiniowane dla a e f -1(C) naetępujęco: gof(a) » g(f(a)). Odwzo
rowanie tożsamościowe (identycznościowe) zbioru A, tj. takie odwzorowa
nie f i A — A, Ze dla kaZdego s f A f(a) - a, oznaczany przez idA. Oeśli 
f : fl ś A— B Jest przekształceniem wzajemnie jednoznacznym, to istnieje 
dokładnie jedno takie odwzorowanie (ono będzie takZe przekształceniem)
9 : B — A, Ze f o g ■ idg, gof t idA; przekształcenie to nazywamy prze
kształceniem odwrotnym do przekształcenia f i oznaczany przez f”1.Oeśli 
Ań Oj 4 9, to restrykcję (zacieśnieniem) odwzorowania f do zbioru A 
nazywamy odwzorowanie f |A « f o idA. Mówimy, że odwzorowanie g Jest roz
szerzeniem odwzorowania f. Jeśli °fn Dg i 9 oraz gjQ - f. Pseudogru-
pę Schoutena-HaantJesa (zob. [2]) nazywany zbiór r odwzorowań epełniaję- 
cy dwa warunki:
(1) Jeżeli f eT, g e T  i złożenie g°f określone, to g ofeT,
(2) Jeżeli f eT, to f”1 określone i f”1e/"'.

Z warunku (2) wnioskujemy, Ze elementami P  będę tylko wzajemnie Jed
noznaczne przekształcenia określone na nlepustych zbiorach.

Dla dowolnego zbioru P odwzorowań cy, oznacza operację częśclowę na 
zbiorze r  o dziedzinie D0?t- {(g.f )eTx Pif (Df ) n Dg f fl), określonę dla
(g,f)€Oor naetępujęco: °r ((g,f).) » g ° f.

Twierdzenie I
Niech P  4 ¡J będzie peeudogrupę Schoutena-Haantjesa.Uporzędkowana pa- 

(P,°r) będzie uogólnlonę półgrupę inwersyjnę.

dowOD: Ponieważ P  4 fl, więc na podstawie aksjomatu (2) mamy 4 fl,

z określenia D wynika, że D £ P*P, a z aksjomatu (i), że o (D )CT,
O p  O P  p  o  p

czyli (P,or ) Jest grupoidem częściowym. Ponadto dla częściowej operacji 
Op Jest spełniony aksjomat 1 definicji I z [3].Stwierdzany dalej. Ze dla 
kaZdego f £ P uogólnionym elementem odwrotnym będzie odwzorowanie odwrot
ne g ■ f“1, które na podstawie warunku (2) należy do P, g = f-1 spełnia 
równania f o(gof) . f i g o ( f ° g ) » g ,  gdyż f o (f_1o f) » f o idn »

f
■ f, f-1° (f° f-1) = f-1o ) “ f-1. Czy f-1 będzie jedynym prze
kształceniem spełniajęcyn obydwa równania? Przypuśćmy, Ze gjCT także je 
apełnia. Otrzymujemy:

*dDf° (9l° idf(Df)) " f_1
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911 ' 9ll o (9l° 9^) ‘ ° if 0 idg(Dg ))*

Widać stąd, że pierwsze równanie spełniaj? tylko rozszerzenia odwzorowa
nia f-1, a drugie tylko restrykcje, czyli gx « f”1. Zauważny Jeszcze,że 
w pseudogrupie Schoutena-HaantJasa

el(f) - idf(Df). or(f) - idDf.

Pseudogrupę F  przekształcać przestrzeni topologicznej S nazwleay pseu
dogrupę przekształceń przestrzeni topologicznej S, zdefiniowaną przez Ko- 
bayashi i Noaizu (zob. [i]) po odrzuceniu z niej odwzorowania pustego. 

P8eudogrupa ta będzie spełniać warunki pseudogrupy Schoutena-HaantJesa.

Wniosek 1
Niech F będzie pseudogrupę przekształceń przestrzeni topologicznej S,

S ¿ 9 '  Uporządkowana para (F,or) będzie wtedy uogólnioną półgrupą inwer-. 
syjną z Jedynką.

DOWflD: Ponieważ do pseudogrupy przekształceń zdefiniowanej przez Ko- 
bayashi i Noaizu należą identycznoóci na wszystkich zbiorach otwartych, 
a S j< ff, więc idg er, czyli V + 0. F  Jest także pseudogrupę Schoutena- 
Haant Jesa, są więc spełnione założenia twierdzenia I. Wobec tego F  jest 
uogólnioną półgrupą inwersyjną. Elenenteo spełniającya postulat 3 z
[3] będzie odwzorowanie idc. Zbiór r  będzie to zbiór odwzorowań £ e FO O
spełniających S ° £ m  £. Ponieważ do F należą tylko odwzorowania wzajennie 
Jednoznaczne o dziedzinach nlepustych, otwartych, więc do zbioru Fq będą 
nalażeć tylko odwzorowania identycznoóciowe na zbiorach otwartych, niepu- 
stych. Z drugiej strony odwzorowania identycznoóciowe na wszystkich zbio
rach niepustych, otwartych przestrzeni topologicznej S będą idenpoten- 
taai w F , czyli będą należeć do Fq. Można więc napisać F  ̂, “ iidu * 
f UGcu(S)}.

Będzie zachodzić f ° £ »  £ , co dowodzi warunku 3 z [3l. Tya sa-f e r  0 o
aya wykazalióay, że {F,ô ,) Jest uogólnioną półgrupą inwersyjną z Jedynką. 

P r z y k ł a d  1

Niech Fd będzie zbiorea wszystkich hoaeoaorfizaów określonych na nie-K
pustych zbiorach otwartych przestrzeni R liczb rzeczywistych. FR jest
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pseudogrupę przekształceń przestrzeni topologicznej R, a więc na podsta
wie wniosku 1 (rR,or ) Jest uogólnionę półgrupę inwersyjnę z jedynkę.

R

A  f = D f— f(Df ).
f e r R

Niech f(x) « x + 1, Df = (0,1), g(x) » x - 1, D
e(x) = x, D = Re

g'(x)

9

x dla 1< x < 2 

x3 - 6 dla 2< x <3

9a “ 9 |(a 3-a)' 9dy a będzie spełniać równość f o (gflo f) ■ f,
gdy a ^ 1  równość g0 o (f og a ) * g^.

Jedynym odwzorowaniem spełniajęcyn obydwie równości będzie

91 “ 9 |(1,2) ° f 1*

Przykład ten wskazuje, że w aksjomacie 2 definicji uogólnionej półgru- 
py inwersyjnej żadnej z dwóch równości opuścić nie można. Zauważmy dalej,
że a |(b 3-b)' 3dY b^l będzie lewę ideatycznościę elementu f (gdy b=
■ 1 ‘ 6 |(b,3-b) " el(f))*

Natomiast ®|(c i_c )> 9dY c^ O  będzie prawę identycznością elementu 
f (gdy c = O, e |̂ c j *> *r(f ))• Widać stęd, że dany element może nieć 
wiele lewych i prawych identyczności. Zauważmy jeszcze,że lewymi lub pra
wymi identycznościami mogę być także odwzorowania nieidentycznościowe,czy
li nie należęce do Zachodzi g'° f « f, a Jak łatwo sprawdzić g'erR.
Podobnie można podać prawę Identyczność nie będęcę odwzorowaniem identycz- 
nościowym na całej dziedzinie. Rozpatrujęc teraz adwzorowania e, h^ =
= 8 |(0,1)' h2 = e |(1,2)' dla którYch zachodzi eohg-id^ 2 )'hi°e=id(o 1 Y

(hj.e" h2 ) ̂  Dq , gdyż (0,1 ) n (1,2 ) - ff
rR '

widzimy, że w naszym przykładzie nie zachodzi

(* )(hj , e), (e,h2 )GDo = » ( h r e o h 2 )eOo
rR rR

czyli w równości definlmjęcej prawo łęcznoścl mogę być określone obydwa
wyrażenia w nawiasach, a nie będzie określona żadna ze stron.
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Zauważmy dalej, że h^° h^ = h^, ale ■ eo h^ « h^o e f e, tak więc
hA Jest swoję lewę i praw« identyczności«, ale nie jest już identyczno
ści« (ani lew« ani praw«) dla e, mino że (e,h. )€0 i (h,e, )£D

°r 1 °rR R
Rozważny teraz dowoln« trójkę (Oj,e2 ,f 1) e rR i równości

I. e1o f = f u .  e2 ° - fx III. fxo f = e2

IV. fo fj = 0l V. f o e2 . f v i .  f1o 6 l » f1

Przy okazji wniosku 1 z [3] stwierdziliśny, że jeżeli trójka (e^Bg,^) 
spełnia równości I, II, III, IV lub III, IV, V, VI lub I,III,IV,VI lub
II, III, IV, V, to spełnia już wszystkie równości i zachodzi e = e (f)1 1 W 1 V 1 /i
e2 » ep(f), = f" .

Pokażemy teraz, że przy innyn wyborze czterech równości lub przy ich 
mniejszej ilości pozostałe równości nie ausz« być spełnione.

Trójka (e^,e2 ,f^), gdzie e^ * e^(f), e2 = e, f̂  = f , nie spełnia
III, chociaż 3pełnia I, II, IV, V, VI. Trójka (Sj.Sg.fj). gdzie ê  ̂- e,
e2 = er^f^  fi = f_1 nie spełnia IV, chociaż spełnia I, II, III, V, VI. 
Trójka (e1 ,e2,f1 ), gdzie o± - e^f), e2 » ep(f), - g, nie spełnia II 
ani VI, chociaż spełnia I, III, IV, V. W końcu trójka (Oj.Og.fj), gdzie

^ » g | 3 nie spełnia I ani V, chociaż, , e_ = e
(l.f) 2 (O.f) A (1,|)

spełnia II, III, IV 1 VI.
Z powyższych faktów wynika, że równości III i IV opuścić nie nożna, a 

także, że trzeba wybrać jedn« z równości I, V oraz jedn« z równości II, 
VI.

Zauważny jeszcze, że odwzorowanie e występujęce w naszym przykładzie 
jest jedynk« uogólnionej półgrupy inwersyjnej (rR .o ).

R
Dla uogólnionej półgrupy inwersyjnej ('r’,or ), gdzie P  Jest pseudogrup« 

Schoutena-Haantjesa, podamy jeszcze interpretację niektórych pojęć i wnios
ków z [3], Na przykład wniosek 4 można odczytać następujęco: dla f.geA1
złożenie go f określone, gdy część wspólne przeciwdziedziny odwzorowa
nia f _ i dziedziny odwzorowania g jest zbiorem niepustym. Lemat II 
twierdzenia I nówi, że złożenie odwzorowań identycznościowych należęcych 
do V jest odwzorowaniem identycznościowym należęcym do C, a twierdzenie 
I, że składanie odwzorowań identycznościowych należęcych do r jest prze
mienne. Relacja f^9 we wniosku 6 oznacza, że f Jest zacieśnieniem 
odwzorowania g. Relację tę dla odwzorowań identycznościowych, należęcych 
do T  , czyli dla elementów zbioru r  , można traktować jako relację zawie
rania się odpowiednich zbiorów. Wniosek 7 można więc odczytać następujęco:
Oeżeli f^^jest zacieśnieniem odwzorowania g ę / 7, to D.CD .t g
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P r z y k ł a d  2
W {a,b } wprowadzam topologię dyskretnę. Zbiór przekształceń F  - {id; » 

iC*{b) * i<̂ {a}u{b}) tworz^ P80UC*ogrupę przekształceń przestrzeni topologicz- 
nej dyskretnej, tym samym (r ,*) jest uogólnioną półgrupę inwersyjnę z je
dynkę. Oażeli oznaczymy sobie » id^aj . ^  “ ic*{bi ' ^o " ic* i.a}U ib) '

to uogólnionej półgrupie inwersyjnej z jedynkę
\

(/-.oj będzie odpowiadać poniższa tabelka.Wobec te
go (B,*), gdzie B = , f2> (tym razem ,
6 2 . f0 sę dowolne), a działanie okreila tabelka 
obok, jest uogólnioną półgrupę inwersyjnę z Jedyn
kę.

*

P r z y k ł a d  3

(B,.), gdzie B = £2} , a działanie określa po
niższa tabelka, jest uogólnioną półgrupę inwersyj
nę, lecz bez Jedynki. Przykład ten wskazuje, że 
istnieję uogólnione półgrupy inwersyjne bez Jedyn
ki

Wnioski wypływające z powyższych przykładów zostanę wykorzystane w ar
tykule [4].

LITERATURA \

[1] KOBAYASHI S., NOMIZU K.: Foundations of differential geometry I. New 
York, London 1963.

[2] KUCHARZEWSKI M.: Elementy teorii obiektów geometrycznych. U.Sl. Kato
wice 1969.

[3] LIPIŃSKA 3.: Uogólniona półgrupa inwersyjna i Jej własności. ZN Pol. 
Sl., s. Mat.-Fiz., z. 39. *

[4] LIPIŃSKA 3.: Stosunek uogólnionej półgrupy inwersyjnej do innych sy
stemów algebraicznych z Jedną dwuargumentową częściową operację. ZN 
Pol. 81., s. Mat.-Fiz., z. 39.



Przykłady uogólnionych półgrup inwersyjnych 303

IIPHMEPH OEOEmEHHblX HHBEPCHUX n O JIY rP /nn  

P  e  3 io m e

B Ha^ajie stoh p a d o m  flOKa3UBaeTca hto juoSaa HynycTaa nceB^orpynna Cxoy- 
TeHa u XaHTbeca HBxafiTca oSodmeHHOit HKBepcHOii nojiyrpynnoii. Mu aeaaeM buboj 
tiTo aio6aa nceB^orpynna npeo6pa30BaHnM TonoaoraaecKoro npocipaHCTBa S, jjii 
Koioporo S )t 9 . aBaaeioa o6o6raeHHoa HHBepcHoil nojiyrpynnoił c eflHHHijeił. T a - 
khm odpa30M mu nojiynaeM HecKoabKO npHMepoB ofiofimeHHux HHBepcHux noayrpynn, 
B KOHiie mu aaeM HHiepnpeTaiijiK) HeicoTopux iiohhth8 u caeacTBHft, CBa3aHHUx c 
o6o6n;eHHoa HHBepcHoft nojiyrpynnoii, b nceBflorpynne CxoyTeHa h XaHTbeca.

EXAMPLES FOR GENERALISED INVERSE SEMIGROUPS 

S u m m a r y
In the begining of this paper we prove that every non - empty pseudo- 

group of Schouten and Haantjee is a generalised inverse semigroup.We come 
to a conclusion that every pseudogroup of transformations on a topologi
cal space S, for which S t f), is a generalised inverse semigroup with 
an identity. In this way we get some examples for generalised inverse se
migroups, In the end we give an interpretation of some notions and con
clusions relating to a generalised inverse semigroup in a pseudogroup of 
Schouten and Haantjee.
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