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STOSUNEK UOGÓLNIONEJ PÓŁGRUPY INWERSYJNEJ 
00 INNYCH SYSTEMÓW ALGEBRAICZNYCH 
Z JEDNĄ DWUARGUMENTOWĄ CZĘŚCIOWĄ OPERACJĄ

Streszczenie. W pracy rozważamy zwięzek uogólnionej półgrupy in- 
wereyjnej z innymi systemami algebraicznymi z jednę dwuargumentowę 
częściowę operację. Wniosek 1 mówi.w jaki sposób można otrzymać pół
grupę inwersyjnę z uogólnionej półgrupy inwersyjnej. Wniosek 2 do
tyczy analogicznego faktu dla uogólnionej półgrupy inwersyjnej z 
Jedynkę. Wnioski 3 1 4  wyjaóniaję zwięzek uogólnionej półgrupy in
wersyjnej z grupoidea Ehresmana. Wszystkie sformułowane w pracy 
wnioski sę interpretowane graficznie.

W [l7J zostało wprowadzone pojęcie uogólnionej półgrupy inwersyjnej, a 
w [18] podane zostały przykłady uogólnionych półgrup inwersyjnych. Celem 
tej pracy jest wyjaónienie stosunku uogólnionej półgrupy inwersyjnej, a 
także uogólnionej półgrupy inwersyjnej z jedynkę do innych systemów alge
braicznych z jednę dwuargumentowę częóciowę operację, w szczególności gru- 
poidu Ehresmanna, uogólnionej półgrupy, półgrupy inwersyjnej.

Korzystajęc z przykładów omówionych w [18] formułujemy i dowodzimy kil
ka wniosków dotyczęcych stosunku uogólnionej półgrupy inwersyjnej do in
nych systemów algebraicznych z jednę dwuargumentowę częśclowę operację. 
Wniosek T m ó w i  nam, że z uogólnionej półgrupy inwersyjnej przez dołęcze- 
nle jednego elementu można otrzymać półgrupę inwersyjnę, wniosek 2 mówi 
o analogicznym fakcie dla uogólnionej półgrupy inwersyjnej z jedynkę. 
Wnioski 3 1 4  wyjaśniaję stosunek uogólnionej półgrupy inwersyjnej do gru- 
poidu Ehresmanna. Powyższe wnioski zostaję także zinterpretowane graficz
nie.

Przyjmijmy definicje i oznaczenia jak w [17] i [18], Stwierdziliśmy już 
w [17], że uogólniona półgrupa inwersyjna jest uogólnionę półgrupę speł- 
niajęcę warunek inwersyjności półgrupy. Można więc powiedzieć, że każda 
półgrupa inwersyjna jest uogólnionę półgrupę inwersyjnę, ale nie na od

wrót. Przykład 1 z [18] wskazuje, że istnieje uogólniona półgrupa Inwer
syjna, która nie jest półgrupę, gdyż operacja składania odwzorowań nie 

Jest określona dla wszystkich par. Można jednak podać następujęcy wniosek.

Wniosek 1

Jeżeli do uogólnionej półgrupy inwersyjnej (B, •) dołęczyć element O^B, 
to B « B u {o} z działaniem o określonym następująco:
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(# *)

gdy a, b € B ,  to, a o b  =
a • b jeśli (a.b)eo

. O jeśli (a,b)£D,

natomiast a o O  = O o a  = O s  O ■ Oj

będzie półgrupę inwereyjnę.

DOWÓD: Na podstawie lematu Conrada (zob. [4] s. 138) otrzymujemy. Ze 
(8,o) Jest półgrupę. Należy pokazać jeszcze. Ze kaZdy element a £ B  po
siada Jednoznacznie wyznaczony uogólniony element odwrotny b.

RozróZnimy dwa przypadki: 1° a €8, 2° a = O.
Niech a £ B .  Wykażemy, Ze a-1 w uogólnionej półgrupie inwersyjnej 

(B,*) będzie szukanym elementem b. Oczywiście zachodzi a o ( a -1o a)» a i 
a”1 o ( a  o a- 1 ) = a-1. Pytanie jest, czy a"1 będzie jedynym takim elemen
tem w 8. Przypuśćmy, Ze istnieje b £ B ,  Ze zachodzi a o ( b o a )  - a 1 
b O (a o b ) - b.

Ponieważ a-1 Jest jedynym elementem spełniajęcym powyższe równości w 
(B, •), więc b - O lub b e B  i przynajmniej Jeden z iloczynów a-(b-a), 
b *(a> b) Jest nieokreślony, czyli a = a o ( b o a )  «■ O lub b - b o ( a o b )  =

■ O. Gdy b • O, to a « a © ( b o a ) = 0 .  Natomiast a • O Jest sprzeczne 
z załoZeniem a SB . We wszystkich przypadkach doszliśmy do sprzeczności, 
a więc takie b e B  różne od a-1 nie iatnieje.

Niech teraz a » O. Oczywiście zachodzi O 0 ( 0 0  O) » O. Wykażemy, Za 
O jest jedynym elementem inwersyjnym, tzn. uogólnionym elementem odwrot
nym do O. Przypuśćmy, Ze istnieje b e B ,  Ze O o (bo O) ■ O i b o  (O O b )  ■

“ b. Pierwsza równość Jest spełniona dla każdego b e B ,  ale drugę równość 
spełnie tylko b ■> O, gdyż b ■ b O ( O o b )  ■ b o  O a o. Tym samym wykazaliś
my, Ze każdy element a € B  posiada Jednoznacznie wyznaczony uogólniony 
element odwrotny, a więc (B,o) jest półgrupę inwersyjnę.

Ola pseudogrupy Schoutena-Haant jesa P , gdzie P  + <ł> , interpretacja po- 
wyższego wniosku Jest następujęcs:
Oo zbioru przekształceń r  dołęczam odwzorowanie puste O która
nie należy do P i złożenie o określam naetępujęco:

gdy g,f £ r  g © f [g o f , gdy złożenie wykonelne

O w przeciwnym wypadku.

natomlaat g O O  = O O g  » O O O  > 0 .

Wtedy (Cu {O}, o )  Jeat półgrupę inwereyjnę. Będzie to inwersyjns podpół- 
grups inwersyjnej półgrupy częściowych przekształceń (zob. [9]).Analogicz
ny wniosek można podać dla uogólnionej półgrupy inwereyjnej z jedynkę.
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Mkiloeek 2

Jeżeli do uogólnionej półgrupy inwersyjnej {B^») z jedynkę dołęczyć ele
ment O ^ B ,  to B = B u { o )  z działanie« O określony« wzorami ( * * )  bę

dzie półgrupę inwersyjnę z Jedynkę.

DOWOO: Korzystajęc z wniosku 1 otrzymujemy, że B Jest półgrupę inwer- 
ayjnę. Pokażemy teraz, że iB jest Jedynkę półgrupy B. Ola a £ B  zacho

dzi « © 1 B ■ Ig© a = «, ale zachodzi także 0 © 1 B = lQ o O » O, a więc 10

Jest także Jedynkę półgrupy (B,o).

Każdy grupoid Ehresmanna Jest uogólnionę półgrupę inwersyjnę, ale nie 
każda uogólniona półgrupa inwersyjna Jest grupoidem Ehresmanna, a nawet

kategorię.

DOWÓD: Wykażemy, że uogólniona półgrupa inwersyjna Jest pojęciem ogól
niejszym ód pojęcia grupoidu Ehresmanna (zob. [12] ). Gdy w definicji gru- 
poidu Ehreemanna (B,>) odrzucimy warunek (*) z [18], który zachodzi tak
że w kategorii (zob. [12]), a także prawa skracania (lewostronnego i pra

wostronnego) i zamiast warunku

podamy aksjomat 2 z [17] (Jeat'spełniony w grupoidzie Ehresmanna), otrzy

mamy uogólnionę półgrupę inwersyjnę. Ponieważ grupoid Ehresmanna Jest po
jęciem ogólniejszym niż grupoid Brandta (zob. [12]), więc także grupoid 
Brandt* będzie epełniać warunki definicji uogólnionej półgrupy Inwersyj

nej (kategoria Już nie będzie ich spełniać).
Przykład 1 z [18] wskazuje, że istnieje uogólniona półgrupa inwersyj

na nawet z jedynkę, która nie jest grupoidem Ehresmanna. Ona nie Jest na

wet kategorię. #
W uogólnionej półgrupie inwersyjnej z przykładu 1 z [18] nie zachodzi 

ani warunek (*) z [18] ani prawa skracania. Nie jest też prawdę, że każ
dy grupoid Brandta (tym bardziej Ehresmanna) jest uogólnionę półgrupę in
wersyjnę z jedynkę. Ola grupy już to zachodzi. Przykładem grupoidu Brand
ta nie Spełniajęcego aksjomatu 3 z [17] jest grupoid podstawowy (zob.[7]).

Zauważmy Jeszcze, że w uogólnionej półgrupie inwersyjnej (B,* ) z je

dynkę Jest spełniony warunek

Wniosek 3

( # * * )

a £ B b € B

(spełnionego w uogólnionej półgrupie inwersyjnej, elementem b będzie a”3)

a,be B C € B

który z grupoidu Ehresmanna czyni grupoid Brandta.
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Oest spełniony Jeszcze silniejszy aksjomat

\J '/\ ((a,c ) € D A ic,b)-£0)
c e B a,be B

Oczywiście elementem c będzie 1_.O
Możemy wypowiedzieć Jeszcze Jeden wniosek. .

Wniosek 4

W K W, aby uogólniona półgrupa inwersyjna była grupoidem Ehresmanna 
Jest, żeby był spełniony warunek (*) z [18], a także prawa skracania (Le
wostronnego i prawostronnego). Oeżeli uogólniona półgrupa inwersyjna z 
jedynkę będzie spełniać te warunki, to będzie Już grupę.

DOWÓD: Pierwszę część wniosku wykazaliśmy już wcześniej. Dla dowodu
drugiej części wykażemy, że jeżeli grupoid Ehresmanna (B,-) posiada Jedyn

kę, to działanie jest określone dla wszystkich par jego elementów.
Niech a , b £ B

(a,lQ ) e D  A (lB ,b)£D, więc na podstawie (*) z [18]

(alB ,b)£D, ale alQ = a. czyli (a,b)£0,

Wykażemy teraz, że jeżeli w grupoidzie Ehresmanna działanie Jest określo

ne dla wszystkich par jego elementów, to Jest on już grupę. W tym celu 
udowodnimy, że Bq = |iB} .

Niech B„* Zachodzi c “ £1 S2 ' Skraęajęc lewo

stronnie przez ¿i f  mamy £i £z ■ £Z ' Analogicznie £i £2 “ =

B ^ 1 ^ 2  ̂ 2 *  s*<racaJ*c teraz prawostronnie przez £2 , mamy £j ■ 2 , czy

li - <f2 , a więc Bq « {l0 }. Mamy więc półgrupę z jedynkę.

Dla każdego a e B  Istnieje także eleaent odwrotny b e B  na podstawie 
aksjomatu («**); Zachodzi wtedy a b e B o , ale Bq ■ {lg} • więc ab ■» 1Q . 
Ponieważ także b a e B q (na podstawie własności (1.12) z [l2]),więc rze
czywiście b flest elementem odwrotnym do a, czyli (B,») jest grupę.

Miejsce uogólnionej półgrupy inwersyjnej i uogólnionej półgrupy inwer- 
syjnej z jedynkę wśród innych systemów algebraicznych z dwuargumontowę 
częściowę operację można zilustrować graficznie.Nazwy grupoid używamy tu 
w sensie definicji podanej w [4]. Zawieraniu eię zbiorów na rys. 1 odpo
wiada relacja częściowego porzędku pomiędzy odpowiednimi systemami alge

braicznymi. Na przykład zbiór oznaczajęcy grupoid Brandta zawiera zbiór o-
znaczajęcy grupę, czyli grupoid Brandta Jest uogólnieniem grupy.

Nie powiedzieliśmy jeszcze nic o pseudogrupie L. Dubikajtlsa (zob.[2], 
[3]) ani o równoważnej Jej pseudogrupie P. Manlakowskiego (zob.[10] ),lecz 
nie było to konieczne, gdyż T. Saito w [11]wykazał, że obydwa te pojęcia
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grupoid , 
Ehr esmanna uogólniona 

0 nńTnrunn

grupoid częściowy 
z  jedynkg

Rys. 1.

są równoważne półgrupie inwersyjnej. Zastosowanie uogólnionej półgrupy in- 
wersyjnej do algebraizacji pseudogrupy Schoutena-Haantjesa będzie pokaza
ne w [15], a pseudogrupy Kobayashi-Nomizu w [16],
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OTHQaÆHïiE OEOBUËHHOii MdSSCHOi nojyrpynnu 
ii  Æ P y m a A JirjBPAKH .iO:Ofa c h c te ü a m

C 0 /m o ;i EjiHAPHOd OlTEPAIÎ-ffiÀ 

P e 3 » m e

^ sioü paôoTe H3yqaeicH oïHoueHae OSoGiiëHHÔii HHBepcHOii, nojiyrpynnu k  Æpy- 
rau aJireSpaHtjecKHM citcTeMoii c ofluoS ÔHHapHOü onepaipteii. CjtenciBze 1 roBopm 
KaK MOKHO nojiyHHTfc HHBepcHy» nojiyrpynny H3 o6o6mëHHOft HHBepcHoa nojiyrpynim. 
Cjie^ciBiie 2 roBopai o aHaaonmitOM (Jarne p,jia o6o6inëHHOit HHBepcHOü nojiyrpynnu 
c eflHmmeü. CjieflCTBM o a 4 buhchjuot oiHomeHue oSoCmëHHOîi HHBepciiow noay- 
rpynnH k  rpynOHAy EpecuaHa. B ee  cjie^cTBHa mu  rpa$H<ieCKn HHTepnpeiitpyeM.

CONNECTION OF A GENERALISED INVERSE SEMIGROUP WITH OTHER ALGEBRAIC 
SYSTEMS WITH ONE BINARY PARTIAL OPERATION

S u m m a r y
k

In the present paper we consider connection of a generalised inverse 
semigroup with other algebraic systems with one binary partial operation. 
Conclusion 1 says how we may get an inverse semigroup from a generalised 
inverse semigroup.* Conclusion 2 says about analogical fact for a genera
lised inverse semigroup with an identity. Conclusion 3 and 4 explain con

nection of a generalised inverse semigroup with Ehresman's groupoid. All 
these conclusions are graphically interpreted.
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