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ALGEBRAIZAC3A PSEUDOGRUPY SCHOUTENA-HAANTDESA

Streszczenie. W pracy przytoczono dowody dwéch twierdzen. Twier-
dzenie | a6éwi. ze niepusta pseudogrupa Schoutena i Haantjesa jest
réwnowazna uog6lnionej poédgrupie inwersyjnej, jezeli Jej elementy
sg odwzorowaniami réznowartoo6ciowymi. Twierdzenie 1l noéwi,ze nlepu-
ste pseudogrupy Schoutena i Haantjeea sa jedynymi przyktadami uogo6l-
nionych pédgrup Inwersyjnych.

W [4] podano definicje i wkasnosci uogdélnionej péigrupy inwersyjnej.
W [6] podano przyktady uog6lnionych podgrup Inwersyjnych, aw [7] wyjas-
niono stosunek uog6lnionej pédgrupy inwersyjnej do innych systeméw alge-
braicznych z jedng dwuargumentowg czesSciowg operacje.

Celem tej pracy Jest zastosowanie uogélnionej poétgrupy inwersyjnej do
algebraizacji pseudogrupy Schoutena-Haantjesa.

W tym celu dowodzimy dwéch twierdzen. Twierdzenie | mowi.ze dla zbioru
odwzorowan roéznowartosciowych pojecie niepustej pseudogrupy Schoutena-
Haantjesa jest rownowazne pojeciu uog6lnionej péigrupy inwersyjnej. Nato-
miast twierdzenie 11, ze poza niepuetymi pseudogrupami Schoutena-Haantje-
sa (z doktadnoscig do izomorfizmu) nie ma innych przyktadéw uogdlnionych
p6étgrup inwersyjnych.

Przyjmijmy definicje i oznaczenia Jak w [4],[6] 1 [7], Twierdzenie |1
z [6] méwi nam, ze kazda niepusta pseudogrupa Schoutena-HaantJesa jest
uog6lniona pétgrupe inwersyjng. Wypowiemy teraz twierdzenie ogélniejsze:

Twierdzenie |1

Dla zbioru r odwzorowan réznowartosciowych zachodzi:

r. _ jest niepuste pseudogrupe Schoutena-Haant jesa <*=> .

(T,or ) - jest uogélniong podgrupa inwersyjng.

DOWOO: Twierdzenie I z [6] moéwi nam, ze zachodzi wynikanie w jedng stro-
ne. Pozostaje do udowodnienia implikacja w drugg strone. W tym celu za-

tozmy, ze Wr.Or) jest uogélniong pétgrupa inwersyjna. Wobec  tego ? 1

+D CcF*rxo0 (@ )cl, gdzie D I» {(g,F)6.r*~: £(DF)nD i jI, czyli
1 " i

jest spe#niony warunek (i) pseudogrupy Schoutena-Haantjesa oraz niepustosé

zbioru r . Niech fef . Poniewaz V jest zbiorem odwzorowan réznowarto-
Sciowych,. wiec uktad réwnan Tfo(gof) = f# go (Fog) = g jest spekniony
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tylko dla g = f-1, a wiec na mocy aksjomatu 2 uogélnionej pétgrupy in-
wersyjnej otrzymujemy, ze f le r. Tym samym twierdzenie zostato udowod-
nione.

Widzimy wiec, ze dla zbioru odwzorowan réznowartosciowych pojecie u-
og6lnionej potgrupy inwersyjnej jest roéwnowazne pojeciu niepustej pseudo-
grupy Schéutena-Haantjesa. Powstaje pytanie, co bedzie, gdy elementy zbio-
ru bede dowolne?

Twierdzenie 11

Kazda uogélniona poétgrupa inwersyjna (B,.) Jest izomorficzna (w sen-
sie izomorfizmu uogélnionych pédgrup inworsyjnych) z pewne niepuste pseu-
dogrupe Schoutena-Haantjesa. - t

Zanim przystepimy do dowodu twierdzenia, sformutujemy i udowodnimy kil-
ka pomocniczych lematéw dotyczecych uogdélnionej poédgrupy inwersyjnej (B,).

Lemat 1

n ((al(b)”er(a)A e~c) M er(a)A ab = ac)=> b = ¢).
a,b,ceB
DOWOD: Zauwazmy, ze ej(b)”ep(a) =~(er(a),ej(b)) Cb”rJa.b) £0 z wn.
4,6 z [4], en(b) = er(a)er(en(b)) = er(a)enr(b) na podstawie wnioskow
2, 3, 6 z [4] i zatozenia, podobnie er(a)e”(c) = e~(c). Mamy wobec tego
b = el(b)b = (er(@le”™b))b = er(a)(el(b)b) = er(a)y»a-1(ab) = a-1(ac) »

= (a-la)c = ep(a)c = er(adie~c)c) = (er(aJe”™c))c m e~cjc = c.

%
Lemat Il =m

((((a,b)EDADb<c )=*mab”ac)A (((b,a)EDA Db~ c)=t> ba”~ca)).
a.b.c £ B-

DOWOD; Wykazemy najpierw pomocniczo, ze b~ c«e>bb“l = cb"1. b”~c o-

znacza, ze cer(b) = b. Mamy wobec tego bb"1 = (cer(b))b-1=c(er(b)b-1)

= cb-1. |

Niech teraz bb“l = cb"™1. Wobec tego b » (bb_1)b = (cb-1)b = c(b-1b)

= cep(b), czyli b~c.

Aby wiec wykaza¢ nieréwnos¢ ab”ac, wystarczy pokaza¢, ze (ac)(ab)_1
= (ab)(ab)”l. zauwazmy, ze (ab,(ab)“})£D. Rzeczywiscie, jesli (a,b)eD i
b~rc, mamy (ab)(ab)-1 = (ab)(b”1la“1) = (a(bb-1))a 1l = (a(cbh-1))a"1 =
= (acMb”~a*“1l) = (ac)(ab)-1.

Pokazemy teraz, ze (ca)(ba) = (ba)(ba)
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Korzystajac z zatozenia (b,a)toAb”~c mamy (ba)(ba)-1 = (ba)(a”b-1) =

(((E.a)€D=s5>£a”a)A ((@,£)eD=>af a)A
a,be B ee BO
((a.bJeD”e”abJ™ejta))).
\ * N"
DOWOD: Aby wykazaé¢, ze £a”a, wystarczy pokazaé¢, ze a(fa)-1= (Ea)(fa)"\

Oesli (f,a)ED, to rzeczywiscie zachodzi

(fa)(a-1le) = (fena)),?» (e-"ajfjf» ar(a)(ef) =

(fa)(fa)_1
= e-"ajf = (aa-1)i = a(a-1£) = a(fa)-1.
Niech teraz (a,f)€D, Mamy (a£)(af)-1 = (af£)(fa_1l) = a(fa-1) = a(af)-1,
czyli af N a. W koncu niech (a,b) £D, Mamy e”(ab) = (ab)(-ra-~) =
= (ael(b))a 1 = (@ M) E"M)a-1) = ep™ (b)a-1).
Poniewaz na podstawie udowodnionej Juz implikacji wynika, ze
e~(b)a-1n a-1, wiec na podstawie wniosku 7 z [4] ep(enr(b)a-1) *er(a-1) =

= en(a). To konczy dowdd.

Lemat 1V

a.b.c, eB
DOWOD: Wykazemy najpierw pomocnicza implikacje:

(((a.bJeoAej”brericMejNabJd™ejiac)).
a,b,c£EB

Niech a,b£D. Mamy e”ab) = (ab)(b-1a_1) = (ae~(b))a~*. Korzystajgc te-

raz z lematu Il i nieréwnosci e~(b)”e~(c), mamy
(aen(b))a-1~ (ae”c)da_ 1.

Zauwazmy jeszcze, ze (ae”c)Jt"l = (ac)(c_la-1) = (ac)(ac)-1 = e”ac).

Wobec tego e~tab”e”(ac).
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Zat6zmy teraz, ze e ™ (c«r(ab). Mamy e~(c)”er(ab) = el(“1a"1)"
eN(b-1) = er(b).

Skorzystalismy tutaj z lematu I1II.

Pokazemy teraz, za e~(bc)*er(a).

e,(c)”e (b), wiec (0o (b), e.(c))6D, astad na podstawie wniosku4d z [4]
(b,c) 60. Nierownos¢ 6j(c):ep(ab) mozna zapisa¢ e~(c)”e(b a ), wy-
korzystamy wiec pomocnicze implikacje. Otrzymamy (bc)4a enr(b(b-+a-1)) =
= e"((bb'\l)a“l) n ej(ej(b)aa4) = er(ae”(b)). Poniewaz na podstawie lematu
I ae~(b)”a, wiec z wniosku 7 z [4] wynika, ze ep(aej(b) er(a). Po-
zostaje do wykazania implikacja przeciwna.

3esli el(c)”e((b), wiec(b,c)€D. Poniewaz bc « (b(b-1b))c=b(b-1(bc)),
wiec takze (b_1,bc)eD. Korzystajac z implikacji pomocniczej i nieréwno-
sci el(bc)”er(@” - ejia-1) mamy el(el(b)c) = el(b”1(bc))<ej(b“la®1l) =
= er(ab). Ale ep(b)c = (ef.(b)el(cI)c = el(c)c = c, ~Ndyzel(c) e (b).

Tym samym dowdd Jest zakonczony.

OOWOD twierdzenia 11

Dla aeB niech <@) = (>)a’ gdzie a:—D c B- ga(o'l"a)CB’ pg(x)=ax,
0 = {x€B :e,(x) M e (a)}- D f p, gdyz e (a)CD . Zauwazmy, ze
Ta “a ra
xeD =7el(x)"er(a)=»*(er(a),el(x))eDb=i>(a,x)eD.

Wykazemy najpierw, ze odwzorowanie eg(*) Jest réznowartosciowe.Przypusc-
my, ze aXj = ax2, gdzie e-jrj)"ep(a), ej(x2 ep(a). Na podstawie le-
mata | mamy, ze Xj m x2. Nastepnie pokazemy, ze b jest izomorfizmem B
na (/B). .

Ola wykazania réznowartosciowosci < zatdézmy, ze a 1 b sg roznymi ele-
mentami z B. Wtedy 0~ a |x£B :ej (xep(a), »{x6B:aj(x)"er(b)},
a poniewaz a * b, wiec albo ep() jer(b), wtedy O N 0. .czyli e *pb,

ra "

albo er<(a) = ep(b), czyli fa(ep(a)) m a jib = pb(ep(b)) = pb(ep(a))- a
wiec znowu eg A pb.

Wykazemy teraz, ze:

1° 'b) ={y£EB : xVeB y = bee.l(x)"er (b))J} n

= {yCB :el(y)”er(b-1)} » D
b »
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2° /\ (F< fJA e<e2)<r> e en)
¢l.ez.£GBo

Dla wykazania roéwnosci 1° zaktézmy, ze y£Ffb (i)

Wobec tego \J (y = bx A el) ™ er(b)).
*£B
Na podstawie lematu Il el(y) = er(bx) » e”ib) = er(b-1), czyli yeD™ _1#

Zakézmy teraz, ze Yy£D . Mamy wiec e.(y)$er(b-1). Wobec tego vy =
b

ten(y)y = (er(b-1)en(y))y = (bb-1)y = b(b-1y),czyli istnieje x = b-1y£B,
ze y = bx. Wystarczy jeszcze pokazaé, ze er(b y)~er(b), (b ,y)ED, a
wiec na podstawie lematu I11 e"(b“I yj"e"b_»i) = er(b).
Niech teraz a takze 6 ~~ £z, a wiec z przechodniosci
relacji $ wynika, ze£< S i £ Sjfg. Mamy wiec wykazane implikacje 2°w
jedne strone.

Dla wykazania drugiej implikacji z 2° zatézmy, 2e£~£ i S Sjig. Mamy
wiec e”e -e. e2e = e. czyli £» emE « £2£ = (F2EN)E = £2(£2e) =
= a sted e.<sfNE2.
Powyzsze fakty bede nam potrzebne w dowodzie roéwnowaznosci
(a,b) €D *=*u(2(a). F>(D))ED_

((t(a),+>(b))€D > (fi ,b. )'eD
°((B) D

4=$>guperpozycja f o B jest okreslona
a B 3

~>(B)

n f (Op )nD- M1y iB: \Y (y - bx A
b ya X£B

ex(X)" ep(ONIA {xeB :el(x)’er(ad} tfi

{y£8 :el(y)ter(b“1)} n {xE£B :el(x)"ep(a)} tO
{x€B :ex(x)"er(b_1)A ex(x er() *9

(xgb - el(x)"er(a)er(b-1)} t 0**=Mer(a), er(b-1)) -

(or(a),e”(b))€D =" (a,b) £D. Pokazemy teraz, ze y>(ab) = (p(a)o "(b).

Niech & )€0 . Mamy wtedy
a D °e>(B)

A il <xeo?b []

{xGB s el(x)"er(b)Ael(bx)er(a} ={xGB :ex(x)<ger(ab)} = DMab.

Skorzystalismy tutaj z lematu IV.
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e zgodnie z okres$leniem odwzorowuje D na ).natomiast
a ?ab a Vab

fa °<?b P~eksztatca D~ g™ na fa° ?b(0?a°

Zachodzi roéwniez dla xG pgr(x) = (ab) x = a(bx)=a”r(x) =73 (X)-
«,11..., "m? . b<vj-iW V f'b’ sV < v
Dziedziny przeksztatcen i ggo sa takie same, przeciwdziedziny
tez oraz dla kazdego x£0_|_ab iab~x " 9g° 8 wiec O0Cab) “ ~ag “
= N3° “ ~(a)o 0(b). Ji?(B) Jest wiec grupoidem czeSciowym izomorficz-

nym z grupoidem czesciowym B.

Poniewaz B Jest uogd6lnionag poétgrupa inwersyjne, wiec <p(B) takze,
wobec tego (f bedzie izomorfizmem uogélnionych pédgrup inwersyjnych. Ma-
my wiec zbiér odwzorowan réznoWartosciowych ~(B) taki, ze (e(B)° @ )

Jest uogo6lniona péigrupg inwersyjne. Na podstawie twierdzenia 1 @) Jest
niepusta pseudogrupg Schoutena-HaantJesa. To konczy dow6d twierdzenia II.

Twierdzenia to Jest uog6lnieniem twierdzenia o izomorfizmie dowolnej
pétgrupy inwersyjnej z inwersyjne podpdétgrupa inwersyjnej potgrupy cze-
Sciowych przeksztatcen (zob. [i] i [21)-

Twierdzenie 1 i Il méwig nam, ze uog6lniona péigrupg inwersyjna Jest
algebraizacja pseudogrupy Schoutena-HaantJesa,natomiast pseudogrupy Schou-
tena-Haantjesa sa jedynymi przyktadami uog6lnionych pétgrup inwersyjnych
wésroéd zbioréw odwzorowan roéznowartosciowych z operacja sktadania odwzoro-
wan. Zauwazmy jeszcze, ze z twierdzenia Il wynika:

Wniosek: Kazdy grupoid Ehresmanna Jest izomorficzny z pewnym grupoidem
funkcyjnym (zob. [3])-

DOWOD: Niech (B,*) bedzie grupoidem Ehresmanna, a wiec takze uogél-
niona poétgrupa inwersyjne. Z twierdzenia Il wynika, ze system (B,*) Jest
izomorficzny z pewng pseudogrupa r Schoutena-Haantjesa.Jest oczywiste,ze
pseudogrupa f spednia warunek (4.7) z [3]- Poniewaz pseudogrupa ta jest
takze grupoidem Ehresmanna (jako system izomorficzny z grupoidem Ehresman-
na), wiec zachodzg w niej prawa skracania, a stad Juz wynika,ze kazde dwa

odwzorowania maja dziedziny te same lub rozkgczne. Rzeczywiscie, niech
Dfn D f 0, Df 4 D . Zachodzi wtedy id = id D = idQ <« id D
Y = a f f g g f [s}
a idD f idD , czyli mamy sprzeczno$¢ z prawem skracania. Poniewaz dzie-
f 9

dziny odwzorowan nalezgcych do pseudogrupy Schoutena-HaantJesa sa niepu-
ste, wiec stad juz wynika, ze jest spedniony takze warunek (4.1) =z [3],
czyli otrzymamy grupoid funkcyjny, zastepujac w T odwzorowania funkcjami.
W [3] operacja sktadania funkcji jest nieco zacies$niona (g« f Jest okre-
Slone, gdy f(D")cDg), ale w wypadku grupoidu funkcyjnego te dwie defi-
nicje pokrywaja sie.
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Zastosowanie uog6lnionej podgrupy inwersyjnej do algebralzacji pseudo-
grupy przeksztatcen zdefiniowanej przez Kobayashi 1 Nomizu bedzie pokaza-
new [5].

LITERATURA

[1] KFFAMFAIOPIL  (CLIFFORD A_H. ), UPECTOH (PRESTON G.B.): AzredpaagecKaa Teo-
Phh nojiyrpynn, MocKBa 1972.

[2] JIflIMH E.C.j nozyrpynnu, MocKBa 1960.

[3] waliSZEWSKI W.: Categories, groupoids, pseudogroups and analytical
structures. Rozprawy Mat. 45, Warszawa 1965.

[4] LIPINSKA 0. Uogolnlona pétgrupa inwersyjna i Jej wkasnosci. ZN Pol.
Sl. s. Mat. —F|z z. 39.

[5] LIPINSKA O0.: AlgebralzaCJa pseudogrupy przeksztatcen (w przygotowaniu
do druku).

[61 LIPINSKA 0.: Przyktady uog6lnionych pékgrup inwersyjnych. ZN Pol.61. ,
s. Mat.-Fiz., z. 39.

[7] LIPINSKA 3.: Stosunek uog6lnionej p6dgrupy inwersyjnej do innych sy-
stenow algebralcznych z jedne dwuargumentowg czes$Sciowg operacje, ZN
Pol. SI., 8. Mat.-Fiz., z. 39.

AHrEEPAH3AUHH nCEBIiOrPyiUIH CXOyTEHA H XAHTBECA

P e 3 Kme

A 1
B 3TO0 padoie uh ~aeM flOKa3aTejibciBO AByx Teopeu TeopeMa | tobopht gio

BCHKaa Henycian nceBflorpynna CxoyieHa h XaHibeca sKBHBajieHTHa 000OmeHHO08 hh-
BepcHoM nojiyrpynne ecjin ee sjieueHm sto HHeKTHBHue npeo6pa30BaHHH. TeopeMa

11 roBopHT »no Henycme nceB”orpynnti CxoyieHa u XaH ibeca enHHHe npHuepn 060-

6neHHHx HHBepcHHX nojiyrpynn.

ALGEBRAISATION OF A PSEUDOGROUP OF SCHOUTEN ANO HAANTOES

Summary

In this paper we give proofs of two theorems. Theorem 1 says that non-
empty pseudogroup of Schounten and Haantjes is equivalent to a generali-
sed inverse semigroup if its elements are injective applications. Theorem
Il says that non-empty pseudogroups of Schouten and Haantjes are the only
examples for generalised inverse semigroups.
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